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เซต 
 
 เซตที่เทากัน 
 A = B ก็ตอเมื่อ A และ B มีสมาชิกเหมือนกัน 
 
 สับเซต 
 A ⊂ B ก็ตอเมื่อ สมาชิกของ A ทุกตัวเปนสมาชิกของ B 
 
 สับเซตแท 
 A เปนสับเซตแทของ B ก็ตอเมือ่ A ⊂ B แต A ≠ B 
 
 สมบัติของสับเซต 
 1. เซตวางเปนสับเซตของเซตทุกเซต 
 2. A ⊂ A 
 3. จํานวนสับเซตทั้งหมดของ A เทากับ 2n(A) 
 4. จํานวนสับเซตแทท้ังหมดของ A เทากับ 2n(A) - 1  
 5. ถา A ⊂ B และ B ⊂ C แลว A ⊂ C 
 
 เพาเวอรเซต 
 เพาเวอรเซตของ A คือ เซตของสับเซตทั้งหมดของ A เขียนแทนดวย P(A) 
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 สมบัติของเพาเวอรเซต 
 1. φ ∈ P(A) 
 2. A ∈ P(A) 
 3. จํานวนสมาชิกของ P(A) เทากับ 2n(A) 
 4. A ⊂ B ก็ตอเมื่อ P(A) ⊂ P(B) 
 5. P(A)I P(B) = P(AI B) 
 6. P(A)U P(B) ⊂ P(AU B) 
 
 การดําเนินการของเซต 
 1. ยูเนียน AU B คือ เซตท่ีไดจากการนําสมาชิกของ A , B ท้ังหมดมาอยูในเซตเดียวกัน 
 2. อินเตอรเซกชัน  AI B คือ เซตท่ีไดจากการนําสมาชิกของ A , B ท่ีซํ้ากันมาอยูในเซตเดียวกัน 
 3. ผลตาง A - B คือ เซตท่ีไดจากสมาชิกของ A แตตัดสมาชิกท่ีซํ้ากับ B ออก 
 4. คอมพลีเมนต A′ คือ เซตท่ีไดจากสมาชิกของเอกภพสัมพัทธ U แตตัดสมาชิกท่ีซํ้ากับ A ออก 
 
 สมบัติของการดําเนินการของเซต 
 ให A, B และ C แทนเซตใดๆ และ µ แทนเอกภพสัมพัทธ 
 1. AUA = A AIA = A 
 2. AU B = BUA AI B = BIA 
 3. (AU B)U C = AU (BU C) (AI B)I C = AI (BI C) 
 4. AU (BI C) = (AU B)I (AU C) AI (BU C) = (AI B)U (AI C) 
 5. (AU B)′ = A′I B′ (AI B)′ = A′U B′ 
 6. AU φ = A AU U = U 
  AI φ = φ AU U = A 
 7. AUA′ = U AIA′ = φ 
 8. A - B = AI B′ 
 
 จํานวนสมาชิกของเซตจํากัด 
 1. n(A′) = n(U) - n(A)  
 2. n(AU B) = n(A) + n(B) - n(AI B) 
 3. n(AU BU C) = n(A) + n(B) + n(C) - n(AI B) - n(AI C) - n(BI C) + n(AI BI C) 
 4. n(A - B) = n(A) - n(AI B)
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ตัวอยางขอสอบเรื่องเซต 
 
1. กําหนดให A = {∅, 1, {1}} ขอใดตอไปนี้ผิด (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) ∅ ⊂ A   2) {∅} ⊄ A  
 3) {1, {1}} ⊂ A   4) {{1}, {1, {1}}} ⊄ A  
2. กําหนดให A = {x|x เปนจํานวนคูบวก และ x ≤ 100} และ B = {x|x ∈ A และ 3 หาร x ลงตัว} 

จํานวนสมาชิกของเซต P(B) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 216 2) 217 3) 218 4) 219  
3. ในการสํารวจความเห็นของนักเรยีนช้ันมัธยมศึกษาตอนปลายจํานวน 880 คน เพ่ือสอบถามขอมูลเกี่ยวกับ

การศึกษาตอ ปรากฏผลดังนี้ 
   มีผูตองการศึกษาตอ 725 คน 
   มีผูตองการทํางาน 160 คน 
   มีผูตองการศึกษาตอหรือทํางาน 813 คน 
 ผูท่ีตองการศึกษาตอและทํางานดวยมีจํานวนเทากับขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 67 คน 2) 72 คน 3) 85 คน 4) 90 คน  
4. กําหนดให A = {1, 2, {1, 2}, {1, 2, 3}} ขอใดตอไปนี้ผิด (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) {1, 2} ∈ A 2) {1, 2, 3} ∈ A 3) {1, 2} ⊂ A 4) {1, 2, 3} ⊂ A   
5. กําหนดให A = {0, 1, 2, {0, 1, 2}} และ P(A) แทนเซตกําลังของ A พิจารณาขอความตอไปนี้ 
   ก. AI P(A) = {0, 1, 2} ข. n(A - P(A)) < n(P(A) - A) 
 ขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
6. ให A = {1, {1}} และ P(A) เปนเพาเวอรเซตของเซต A ขอใดตอไปนี้ผิด (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) จํานวนสมาชิกของ P(A) - A เทากับ 3 2) จํานวนสมาชิกของ P(P(A)) เทากับ 16 
 3) {{1}} ∈ P(A) - A   4) {∅, A} ∈ P(A)  
7. กําหนดให A, B และ C เปนเซตใดๆ ถา n(AU BU C) = 91, n(AI B′I C′) = 11, n[(B - A)I (B - C)] = 15, 

n(AI BI C) = 20, n[(AI B)U (AI C)U (BI C)] = 47 และ n(C) = 59 แลว n(A′I B′I C)     
เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)  
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8. ให A = {∅, {∅}, {∅, {∅}}} และ P(A) เปนเพาเวอรเซตของเซต A ขอใดตอไปนี้ถกูตอง  
 (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) จํานวนสมาชิกของ P(A) เทากับ 16 
 2) จํานวนสมาชิกของ P(A) - {∅, {∅}} เทากับ 7 
 3) {∅, {∅, {∅}}} ⊂ P(A) - {∅, {∅}}  
 4) {∅, {∅}, {{∅}}} ⊂ P(A)  
9. ในการสอบวิชาภาษาไทย วิชาภาษาอังกฤษ และวิชาคณิตศาสตร ของโรงเรียนแหงหนึ่งมีนักเรยีนเขาสอบ

ท้ังหมด 66 คน ปรากฏวามีนักเรียนท่ีสอบตกทั้งสามวิชาจํานวน 13 คน นักเรียนท่ีสอบไดท้ังสามวิชามี
จํานวน 17 คน นักเรียนท่ีสอบไดวิชาภาษาไทยและวิชาภาษาอังกฤษ แตสอบตกวิชาคณิตศาสตรมีจํานวน 
10 คน นักเรียนท่ีสอบไดวิชาภาษาไทย และวิชาคณิตศาสตรแตสอบตกวิชาภาษาอังกฤษ 11 คน นักเรียนที่
สอบไดเพียงวิชาเดียว มีจํานวน 6 คน จํานวนนักเรียนท่ีสอบไดวิชาภาษาอังกฤษและวิชาคณิตศาสตร 
เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   

10. กําหนดให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และ P(S) แทนเพาเวอรเซตของเซต S   
 ให A = {x ∈ I | |x2 - 1| < 8} และ B = {x ∈ I | 3x2 + x - 2 ≥ 0}

 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) จํานวนสมาชิกของ P(A - B) เทากับ 4 2) จํานวนสมาชิกของ P(I - (AU B)) เทากับ 2 
 3) P(A - B) = P(A) - P(AI B) 4) P(A - B) - P(AI B) = {{0}}  
11. กําหนดให A, B และ C เปนเซตใดๆ ถา n(A) + n(B) + n(C) = 301 และ n(AU BU C) = 102 

แลว n(AI BI C) มีคาอยางนอยเทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
12. โรงเรียนแหงหนึง่มีนักเรียนจํานวน 750 คน พบวามีนักเรียนจํานวน 30 คน ไมเลนกีฬาเลย นอกนั้นเลนกีฬา

อยางนอยหนึ่งประเภทคือ ปงปอง แบดมินตัน เทนนิส จากการสํารวจเฉพาะกลุมนักเรียนท่ีเลนกีฬา พบวามี
นักเรียนจํานวน 630 คน เลนกีฬาเพียงประเภทเดียวเทานั้น มีนักเรียนจํานวน 30 คน เลนเทนนิสและ
ปงปอง มีนักเรียน 50 คน เลนปงปองและแบดมินตัน มีนักเรียน 40 คน เลนเทนนิสและแบดมินตัน         
มีนักเรียนไมเลนเทนนิสจํานวน 250 คน จงหาวามีนักเรียนกี่คนท่ีเลนเทนนิสเพียงอยางเดียว  

 (PAT 1 มี.ค. 54)  
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จํานวนจริง 
 
 สัญลักษณแทนเซต 
 R  แทน เซตของจํานวนจริง 
 Q  แทน เซตของจํานวนตรรกยะ 
 Q′  แทน เซตของจํานวนอตรรกยะ 
 I  แทน เซตของจํานวนเต็ม 
 N  แทน เซตของจํานวนนับ 
 
 จํานวนจริง ประกอบดวย 
 1. จํานวนตรรกยะ คือ จํานวนที่สามารถเขียนอยูในรูปของเศษสวนได 
   เชน 4, -2, 3.25, 50.8&  เปนตน 
 2. จํานวนอตรรกยะ คือ จํานวนที่ไมสามารถเขียนในรูปของเศษสวนได 
   เชน 3 , 3.147258 ..., 5  + 1, π, e เปนตน 
 
 สมบัติการเทากนัของจํานวนจรงิ 
 ให a , b และ c เปนจํานวนจริงใดๆ  
 1. สมบัติการสะทอน a = a 
 2. สมบัติการสมมาตร a = b ก็ตอเมื่อ b = a 
 3. สมบัติการถายทอด ถา a = b และ b = c แลว a = c 
 4. สมบัติการบวกดวยจํานวนที่เทากัน ถา a = b แลว a + c = b + c 
 5. สมบัติการคูณดวยจํานวนที่เทากัน ถา a = b แลว ac = bc 
 
 สมบัติของการบวกและการคูณของจํานวนจริง 
 

สมบัติ การบวก การคูณ 
สมบัติปด a + b เปนจํานวนจริง a × b เปนจํานวนจริง 
สมบัติการเปลี่ยนหมู (a + b) + c = a + (b + c) (a × b) × c = a × (b × c)

 
 

สมบัติการมีเอกลักษณ 
0 เปนเอกลักษณการบวก 
a + 0 = a = 0 + a 

1 เปนเอกลักษณการคูณ 
a × 1 = a = 1 × a 

สมบัติการมีอินเวอรส 
จํานวนจริง a ใดๆ  
-a เปนอินเวอรสการบวก 

จํานวนจริง a ใดๆ แต a ≠ 0 

a
1  เปนอินเวอรสการบวก 

สมบัติการแจกแจง a(b + c) = ab + ac 
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 สูตรสําหรับการแยกตัวประกอบ  
 1. กําลังสองสมบูรณ 
  (A + B)2 = A2 + 2AB + B2 
  (A - B)2 = A2 - 2AB + B2 
 2. กําลังสามสมบูรณ 
  (A + B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 + B3 
  (A - B)3 = A3 - 3A2B + 3AB2 - B3 
 3. ผลตางกําลังสอง 
  A2 - B2 = (A - B)(A + B)  
 4. ผลตางกําลังสาม 
  A3 - B3 = (A - B)(A2 + AB + B2) 
  A3 + B3 = (A + B)(A2 - AB + B2) 
 
 การแกสมการพหุนามกําลังสองตัวแปรเดียว 
 จาก ax2 + bx + c = 0 โดยที่ a ≠ 0  
 1. แยกตัวประกอบและใชหลักการท่ีวา AB = 0 จะไดวา A = 0 หรือ B = 0 

 2. ใชสูตร x = 2a
 4ac b  b 2 -- ±  

  - ถา b2 - 4ac > 0 แลวรากคําตอบ x จะมีสองคําตอบ 
  - ถา  b2 - 4ac = 0 แลวรากคําตอบ x จะมีคําตอบเดียว 
  - ถา  b2 - 4ac < 0 แลวรากคําตอบ x จะไมมีคําตอบท่ีเปนจํานวนจริง 
   (ไมสามารถแยกตัวประกอบได) 
 * ผลบวกของรากคําตอบของสมการเทากับ - a

b  

 ** ผลคูณของรากคําตอบของสมการเทากับ a
c   

 ***  ถาเปนสมการพหุนามกําลังสามขึ้นไปใหใชวิธีการหารสังเคราะหแยกตัวประกอบ  
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 สมบัติการไมเทากันของจํานวนจริง 
 ให a , b , c และ d เปนจํานวนจริงใดๆ  
 1. ถา a < b และ b < c แลว a < c 
 2. ถา a < b แลว a + c < b + c 
 3. ถา a < b และ c > 0 แลว ac < bc 
  ถา a < b และ c < 0 แลว ac > bc 
 4. ถา a < b และ c < d แลว a + c < b + d 
 5. ถา a < b และ c < d แลว a - d < b - c 
 6. ถา 0 < a < b และ 0 < c < d แลว ac < bd 
 7. ถา a < b < 0 และ c < d < 0 แลว ac > bd 
 8. ถา 0 < a < b แลว a

1  > b
1   

 9. ถา a < b < 0 แลว a
1  > b

1  
 10. ถา 0 < a < b แลว a2 < b2 
 11. ถา a < b < 0 แลว a2 > b2 
 12. a < b < c จะไดวา a < b และ b < c  
 ชวง 
 กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริงใดๆ โดยที่ a < b 
 - (a, b) = {x | a < x < b} 
 - [a, b] = {x | a ≤ x ≤ b} 
 - (-∞, a) = {x | x < a} 
 - [a, ∞) = {x | x ≥ a} 
 - (-∞, ∞) = R  
 การแกอสมการ 
 - อสมการพหุนามดีกรหีนึ่ง ทําเหมอืนการแกสมการพหุนามดีกรหีนึง่ 
 - อสมการพหุนามดีกรตีั้งแตสองขึน้ไป ใหทําดังน้ี 
  1. จัดรูปของอสมการโดยใหอสมการมีฝงใดฝงหนึ่งเปนศูนยและทําใหสัมประสิทธ์ิของตัวแปรท่ีมีดีกรี

สูงสุดเปนจํานวนบวก 
  2. แยกตัวประกอบ ถาตัวไหนแยกไมได(ใชสูตรแลวก็แยกไมได)ใหตดัท้ิง 
  3. ลงคาท่ีทําใหแตละวงเล็บเปนศูนยบนเสนจํานวน โดยใชหลักการดังน้ี 
   ถาวงเล็บไหนยกกําลังดวยจํานวนคีแ่ลว ใหเติมตัวเลขบนเสนจํานวน 1 ครั้ง 
   ถาวงเล็บไหนยกกําลังดวยจํานวนคูแลว ใหเติมตัวเลขบนเสนจํานวน 2 ครั้ง 
  4. ตัวเลขบนเสนจํานวนจะแบงเสนจํานวนออกเปนชวงๆ ใหเติมเครื่องหมาย บวก ลบ บวก ลบ 

สลับกัน โดยเรียงจากชวงขวาไปซาย 
  5. ถา p(x) > 0 หรือ p(x) ≥ 0 แลวใหเลือกชวงท่ีเปนบวก 
   ถา p(x) < 0 หรือ p(x) ≤ 0 แลวใหเลือกชวงท่ีเปนลบ 
  6. สรุปคําตอบ 
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 คาสัมบูรณ 
 บทนิยามให x เปนจํานวนจริงใดๆ  

  |x| = 




<
≥

0   x ,x  
0   x , x  

-  
 
 ทฤษฎีบทของคาสัมบูรณ 
 กําหนดให a , b และ n เปนจํานวนจริงใดๆ  
 1. |a| = |-a| 
 2. |a - b| = |b - a| 
 3. |ab| = |a||b| 
 4. b

a  = |b|
|a|   เมื่อ  b ≠ 0 

 5. |an| = |a|n 
 6. |x + y| ≤ |x| + |y| 
 7. |x - y| ≥ |x| - |y|  
 การแกสมการคาสัมบูรณ (เปาหมาย คือ ตองถอดคาสัมบูรณใหได) 
 1. |p(x)| = c 
  กรณี c > 0 จะไดวา p(x) = c หรือ p(x) = -c 
  กรณี c = 0 จะไดวา p(x) = 0 
  กรณี c < 0 จะไดวา สมการไมมีคําตอบ 
 2. |p(x)| = |q(x)| 
  จะไดวา p(x) = q(x) หรือ p(x) = -q(x) 
 3. |p(x)| = q(x) 
  จะไดวา p(x) = q(x) หรือ p(x) = -q(x) แต q(x) ≥ 0 
 4. กรณีอื่นๆ ถอดคาสัมบูรณโดยบทนิยาม  
 การแกอสมการคาสัมบูรณ (เปาหมาย คือ ตองถอดคาสัมบูรณใหได) 
 กําหนดให c > 0 
 1. |p(x)| < c ก็ตอเมื่อ -c < p(x) < c 
  |p(x)| ≤ c ก็ตอเมื่อ -c ≤ p(x) ≤ c 
 2. |p(x)| > c ก็ตอเมื่อ p(x) < -c หรือ c < p(x) 
  |p(x)| ≥ c ก็ตอเมื่อ p(x) ≤ -c หรือ c ≤ p(x) 
 3. |p(x)| < |q(x)| ก็ตอเมื่อ [p(x)]2 < [q(x)]2

 
 

  |p(x)| ≤ |q(x)| ก็ตอเมื่อ [p(x)]2 ≤ [q(x)]2
  4. |p(x)| ≤ q(x) ก็ตอเมื่อ [p(x)]2 ≤ [q(x)]2 และ q(x) ≥ 0 

 5. กรณีอื่นๆ ถอดคาสัมบูรณโดยบทนิยาม 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องจํานวนจริง 
 
1. กําหนดให S = {x | |x|3 = 1} เซตในขอใดตอไปนี้เทากับเซต S (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) {x | x3 = 1} 2) {x | x2 = 1} 3) {x | x3 = -1} 4) {x | x4 = x}  
2. กําหนดให S เปนเซตคําตอบของสมการ 2x3 - 7x2 + 7x - 2 = 0 ผลบวกของสมาชิกท้ังหมดของ S 

เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 2.1 2) 2.2 3) 3.3 4) 3.5  
3. กําหนดให A = {x | |x - 1| ≤ 3 - x} และ a เปนสมาชิกคามากที่สุดของ A คาของ a อยูในชวงใด

ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) (0, 0.5] 2) (0.5, 1] 3) (1, 1.5] 4) (1.5, 2]  
4. กําหนดให A เปนเซตคําตอบของอสมการ x2

1)1)(x (2x 
-

-+  ≥ 0 

 และ B เปนเซตคําตอบของอสมการ 2x2 - 7x + 3 < 0 
 ถา AI B = [c, d) แลว 6c - d เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 4 2) 5 3) 6 4) 7  
5. กําหนดให A = {x | (x2 - 1)(x2 - 3) ≤ 15} ถา a เปนสมาชิกคานอยที่สุดในเซต A และ b เปนสมาชิก 

คามากที่สุดในเซต A แลว (b - a)2 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 24 2) 16 3) 8 4) 4  
6. กําหนดให S เปนเซตคําตอบของอสมการ 

65x x
36  13x  x

2
24

++
+-  ≥ 0

 
ถา a เปนจํานวนท่ีมีคานอยที่สุดในเซต 

SI (2, ∞) และ b เปนจํานวนลบที่มคีามากที่สุดซ่ึง b ∉ S แลว  a2 - b2 เทากับขอใดตอไปนี้  
 (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) -9 2) -5 3) 5 4) 9  
7. กําหนดให A, B และ C เปนจํานวนนับท่ีมีคาไมเกิน 100 ถา A + B = C และ B + C = 2A แลว        

คามากสุดที่เปนไปไดของ B อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) [0, 40] 2) [45, 60] 3) [70, 85] 4) [90, 100]  
8. กําหนดให A เปนเซตคําตอบของสมการ x3 + x2 - 27x - 27 = 0 
 และ B เปนเซตคําตอบของสมการ x3 + (1 - 3 )x2 - (36 + 3 )x - 36 = 0 
 AI B เปนสับเซตของชวงในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) [-3, 5 , -0.9] 2) [-1.1, 0] 3) [0, 3 5 ] 4) [1, 5 3 ] 
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9. กําหนดให S = 












+
+

≥
1  x
2 x   

2 3x   x
xx 22  

--
 ชวงในขอใดตอไปนี้เปนสับเซตของ S (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) (-∞, -3) 2) (-1, 0.5) 3) (-0.5, 2) 4) (1, ∞)  

10. กําหนดให A = 












≤∈ +  4 9 6x   xR x 2  -  เมื่อ R แทนเซตของจํานวนจริง ขอใดตอไปนีถ้กูตอง  

 (PAT 1 มี.ค. 53)  
 
 1) A′ = {x ∈ R | |3 - x| > 4} 2) A′ ⊂ (-1, ∞) 
 3) A = {x ∈ R | x ≤ 7}  4) A ⊂ {x ∈ R | |2x - 3| < 7}  
11. ถา S = {x ∈ R | 1 3x +  + 1x -  = 17x + } เมื่อ R แทนเซตของจํานวนจริง แลวผลบวกของ

สมาชิกใน S เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
12. ให N แทนเซตของจํานวนนับ กําหนดให a * b = ab สําหรับ a, b ∈ N พิจารณาขอความตอไปนี้ 

สําหรับ a, b, c ∈ N 
  ก. a * b = b * a   ข. (a * b) * c = a * (b * c)  
  ค. a * (b + c) = (a * b) + (a * c) ง. (a + b) * c = (a * c) + (b * c) 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ถูก 2 ขอ คือ ข. และ ค.  2) ถูก 2 ขอ คือ ค. และ ง. 
 3) ถูก 1 ขอ คือ ค.   4) ก., ข., ค. และ ง. ผิดทุกขอ  
13. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา A = 













>∈ + 1  3  |x| x 
2  | x 1|R x   -

--  และ AI [0, 1) เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 







3
2 ,3

1  2) 





 1 ,3
1  3) 






 1 ,3
2  4) 








2
3 ,3

2  
 
14. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา S = {x ∈ R | 1x +  + 13x -  = 17x - }

 
 และ T = {y ∈ R | y = 3x + 1, x ∈ S} แลวผลบวกของสมาชิกใน T เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   
15. ให N แทนเซตของจํานวนนับ 
 กําหนดให a * b =  b a +  สําหรับ a, b ∈ N 
 พิจารณาขอความตอไปนี ้
 ก. (a * b) * c = a * (b * c) สําหรับ a, b, c ∈ N 
  ข. a * (b + c) = (a * b) + (a * c) สําหรับ a, b, c ∈ N 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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16. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา A = 












=++∈ 15  3 2x   2x2  9 2x   2xR x 22  ---
 
แลวผลบวก

ของกําลังสองของสมาชิกในเซต A เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
17. ให N แทนเซตของจํานวนนับ 
 สําหรับ a, b ∈ N 

   

a Θ b = 









<

>
=

  b a , b
 b a , a
 b a , a

 และ a ∆ b = 









<

>
=

  b a , a
 b a , a
 b a , b

   พิจารณาขอความตอไปนี้ สําหรบั a, b, c ∈ N 
  ก. a Θ b = b Θ a 
  ข. a Θ (b Θ c) = (a Θ b) Θ c 
  ค. a ∆ (b Θ c) = (a ∆ b) Θ (a ∆ c) 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ถูก 1 ขอ คือ ขอ ก.   2) ถูก 2 ขอ คือ ขอ ก. และ ข. 
 3) ถูก 2 ขอ คือ ขอ ก. และ ค. 4) ถูก 3 ขอ คือ ขอ ก. ข. และ ค. 
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ตรรกศาสตรเบื้องตน 
 
 ประพจน 
 คือ ประโยคบอกเลา ท่ีมีคาความจริงเปนจริงหรือเปนเท็จเพียงอยางใดอยางหนึ่งเทาน้ัน 
 
 ประโยคเปด 

 คือ ประโยคบอกเลาท่ีมีตัวแปร โดยเมื่อแทนคาตัวแปรดวยสมาชิกจากเอกภพสัมพัทธแลว 
จะเปนประพจน 

 
 ตัวเชื่อมของประพจน 
 ไดแก และ ∧ หรือ ∨  
   ถา ... แลว → ก็ตอเมื่อ ↔ นิเสธ ∼  
 คาความจริงของตัวเชื่อม 
 

p q ∼p p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q 
T T F T T T T 
T F T F T F F 
F T F F T T F 
F F T F F T T 

 
 การสมมูลกันของประพจน 
  p สมมูลกับ q  ก็ตอเมื่อ p มีคาความจริงเหมือน q ทุกกรณี 
  เขียนแทนดวย  p ≡ q 
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 ประพจนที่สมมูลกัน 
 

การสลับที ่  p ∨ q ≡ q ∨ p 
 p ∧ q ≡ q ∧ p 

การเปลี่ยนกลุม  
(p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r) 

 
(p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r) 

การแจกแจง  
p ∧ (q ∨ r)  ≡  (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) 

 
p ∨ (q ∧ r)  ≡  (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) 

นิเสธ 
 

∼(∼p)  ≡ p 
 p ∨ (∼p)  ≡ t 
 p ∧ (∼p)  ≡ f 
t แทน ประพจนท่ีมีคาความจริงเปนจริงเสมอ f แทน คาความจริงท่ีเปนเท็จเสมอ 

เดอรมอแกน  
∼(p ∨ q)  ≡ ∼p ∧ ∼q 

 ∼(p ∧ q)  ≡ ∼p ∨ ∼q
 

ถา ... แลว 
 p → q = ∼p ∨ q 
 p → q = ∼q → ∼p 
 ∼(p → q)  = p ∧ ∼q 

ก็ตอเม่ือ  p ↔ q = (p → q) ∧ (q → p) 
 ∼(p ↔ q)  = ∼p ↔ q  =  p ↔ ∼q 

 
 สัจนิรันดร 
 คือ ประพจนท่ีมีคาความจริงเปนจริงเสมอ 
 การตรวจสอบสัจนิรันดร 
  วิธีท่ี 1  สรางตารางหาคาความจริง 
  วิธีท่ี 2 สมมติประพจนมีคาความจริงเปนเท็จแลวหาคาความจริงของประพจนยอย 
   ถา ขัดแยง  แลว ประพจนเปนสัจนิรันดร 
   ถา ไมขัดแยง  แลว ประพจนไมเปนสัจนิรันดร 
 
 การอางเหตุผล 
 ให  p1, p2, p3, ..., pk  แทน  เหตุ 
 และ c แทน   ผล 
 
 การตรวจสอบการอางเหตุผล 
 1. ให (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pk) → c 
 2. ตรวจสอบแบบสัจนิรันดร 
  ถา เปนสัจนิรันดร แลว การอางเหตุผล “สมเหตุสมผล” 
  ถา ไมเปนสัจนิรันดร แลว การอางเหตุผล “ไมสมเหตุสมผล” 
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 การหาคาความจริงของตัวบงปริมาณ 
 

∀x[P(x)] จริง เมื่อ x ทุกตัวทําให p(x) เปนจริง 
เท็จ เม่ือมี x ทําให p(x) เปนเท็จ 

∃x[P(x)] จริง เม่ือมี x ทําให p(x) เปนจริง 
เท็จ เมื่อ x ทุกตัวทําให p(x) เปนเท็จ 

∀x∀y[P(x, y)] จริง เมื่อ (x, y) ทุกคูทําให P(x, y) เปนจริง 
เท็จ เม่ือมี (x, y) ทําให P(x, y) เปนเท็จ 

∀x∃y[P(x, y)] จริง เมื่อ x ทุกตัวจับคูกับ y บางตัวแลวทําให P(x, y) เปนจริง 
เท็จ เมื่อมี x จับคูกับ y ทุกตัวแลวทําให P(x, y) เปนเท็จ 

∃x∀y[P(x, y)] จริง เมื่อมี x จับคูกับ y ทุกตัวแลวทําให P(x, y) เปนจริง 
เท็จ เมื่อ x ทุกตัวจับคูกับ y บางตัวแลวทําให P(x, y) เปนเท็จ 

∃x∃y[P(x, y)] จริง เม่ือมี (x, y) ทําให P(x, y) เปนจริง 
เท็จ เมื่อ (x, y) ทุกคูทําให P(x, y) เปนเท็จ 

 
 นิเสธกนัของตัวบงปริมาณ 
 

ตัวบงปริมาณ นิเสธ 

∀x[P(x)] ∃x[∼P(x)] 
∃x[P(x)] ∀x[∼P(x)] 

∀x∀y[P(x, y)] ∃x∃y[∼P(x, y)] 
∀x∃y[P(x, y)] ∃x∀y[∼P(x, y)] 
∃x∀y[P(x, y)] ∀x∃y[∼P(x, y)] 
∃x∃y[P(x, y)] ∀x∀y[∼P(x, y)] 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องตรรกศาสตรเบ้ืองตน 
 
1. กําหนดให p, q, r เปนประพจน  จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. ประพจน p ⇒ (p ⇒ (q ∨ r)) สมมูลกับประพจน p ⇒ (q ∨ r) 
  ข. ประพจน p ∧ (q ⇒ r) สมมูลกับประพจน (q ⇒ p) ∨ ∼(p ⇒ ∼r) 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
2. กําหนดใหเอกภพสัมพัทธคือ U = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) ∀x∀y[xI y ≠ ∅]   2) ∀x∀y[xU y ≠ U] 
 3) ∀x∃y[y ≠ x ∧ y ⊂ x]  4) ∃x∀y[y ≠ x ∧ y ⊂ x]  
3. กําหนดให P(x) และ Q(x) เปนประโยคเปด 
 ประโยค ∀x[P(x)] ⇒ ∃x[∼Q(x)] สมมูลกับประโยคในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) ∀x[∼P(x)] ⇒ ∃x[Q(x)]  2) ∀x[Q(x)] ⇒ ∃x[∼P(x)] 
 3) ∃x[P(x)] ⇒ ∀x[Q(x)]  4) ∃x[∼Q(x)] ⇒ ∀x[P(x)]  
4. กําหนดให U = {n ∈ I+ | n ≤ 10 ประโยคในขอใดตอไปนีม้ีคาความจริงเปนเท็จ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) ∀x∀y[(x2 = y2) ⇒ (x = y)] 2) ∀x∃y[(x ≠ 1) ⇒ (x = y2)] 
 3) ∃x∀y[xy < x + y]   4) ∃x∃y[(x - y)2 ≥ (y2 + 9xy)]  
5. กําหนดใหเอกภพสัมพัทธคือเซต {-2, -1, 1, 2} 
 ประโยคในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) ∃x∃y[x ≤ 0 ∧|x| = y +1] 2) ∃x∀y[x ≤ y ∧ -(x + y) ≥ 0] y] 
 3) ∃x∀y[x + y = 0 ∨ x - y = 0] 4) ∀x∀y[|x| < |y| ∨ |x| > |y|]   
6. กําหนดให p, q, r เปนประพจน 

พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ถา q ∧ r มีคาความจริงเปนจริง แลว p และ p ∨ [(q ∧ r) ⇒ p] มีคาความจริงเหมือนกัน 
  ข. ถา p มีคาความจริงเปนเท็จ แลว r และ (p ⇒ q) ∧ r มีคาความจริงเหมือนกัน 
 ขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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7. กําหนดให p และ q เปนประพจนใดๆ ขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) (p → q) ∨ p   2) (∼p ∨ q) → q 
 3) [(p → q) ∧ p] → q  4) (∼p → q) ↔ (∼p ∧ ∼q)  
8. ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ถาเอกภพสัมพัทธ คือ {-1, 0, 1} คาความจริงของ ∀x∃y[x2 + x = y2 + y] เปนเท็จ 
 2) ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง คาความจริงของ ∃x[3x = log3 x] เปนจริง 
 3) ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง นิเสธของขอความ ∀x∃y[(x > 0 ∧ y ≤ 0) ∧ (xy < 0)] 

คือ ∃x∀y[(xy < 0) → (x ≤ 0 ∨ y > 0)] 
 4) ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนเต็ม นิเสธของขอความ ∀x[x > 0 → x3 ≥ x2] คือ ∃x[(x ≤ 0) ∧ (x3 < x)]  
9. กําหนดให p, q, r และ s เปนประพจน ท่ีประพจน (p ∨ q) → (r ∨ s) มีคาความจริงเปนเท็จ และ 

ประพจน p ↔ r มีคาความจริงเปนจริง ประพจนในขอใดมีคาความจริงเปนจริง (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) (q → p) ∧ (q → r)   2) q → [p ∨ (q ∧ ∼r)] 
 3) (p → s) ↔ (r ↔ q)  4) (r ↔ s) ∧ [q→  (p ∧ r)]  
10. กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ {-1, 0, 1} ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) ∀x∀y[x + y + 2 > 0] มีคาความจริงเปนจริง 
 2) ∀x∃y[x + y ≥ 0] มีคาความจริงเปนเท็จ 
 3) ∃x∀y[x + y = 1] มีคาความจริงเปนเท็จ 
 4) ∃x∃y[x + y > 1] มีคาความจริงเปนเท็จ  
11. กําหนดให A, B และ C เปนประพจนใดๆ ขอใดตอไปนี้ถกูตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ถา A ⇔ B มีคาความจริงเปนจริง แลว (B ∧ C) ⇒ (∼A ⇒ C) มีคาความจริงเปนจริง 
 2) ประพจน A ⇒ [(A ∧ B) ∨ (B ∨ C)] เปนสัจนิรันดร 
 3) ประพจน [(A ∧ B) ⇒ C] ⇒ [(A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C)] เปนสัจนิรันดร 
 4) ประพจน (A ⇒ C) ∧ (B ⇒ C) สมมูลกับประพจน (A ∧ B) ⇒ C  
12. กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ เซตของจํานวนจริง และ 
  P(x) แทน 21) (x +  = x + 1 
  Q(x) แทน 2  1 x >+  
 ขอใดตอไปนี้มีคาความจริงตรงขามกับประพจน ∃x[P(x)] ⇒ ∀x[Q(x)] (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ∃x[∼P(x)] ⇒ ∀x[∼Q(x)] 
 2) ∃x[P(x)] ⇒ ∃x[Q(x)] 
 3) ∃x[P(x) ∧ Q(x)] ⇒ ∀x[P(x)] 
 4) ∃x[P(x) ∨ Q(x)] ⇒ ∀x[Q(x)]  
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13. กําหนดให p, q และ r เปนประพจนโดยที่ p ⇒ (q ⇒ r), r ∨ ∼p และ p มีคาความจริงเปนจริง 
ประพจนในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) [p ⇒ (q ⇒ ∼r)] ⇔ ∼(q ∧ r) 
 2) [p ⇒ (r ⇒ q)] ⇔ [(r ⇒ p) ⇒ q] 
 3) [p ⇒ ∼(r ∧ q)] ⇔ [r ⇒ (p ∧ q)]  
 4) [p ∨ ∼(q ⇒ r)] ⇔ [r ⇒ (p ⇒ q)]   
14. กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ ชวงเปด 






 ππ

2 ,4
  พิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. คาความจริงของ ∀x[(cos x)sin x < (sin x)cos x]
 
เปนจริง 

  ข. คาความจริงของ ∃x[(cos x)cos x < (sin x)cos x] เปนเท็จ 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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ทฤษฎีจํานวนเบื้องตน 
 
 *** ใหตัวแปรทุกตวัเปนจํานวนเต็ม ***  
 การหารลงตัว 
 a|b ก็ตอเมื่อ b = ac  
 ทฤษฎีบทของการหารลงตัว 
 1. ถา a|b และ b|c แลว a|c 
 2. a|b จะไดวา a ≤ b 
 3. ถา a|b และ a|c แลว a|(bx + cy)  
 จํานวนเฉพาะ 
 p เปนจํานวนเฉพาะก็ตอเมื่อ -1, 1, -p, p หาร p ลงตัวเทาน้ัน  
 ข้ันตอนการหาร 
 a = bq + r 
 เมื่อ a คือ ตัวตั้ง 
  b คือ ตัวหาร 
  q คือ ผลหาร 
  r คือ เศษ (0 ≤ r < |b|)  
 ตัวหารรวมมาก (ห.ร.ม.) 
  ห.ร.ม. ของ a , b เขียนแทนดวย (a, b) 
  ห.ร.ม. ของ a , b และ c เขียนแทนดวย (a, b, c)  
 การหา ห.ร.ม. โดยวิธียุคลิด ให a > b 
 จาก a = bq1 + r1  เมื่อ 0 < r1 < |b| 
  b = r1q2 + r2 ” 0 < r2 < |r1| 
  r1 = r2q3 + r3 ” 0 < r3 < |r2| 
  r2 = r3q4 + r4 ” 0 < r4 < |r3| 
   M     M  
  rn-2 = rn-1qn + 0 ” 
 ดังน้ัน (a, b) = rn-1 
 *** ถา (a, b) = d แลว จะมี x, y ท่ีเปนจํานวนจริง ท่ีทําให d = ax + by

  
 จํานวนเฉพาะสัมพัทธ 
 (a, b) = 1  
 ตัวคูณรวมนอย(ค.ร.น.) 
 ค.ร.น. ของ a, b เขียนแทนดวย [a, b] 
 ค.ร.น. ของ a, b และ c เขียนแทนดวย [a, b, c]  
 *** ให a, b เปนจํานวนเต็มบวก ab = (a, b)[a, b]
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ตัวอยางขอสอบเรื่องทฤษฎีจํานวนเบ้ืองตน 
 
1. กําหนดให n เปนจํานวนนับใดๆ และ r เปนเศษเหลือจากการหาร n2 ดวย 11 จํานวนในขอใดตอไปนี้เปน 

คาของ r ไมได (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 1 2) 3 3) 5 4) 7  
2. กําหนดให P(x) และ Q(x) เปนพหุนามดีกรี 2551 ซ่ึงสอดคลองกับ P(n) = Q(n) สําหรับ n = 1, 2, ..., 2551 

และ P(2552) = Q(2552) + 1 คาของ P(0) - Q(0) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 0   2) 1 
 3) -1   4) หาไมไดเพราะขอมูลไมเพียงพอ  
3. ถา a เปน ห.ร.ม. ของ 403 และ 465 และ b เปน ห.ร.ม. ของ 431 และ 465 และ a - b มีคาเทาใด  
 (PAT 1 ต.ค. 52)   
4. ให A เปนเซตของจํานวนเฉพาะบวกที่มีคานอยกวาหรือเทากับ 10 
   B เปนเซตของจํานวนเตม็บวกท่ีมีคานอยกวาหรือเทากับ 10 
   C เปนเซตของฟงกชัน f : A → B ท้ังหมดท่ีเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง  
 และ ห.ร.ม. ของ a และ f(a) ไมเทากับ 1 สําหรับทุกคา a ∈ A จํานวนสมาชิกในเซต C เทากับเทาใด 

(PAT 1 มี.ค. 53)   
5. สําหรับ a และ b เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ  นิยาม a * b หมายถึง a = kb สําหรับบางจํานวนเต็มบวก k   

ถา x, y และ z เปนจํานวนเต็มบวก แลวขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ถา x * y และ y * z แลว (x + y) * z 2) ถา x * y และ x * z แลว x * (yz) 
 3) ถา x * y และ x * z แลว x * (y + z) 4) ถา x * y แลว y * x  
6. กําหนดให x, y และ z เปนจํานวนจริงบวกท่ีสอดคลองกับระบบสมการ xyz = 2, x + z

1  = 32, y + x
1  = 81 

และ z + y
1  = q

p

 
เมื่อ p และ q เปนจํานวนเต็มบวกโดยที่ ห.ร.ม. ของ p และ q เทากับ 1 แลวคาของ 

|p - q| เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 3,925 2) 4,832 3) 4,951 4) 5,182  
7. ถา d เปนจํานวนเต็มบวกท่ีมากกวา 1 และ จํานวน 3456, 2561 และ 1308 หารดวย d มีเศษเหลือเทากัน 

คือ r แลว d + r เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   
8. กําหนดให a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9} และ 1a5, 6b9 เปนจํานวนสามหลัก ถา 6b9 - 1a5 = 454 และ 6b9 

หารดวย 9 ลงตัว แลว a + b เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ฟงกชัน 
 
 ผลคูณคารทีเชยีน 
 ผลคูณคารทีเชียนของเซต A และเซต B เขียนแทนดวย A × B = {(x, y) | x ∈ Aและ y ∈ B} 
 
 ความสัมพันธ 
 - ความสัมพันธเปนสับเซตของผลคูณคารทีเชียน ซ่ึงไดจากการเลือกคูอันดับท่ีสอดคลองกับเงือ่นไขท่ี

ความสัมพันธกําหนดไว 
 - r ⊂ A × B แทน r เปนความสัมพันธจาก A ไป B 
 - r ⊂ A × A แทน r เปนความสัมพันธใน A 
 - จํานวนความสัมพันธท้ังหมดจาก A ไป B เทากับ 2n(A)×n(B) 
 
 อินเวอรสของความสัมพันธ 
 อินเวอรสของความสัมพันธ r เขียนแทนดวย r-1   
 การหา r-1  
 1. ความสัมพันธ r เขียนแบบแจกแจงสมาชิก ใหสลับท่ีกันระหวางตัวหนาและตัวหลังของคูอันดับทุกคู 
 2. ความสัมพันธ r เขียนแบบบอกเงื่อนไข ทําได 3 แบบดังน้ี 
  จาก r = {(x, y) ∈ A × B | y = เทอมของ x} 
  แบบที ่1 สลับท่ีระหวาง x กับ y และ เปลี่ยน A × B เปน B × A เงื่อนไขยังเหมือนเดิม 

   
r-1 = {(y, x) ∈ B × A | y = เทอมของ x} 

  แบบที ่2 จากแบบที่ 1 เปลี่ยน x เปน y เปลี่ยน y เปน x 

   
r-1 = {(x, y) ∈ B × A | x = เทอมของ y} 

  แบบที ่3 จากแบบที่ 2 เปลี่ยนสมการเงื่อนไขใหอยูในเทอมของ x 

   
r-1 = {(x, y) ∈ B × A | y = เทอมของ x} 

 3. ความสัมพันธ r เขียนเปนรูปกราฟ ใหสมการเสนตรง y = x เปนแกนสะทอน เงาสะทอนของ r จะเปน
กราฟ r-1 
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 โดเมนและเรนจของความสัมพันธ 
 โดเมนของความสัมพันธ r คือ  Dr = {x | (x, y) ∈ r} 
 เรนจของความสัมพันธ r คือ  Rr = {y | (x, y) ∈ r} 
 
 การหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธ 
 1. ความสัมพันธ r เขียนแบบแจกแจงสมาชิก 
  โดเมนของ r  คือ เซตของสมาชิกตัวหนาของคูอันดับทุกคู 
  เรนจของ r คือ เซตของสมาชิกตัวหลังของคูอันดับทุกคู 
 2. ความสัมพันธ r เขียนแบบบอกเงื่อนไข 
  โดเมนของ r  คือ เซตของ x ท้ังหมดท่ีทําให y หาคาได  
   (จัดรูปของสมการเงือ่นไขใหอยูในรูปเทอมของ x หรือใกลเคียง) 
  เรนจของ r คือ เซตของ y ท้ังหมดท่ีทําให x หาคาได 
   (จัดรูปของสมการเงือ่นไขใหอยูในรูปเทอมของ y หรือใกลเคียง) 
 
 หลักการของจํานวนจริงที่ใชสําหรับหาโดเมนและเรจน 
 

(1) 1  = ∆ � ≠ 0 และ ∆ ≠ 0 

(2) n 1  = ∆ � ≥ 0 และ ∆ ≥ 0 

(3) �n = ∆ � ∈ R และ ∆ ≥ 0

(4) |�| = ∆ � ∈ R และ ∆ ≥ 0
 
 *** Dr = Rr-1 

 และ Rr = Dr-1 
 

 3. ความสัมพันธ r เขียนเปนรูปกราฟ 
  โดเมนของ r หาไดจากเงาสะทอนของกราฟบนแกน x  
  เรนจของ r หาไดจากเงาสะทอนของกราฟบนแกน y 
 
 ฟงกชัน 
 - ความสัมพันธ r จะเปนฟงกชันก็ตอเมื่อ x ไปจับคูกับ y เพียงคาเดียวเทาน้ัน 
 - ฟงกชันจาก A ไป B มีสมบัติคือ Df = A และ Rf ⊂ B

 
 

 - ฟงกชันจาก A ไปท่ัวถึง B มีสมบัติคือ Df = A และ Rf = B 
 - ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง คือฟงกชันท่ี y มี x มาจับคูเพียงคาเดียวเทาน้ัน 
 - ฟงกชันเพ่ิม 
  ถา x1 < x2 แลว f(x1) < f(x2) 
 - ฟงกชันลด  
  ถา x1 < x2 แลว f(x1) > f(x2) 
 

เมื่อ n เปนจํานวนคูบวก

เมื่อ n เปนจํานวนคูบวก
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 พีชคณิตของฟงกชัน 
 คือการนําฟงกชันสองฟงกชันมา บวก ลบ คูณ หารกัน ภายใตเงื่อนไขของ x  
 - เงื่อนไขของ x ท่ีทําใหพีชคณิตของฟงกชันหาคาได คือ 
  (1) Df+g = Df-g = Df⋅g = DfI Dg 

  (2) Df/g = (DfI Dg) - {x | g(x) = 0} 
 - พีชคณิตของฟงกชัน 
  (1) (f + g)(x) = f(x) + g(x) 
  (2) (f - g)(x) = f(x) - g(x) 
  (3) (f ⋅ g)(x) = f(x) ⋅ g(x) 

  (4) (x)gf 




  = g(x)

f(x)  
 
 ฟงกชันผกผนั 
 ฟงกชันผกผันของ f จะหาไดก็ตอเมื่อ ฟงกชัน f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 
 ให  f = {(x, y) ∈ A  ×  B | y = f(x)} 

 จะได f-1 = {(x, y) ∈ B  ×  A | x = f(y)} 

  f-1 = {(x, y) ∈ B  ×  A | f-1(x) = y} 
 
 หลักการการหาฟงกชนัผกผนั 
 f(�) = ∆ จะได � = f-1(∆) 
 
 ฟงกชันประกอบ 
 - (fog)(x) = f(g(x)) และจะหาคาไดก็เมื่อ RgI Df  ≠ φ 

 - Dfog = {x | x ∈ Dg และ f(x) ∈ Df} 
 - สมบัติของฟงกชันประกอบ 
  (1) (fog)-1 = g-1of-1 
  (2) (fof-1)(x) = x และ (f-1of)(x) = x แต (fof-1)(x) ≠ (f-1of)(x)
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ตัวอยางขอสอบเรื่องฟงกชัน 
 

1. กําหนดให f(x) = 3x - 1 และ g-1(x) = 






<

≥

0   x , x
0   x ,  x

2

2

-
 

 

คาของ f-1(g(2) + g(-8)) เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 3
2  1 -    2) 3

2  1 +  

 
3) 3

2  1
-
-    4) 3

2  1
-
+  

 
2. กําหนดให A = [-2, -1]U [1, 2] และ r = {(x, y) ∈ A × A | x - y = -1} ถา a, b > 0 และ          

a ∈ Dr, b ∈ Rr แลว a + b  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52) 
 1) 2.5   2) 3 
 3) 3.5   4) 4  
3. กําหนดให  f(x) = x2 - 1  เมื่อ x ∈ (-∞, -1]U [0, 1] 
 และ g(x) = 2x เมื่อ x ∈ (-∞, 0] 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52) 
  1) Rg ⊂ Df   2) Rf ⊂ Dg   
 3) f เปนฟงกชัน 1 - 1    4) g ไมเปนฟงกชัน 1 - 1  
4. กําหนดให f(x) = x - 5 และ g(x) = x2 ถา a เปนจํานวนจริงซ่ึง gof(a) = (fog)(a) แลว (fg)(a) มีคาเทากับ

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) -25   2) -18 
 3) 18   4) 25  
5. กําหนดให f(x) = x2 + x + 1 และ a, b เปนคาคงตัวโดยท่ี b ≠ 0 ถา f(a + b) = f(a - b) แลว a2 อยู

ในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
  1) (0, 0.5)   2) (0.5, 1) 
 3) (1, 1.5)   4) (1.5, 2) 
6. กําหนดให r = {(x, y) | x ∈ [-1, 1] และ y = x2}  
 พิจารณาขอความตอไปนี ้
   ก. r-1 = {(x, y) | x ∈ [0, 1] และ y = ± |x| } 
   ข. กราฟของ r และกราฟของ r-1 ตัดกัน 2 จุด 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) ก. และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. และ ข. ผิด  
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7. กําหนดให n เปนจํานวนนับ ถา f : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n} เปนฟงกชัน 1 - 1 และทั่วถึง ซ่ึง
สอดคลองกับเงื่อนไข f(1) + f(2) + ... + f(n) = f(1)f(2) ... f(n) แลวคามากที่สุดเปนไปไดของ f(1) - f(n) 
เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 2   2) 5 
 3) 8   4) 11  
8. กําหนดให S = [-2, 2] และ r = {(x, y) ∈ S × S | x2 + 2y2 = 2} ชวงในขอใดตอไปนีไ้มเปนสับเซตของ 

Dr - Rr  (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) (-1.4, -1.3)   2) (-1.3, -1.2) 
 3) (1.2, 1.4)   4) (1.4, 1.5)  
9. ถา f(x) = x

1  และ g(x) = 2f(x) แลว gof(3) + fog-1(3) มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52) 
 
10. ถา f(x) = 3 x  และ g(x) =  x 1

x
+  แลว (f-1 + g-1)(2) มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
11. กําหนดให y1 = f(x) = 1 x 

1 x 
-
+  เมื่อ x เปนจํานวนจริงท่ีไมเทากับ 1 

   y2 = f(y1), y3 = f(y2), ... 
  yn = f(yn-1) สําหรับ n = 2, 3, 4, ... 
 y2553 + y2010 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53) 
 1) 1 x 

1 x 
+
-    2) 1x 

1  x2
-
+  

 3) 2x
1  x2 +    4) 1x 

 x2x   1 2
-

-+  
 
12. ให f และ g เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจริงไปยังเซตของจํานวนจริง โดยที่ f(x) = 

 4 x
1 x 

2 -
-  และ    

g(x) = f(x)  - 1 x -   จงพิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. Dg = (2, ∞) 
  ข. คาของ x > 0 ท่ีทําให g(x) = 0 มีเพียง 1 คาเทาน้ัน 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
13. กําหนดให R เปนเซตของจํานวนจริง 
   บทนิยาม ให f : R → R และ g : R → R เปนฟงกชันใดๆ  กําหนดการดําเนินการ ⊗ ของ f และ g 

ดังน้ี (f ⊗ g)(x) = f(g(x)) - g(f(x)) สําหรับทุกจํานวนจริง x ถา f(x) = x2 - 1  และ g(x) = 2x + 1 
สําหรับทุกจํานวนจริง x และ (f ⊗ g)(1) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
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14. ให f และ g เปนฟงกชัน ซ่ึงมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตจํานวนจริง โดยที่ f(x) = 6 x 
3 x 

+
+  และ   

(f-1og)(x) = 1 x 
6x
-

-   ถา g(a) = 2 แลว a อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) [-1, 1)   2) [1, 3) 
 3) [3, 5)   4) [5, 7)  
15. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f1, f2, f3, f4, g และ h เปนฟงกชันจาก R ไปยัง R โดยที่  
  f1(x) = x + 1, f2(x) = x - 1, f3(x) = x2 + 4, f4 (x) = x2 - 4 
 (f1og)(x) + (f2oh)(x) = 2 และ (f3og)(x) - (f4oh)(x) = 4x 
 คาของ (goh)(1) เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   
16. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ความสัมพันธขอใดตอไปนี้เปนฟงกชัน (PAT 1 ต.ค. 53)  

1) ความสัมพันธ r1 = 












≥×∈ = 0    xyและ   y 4 x R R    y)(x, 2  -  

 2) ความสัมพันธ r2 = {(x, y) ∈ R × R | x2 + y2 = 4 และ xy > 0}  
 3) ความสัมพันธ r3 = {(x, y) ∈ R × R | ||x| - |y|| = 1}  
 4) ความสัมพันธ r4 = {(x, y) ∈ R × R | |x - y| = 1}   
17. ให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และให f : I → I เปนฟงกชัน โดยที่  f(n + 1) = f(n) + 3n + 2 สําหรับ     

n ∈ I ถา f(-100) = 15,000 แลว f(0) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
18. ให R แทนเซตของจํานวนจริง 
 ให f = {(x, y) ∈ R × R | y = 3x - 5} และ  g = {(x, y) ∈ R × R | y = 2x + 1} 
 ถา a ∈ R และ (g-1of-1)(a) = 4  แลว (fog)(2a) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
19. กําหนดให r = {(x, y) ∈ R × R | 25x4 + 16y2 + 2 = 10x2 + 8y} เมื่อ R แทนเซตของจํานวนจริง 
 พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. r ไมเปนฟงกชัน   
  ข. Dr ≠ Rr 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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20. ให R แทนเซตของจํานวนจริง และให f : R → R เปนฟงกชันท่ีมีสมบัติสอดคลองกับ f 







+ x 1
 x 1 -  = x 

สําหรับทุกจํานวนจริง x ≠ -1 ขอใดตอไปนีถ้กูตอง (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) f(f(x)) = -x สําหรับทุกจํานวนจริง x 

 2) f(-x) = f 





 +

 x 1
 x 1

-  สําหรับทุกจํานวนจริง x ≠ 1 

 3) f 





x1  = f(x) สําหรับทุกจํานวนจริง x ≠ 0 

 4) f(-2 - x) = -2 - f(x) สําหรับทุกจํานวนจริง x  
21. กําหนดให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และให f(x) = 

270x bx
75 x a  2x  x

25
224

-
--

+
+  เมื่อ a, b ∈ I ถา            

A = {(a, b) ∈ I × I | f(3) = 0} และ B = 












<×∈ + 3   b 2ab  aI  I   b)(a, 22  -  แลวจํานวนสมาชิก

ของเซต AI B เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   
22. กําหนดให I แทนเซตของจํานวนเต็ม 
 ถา f : I → I เปนฟงกันท่ีมีสมบัติดังน้ี 
  ก. f(1) = 1 
  ข. f(2x) = 4f(x) + 6 
  ค. f(x + 2) = f(x) + 12x + 12 
 แลวคาของ f(7) + f(16) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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เรขาคณิตวิเคราะห 
 
เรขาคณิตวิเคราะหเบื้องตน  
 1. ระยะหางระหวางจุดสองจุด 
  ให P1(x1, y1) และ P2(x2, y2) 

   |P1P2| = 2
12

2
12 ) y (y  ) x (x -- +  

 
 2. จุดกึ่งกลางระหวางจุดสองจุด 
  ให P1(x1, y1) และ P2(x2, y2) 
   )y,x(  = 






 ++

2
yy ,2

xx 2121  
 
 3. จุดระหวางจุดสองจุด 
  ให P(x, y), P1(x1, y1), P2(x2, y2) และ |P1P| : |P2P| = m : n 
   (x, y) = 








+
+

+
+

nm
nymy ,nm

nxmx 1212  
 
 4. ความชันของเสนตรง 
  ใหเสนตรงผานตรงจุด P1(x1, y1) และ P2(x2, y2) 

  ความชัน m = 
12
12

 x x
 y y

-
-  

  สมบัติของความชัน 
  1. m > 0  เสนตรงเอียงขวา(ทํามุมแหลมกบัแกน x) 
  2. m < 0 เสนตรงเอียงซาย(ทํามุมปานกับแกน x) 
  3. m = 0 เสนตรงขนานกับแกน X 
  4. m หาคาไมได เสนตรงขนานกับแกน Y 
  5. l1 ขนานกับ l2 ก็ตอเมื่อ ml1 = ml2  

  6. l1 ตั้งฉากกับ l2 ก็ตอเมื่อ ml1 ⋅ ml2 = -1  

 5. สมการเสนตรง 
   y - y1 = m(x - x1) 
  โดยที่   m คือ  ความชันของเสนตรง 
   (x1, y1) คือ  จุดท่ีเสนตรงผาน 
  สมการเสนตรงรูปท่ัวไป คือ Ax + By + C = 0  
  จะได  m = - B

A  
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 6. ระยะหางระหวางจุดกับเสนตรง  
  ให d แทน ระยะหางระหวางจุด P(x1, y1) กับเสนตรง Ax + By + C = 0  
    d = 

22
11

BA

|CByAx|

+

++  

 7. ระยะหางของเสนตรงที่ขนานกัน 2 เสน  
  ให d แทน ระยะหางระหวางเสนตรง Ax + By + C1 = 0 กับ Ax + By + C2 = 0 
   d = 

22
21

BA

|CC|

+

-  

 ภาคตัดกรวย 
 1. วงกลม 
  สมการวงกลมรูปมาตรฐาน (x - h)2 + (y - k)2 = r2 
  โดยที่ (h, k) คือ จุดศูนยกลางของวงกลม 
   r คือ รัศม ี
  สมการวงกลมรูปท่ัวไปx2 + y2 + Ax + By + C = 0 
  จะได (h, k) = 








2
B ,2

A
  --  

  และ  r = 2
 4C B  A 22 -+  

 
 2. พาราโบลา 
  - สมการพาราโบลารูปมาตรฐาน (x - h)2 = 4c(y - k) 
   ถา c > 0 เปนรูปพาราโบลาหงาย 
  - จุดยอด คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h, k + c) 
  - สมการเสนไดเรกตริกซ คือ y = k - c 
   ถา c < 0 เปนรูปพาราโบลาคว่ํา 
  - จุดยอด คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h, k - c) 
  - สมการเสนไดเรกตริกซ คือ y = k + c 
  - สมการพาราโบลารูปมาตรฐาน (x - h)2 = 4c(y - k) 
   ถา c > 0 เปนรูปพาราโบลาตะแคงขวา 
  - จุดยอด คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h + c, k) 
  - สมการเสนไดเรกตริกซ คือ x = h - c 
   ถา c < 0 เปนรูปพาราโบลาตะแคงซาย 
  - จุดยอด คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h - c, k) 
  - สมการเสนไดเรกตริกซ คือ x = h + c 
   *** ความกวางของพาราโบลา ณ จุดโฟกัส (ลาตัสเรกตมั) เทากับ |4c| 
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 3. วงรี 
   วงรีแนวนอน 

  - สมการรูปมาตรฐาน 2
2

a
h) (x -  + 2

2

b
k)  (y -  = 1 

  - จุดศูนยกลาง คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h ± c, k) 
  - จุดยอด คือ (h ± a, k) 
  - จุดปลายแกนโท คือ (h, k ± b) 
   วงรีแนวต้ัง 

  - สมการรูปมาตรฐาน 2
2

b
h) (x -  + 2

2

a
k)  (y -  = 1 

  - จุดศูนยกลาง คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h, k ± c) 
  - จุดยอด (จุดปลายแกนเอก) คือ (h, k ± a) 
  - จุดปลายแกนโท คือ (h ± b, k) 
   สมบัติอ่ืนๆ ของวงรี 
  - แกนเอกยาว 2a หนวย, แกนโทยาว 2b หนวย 
  - a จะมีคามากกวา b และ c  
  - a2 =  b2 + c2 
  - ผลบวกของระยะทางจากจุดใดๆ บนวงรีไปยังจุดโฟกัสท้ังสองเทากับ 2a หนวย 

  - ลาตัสเรกตัม เทากับ a
2b2

 หนวย 
 
 4. ไฮเพอรโบลา 
   ไฮเพอรโบลาแนวนอน 

  - สมการรูปมาตรฐาน 2
2

a
h) (x -  - 2

2

b
k)  (y -  = 1 

  - จุดศูนยกลาง คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h ± c, k) 
  - จุดยอด (จุดปลายแกนตามขวาง) คือ (h ± a, k) 
  - จุดปลายแกนสังยุค คือ (h, k ± b) 
  - สมการเสนกํากับ คือ y - k = ± a

b (x - h) 
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   ไฮเพอรโบลาแนวตั้ง 

  - สมการรูปมาตรฐาน 2
2

a
k)  (y -  - 2

2

b
h) (x -  = 1 

  - จุดศูนยกลาง คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h, k ± c) 
  - จุดยอด (จุดปลายแกนตามขวาง) คือ (h, k ± a) 
  - จุดปลายแกนสังยุค คือ (h ± b, k) 
  - สมการเสนกํากับ คือ y - k = ± b

a (x - h)  

  สมบัติอ่ืนๆ ของไฮเพอรโบลา 
  - แกนตามขวางยาว 2a หนวย, แกนสังยุคยาว 2b หนวย 
  - c จะมีคามากกวา a และ b  
  - c2 = a2 + b2 
  - ผลตางของระยะทางจากจุดใดๆ บนไฮเพอรโบลาไปยังจุดโฟกัสท้ังสองเทากับ 2a หนวย 

  - ลาตัสเรกตัม เทากับ a
2b2

 หนวย 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องเรขาคณิตวิเคราะห 
 
1. กําหนดให A = {a | เสนตรง y = ax ไมตัดกราฟ y2 = 1 + x2}  
 และ B = {b | เสนตรง y = x + b ตัดกราฟ y2 = 1 - x2 สองจุด}  
 เซต {d |d = c2, c ∈ B - A} เทากับชวงในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) (0, 1) 2) (0, 2) 3) (1, 2) 4) (0, 4)  
2. ถาเสนตรงหนึ่งผานจุดกําเนิดและจุดยอดของพาราโบลา y2 - 4y + 4x = 0 และตัดเสนไดเรกตริกซท่ีจุด 

(a, b) แลว a + b มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 4 2) 5  3) 6 4) 7  
3. กําหนดให วงกลมรูปหนึ่งมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (2, 1) ถาเสนสัมผัสวงกลมท่ีจุด x = 1 เสนหนึ่งมีความชัน

เทากับ 3
1  แลวจุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงกลมท่ีกําหนด (PAT 1 มี.ค. 52)  

  1) (0, 1) 2) (0, 2) 3) (1, 0) 4) (3, 0)  
4. กําหนดให วงรรีูปหนึ่งมีโฟกัสอยูท่ีจุด (±3, 0) และผานจุด 








2
21 2,  จุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงร ี       

ท่ีกําหนด (PAT 1 มี.ค. 52)  

   1) (-4, 0) 2) 







2
25 0,

 
3) (6, 0) 4) (0, -3 2 ) 
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5. กําหนดใหเสนตรง l1 และ l2 สัมผัสวงกลม (x - 5)2 + y2 = 20 ท่ีจุด P และ Q ตามลําดับ และ        
จุดศูนยกลางของวงกลมอยูบนเสนตรงท่ีผานจุด P และ Q ถา l1 มีสมการเปน x - 2y + 5 = 0 แลวจุดใน
ขอใดตอไปนี้อยูบนเสนตรง l2 (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 







2
5 0,

 
2) (8, -1) 3) (1, -8)  4) (15, 0) 

 
6. กําหนดให 
   S = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 17} 
   A = {(x, y) | x2 - y2 = 1} 
   B = {(x, y) | y2 - x2 = 1} 
 ถา p ∈ SIA และ q ∈ SI B แลวระยะทางนอยสุดท่ีเปนไปไดระหวางจุด p และ q เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 ก.ค. 52) 
  1) 3 2  - 4 2) 3 2  - 2 3) 2 3  - 2 4) 2 3  - 3  
7. ระยะทางจากโฟกัสของพาราโบลา y2 = -8x ไปยังเสนตรง 2x + y = 6 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

  1) 2 5  หนวย 2) 5 2  หนวย  3) 5
2  หนวย 4) 5

2  หนวย 
 
8. กําหนดใหวงรี E มีโฟกัสท้ังสองอยูบนวงกลม C ซ่ึงมีสมการเปน x2 + y2 = 1 ถา E สัมผัสกับ C ท่ีจุด (1, 0) 

แลวจุดในขอใดตอไปนี้อยูบน E (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 








2
3 ,2

1  2) 







2
5 ,2

1  3) 







3
2 ,3

1  4) 







3
4 ,3

1  
 
9. กําหนดให A = {(x, y) | x2 + y2 = 1} และ B = {(x, y) | x2 + y2 - 10x - 10y + 49 = 0} ถา p ∈ A 

และ q ∈ B แลว ระยะทางมากสุดท่ีเปนไปไดระหวางจุด p และ q เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) 5 2  หนวย 2) 2 + 5 2  หนวย 3) 2 5  หนวย 4) 5 + 2 5  หนวย  
18. กําหนดให E เปนวงรีท่ีมีโฟกัสอยูท่ีจุดยอดของไฮเพอรโบลา x2 - y2 = 1 ถา E ผานจุด (0, 1) แลว จุดใน

ขอใดตอไปนี้อยูบน E (PAT 1 ต.ค. 52) 

 1) 













2
2 1,  -  2) (1, 2 ) 3) 








2
1 1,  -  4) 














2
3 1,   

 
11. ให a, b และ c เปนจํานวนจริง ถาวงกลม x2 + y2 + ax + by + c = 0 มีจุดศูนยกลางท่ี (2, 1) และมี

เสนตรง x - y + 2 = 0 เปนเสนสัมผัสวงกลม แลว  | a + b + c |  (PAT 1 ต.ค. 52)   
12. พาราโบลามีจุดยอดที่ (-1, 0) และมีจุดกําเนิดเปนโฟกัส ถาเสนตรง y = x ตัดพาราโบลาที่จุด P และจุด Q 

แลวระยะทางระหวางจุด P กับจุด Q เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
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13. กําหนดใหวงรีรูปหนึ่งมีสมการเปน 25x2 + 21y2 + 100x - 42y - 404 = 0 แลวไฮเพอรโบลาท่ีมีจุดยอด
อยูท่ีจุดโฟกัสท้ังสองของวงรีและผานจุด (-3, 1 + 8 ) มีสมการตรงกับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 5y2 - 4x2 - 10 y8  - 32x - 25 = 0 2) 3y2 - 2x2 - 6 y8  - 8x + 15 = 0 
   3) y2 - 4x2 - 2y - 16x - 19 = 0 4) y2 - 7x2 - 2y - 28x - 28 = 0  
14. จุด A(-3, 1), B(1, 5), C(8, 3) และ D(2, -3) เปนจุดยอดของรปูสี่เหลี่ยม ABCD ขอใดตอไปนีผ้ิด  
 (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ดาน AB ขนานกับดาน DC 
 2) ผลบวกความยาวของดาน AB กับ DC เทากับ 10 2  หนวย 

 3) ระยะตั้งฉากจากจุด A ไปยังเสนตรงท่ีผานจุด C และจุด D มีคาเทากับ 2
29  หนวย 

   4) ระยะตั้งฉากจากจุด B ไปยังเสนตรงท่ีผานจุด C และจุด D มีคาเทากับ 2
9  หนวย 

 
15. กําหนดให ABCD เปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมี A(0, 0) และ B(2, 2) เปนจุดยอดและ C(x, y) เปนจุดยอดใน   

จตุภาค (quadrant) ท่ี 2 ท่ีทําใหดาน AC ยาวเทากับดาน BC ถาพ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม ABC มีคาเทากับ 4 
ตารางหนวย แลวจุด C อยูบนเสนตรงในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

  1) x - y + 4 = 0 2) 4x + 3y - 1 = 0 3) 2x - y - 3 = 0 4) x + y - 5 = 0  
16. กําหนดวงกลมรูปหนึ่งมีจุดปลายของเสนผานศูนยกลางอยูบนจุดศูนยกลางและจุดโฟกัสดานหนึ่งของไฮเพอรโบลา 

9x2 - 16y2 - 90x + 64y + 17 = 0 แลววงกลมดังกลาวมีพ้ืนท่ีเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

   1) 4
25π  ตารางหนวย   2) 2

25π  ตารางหนวย 
 3) 4π ตารางหนวย   4) 5π ตารางหนวย 
 
17. รูปสามเหลี่ยม ABC มีมุม CBAˆ  เปนมุมฉาก และดานตรงขามมุมฉากยาว 10 หนวย ถาพิกัดของจุด A 

และจุด B คือ (-4, 3) และ (-1, 2) ตามลําดับ แลวสมการเสนตรงในขอใดผานจุด C (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) x + 8y - 27 = 0  2) 8x + y - 27 = 0 3) 4x - 5y + 3 = 0 4) -5x + 4y + 3 = 0  
18. พิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. x2 + y2 + 6x - 4y = 23 เปนสมการวงกลมทีส่ัมผสักับเสนตรง ซึ่งมีสมการเปน 21x + 20y + 168 = 0 
  ข. y2 + 16x - 6y = 71 เปนสมการของพาราโบลาที่มีจุดยอดท่ี (-5, 3) และจุดโฟกัสท่ี (-1, 3) 

 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
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19. กําหนดให ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมท่ีมีจุดยอดเปน A(-2, 3), B(2, 8), C(4, 4) และ D(0, -3) พ้ืนท่ีของรปู
สี่เหลี่ยม ABCD เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  

 1) 16 ตารางหนวย    2) 32 ตารางหนวย 
 3) 10 13  ตารางหนวย   4) 26 10  ตารางหนวย  
20. จุด A(1, 0) และ จุด B(b, 0) เมื่อ b > 1 เปนจุดปลายของเสนผานศูนยกลางของวงกลมวงหนึง่ ถาเสนตรง 

L ผานจุด (-1, 0) และสัมผัสกับวงกลมวงนี้ มีความชันเทากับ 3
4  แลว b เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  

 
21. ใหเสนตรง x - y + 2 = 0 ตัดกับวงกลม x2 + y2 + 6x - 4y + 4 = 0 ท่ีจุด A และจุด B ถา (a, b) เปน

จุดโฟกัสของพาราโบลาซึ่งมีเสนตรง y = 2 เปนแกนของพาราโบลาและพาราโบลานี้ผานจุด A และจุด B 
แลว a + b เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) 4
11  2) 4

9
 

3) 4
7  4) 4

5  
 
22. พิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. ไฮเพอรโบลา 4x2 - 25y2 + 24x - 100y - 164 = 0 มีจุดยอดอยูท่ีจุดยอดของวงรี  
    4x2 + 25y2 + 24x + 100y + 36 = 0 และมีแกนสังยุคยาวเทากับแกนโทของวงร ี
   ข. วงรี 4x2 + 25y2 + 24x + 100y + 36 = 0 มีจุดยอดจุดหนึ่งอยูบนพาราโบลา 
    y2 + 4y - 4x + 12 = 0 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
23. กําหนดให a > tan 60° และ A(a, 3), B(7, 8) และ C(-4, 9) เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมท่ีมมีุม A เปน

มุมฉาก ให L เปนสมการเสนตรงท่ีผานจุด A และจุด B จงหาจํานวนเต็มบวก k ท่ีนอยที่สุดท่ีทําให
พาราโบลา ky = x2 + 2k มีจุดรวมกับเสนตรง L เพียงจุดเดียว (PAT 1 มี.ค. 54)  
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เมตริกซ 
 
การเทากนัของเมตริกซ 
 ใหเมตริกซ A = [aij]m×n 

และเมตริกซ B = [bij]m×n 
 จะได A = B ก็ตอเมื่อ aij = bij 

 
 
การบวกลบเมตริกซ 
 ใหเมตริกซ A = [aij]m×n และเมตริกซ B = [bij]m×n  
   A ± B = [aij ± bij]m×n 
 
การคูณเมตริกซดวยคาคงที ่
 ให c เปนคาคงท่ี และ A = [aij]m×n 
   c ⋅ A = [c ⋅ aij]m×n 

 
 
การคูณกันของเมตริกซ 
 ใหเมตริกซ A = [aij]m×n เมตริกซ B = [bij]n×p และ C = A × B จะได C มีมิติเทากับ m × p 

 สมบัติการคูณกันของเมตริกซ 
 1. AB ≠ BA 
 2. (AB)C = A(BC) 
 3. A(B ± C) = AB ± AC 
 4. (B ± C)A = BA ± CA 
 5. AI = A = IA

 
เมื่อ I คือ เมตริกซเอกลักษณ 

 
เมตริกซจัตุรัส 
 คือ เมตริกซท่ีมีมิติ n × n 
 *** สมาชิกของเมตริกซในตําแหนงท่ี i เทากับ j เรียกวา “สมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลัก” 
 
เมตริกซเอกลักษณ (I) 
 - เปนเมตริกซจัตรุัส 
 - สมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลักเทากับ 1 ท่ีเหลือเทากับ 0 
 
เมตริกซสมมาตร 
 - A เปนเมตริกซสมมาตรก็ตอเมื่อ เปนเมตริกซจัตุรัสและ aij = aji 

 
 
เมตริกซเสมือนสมมาตร 
 - A เปนเมตริกซเสมือนสมมาตรกต็อเมื่อ เปนเมตริกซจัตุรัสและ aij = -aji 
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เมตริกซทรานสโพส 
 เมตริกซ A ทรานสโพส เขียนแทนดวย At  
 เกิดจากการสลับแถวท่ี i เปนหลักท่ี i และ สลับหลักท่ี j เปนแถวท่ี j 
 สมบัติของทรานสโพส 
 - (At)t = A 
 - (c ⋅ A)t = c ⋅ At เมื่อ c เปนคาคงท่ี 
 - (A ± B)t = At ± Bt

 
 

 - (AB)t = BtAt
 
 

 
ดีเทอรมิแนนต (det) 
 - det มีคาเปนจํานวนจริงเพียงคาเดียวเฉพาะเมตริกซจัตุรัส 
 - ดีเทอรมิแนนตของเมตริกซ A เขียนแทนดวย det(A) หรือ |A| 
 - เมตริกซเอกฐานหรือซิงกูลารเมตริกซ คือ det (A) = 0 
 - เมตริกซมิใชเอกฐานหรือนอนซิงกูลารเมตริกซ คือ det (A) ≠ 0 
 - ให A = [a]จะได|A| = a 

 - ให A = 












d   c
   ba

จะได|A| = ad - bc 

 - ให A = 


















   ih   g
   fe   d

c      ba
จะได|A| = (aei + bfg + cdh) - (gec + hfa + idb) 

 - การหาคา det โดยใชโคแฟกเตอรชวย 

  ให A = 




















44434241
34333231
24232221
14131211

a   a   a   a
a   a   a   a
a   a   a   a
a   a   a  a

 

  จะได |A| = a11C11(A) + a12C12(A) + a13C13(A) + a14C14(A) (เลือกแถวท่ี 1) 
  หรือ |A| = a21C21(A) + a22C22(A) + a23C23(A) + a24C24(A) (เลือกแถวท่ี 2) 
  หรือ |A| = a12C12(A) + a22C22(A) + a32C32(A) + a42C42(A) (เลือกหลักท่ี 2) 
 
ไมเนอร 
 ไมเนอรของเมตริกซ A เขียนแทนดวย Mij(A) ซ่ึงเทากับ |A| ท่ีไดจากการตัดแถวท่ี i และหลักท่ี j ออก 
 
โคแฟกเตอร 
 โคแฟกเตอรของเมตริกซ A เขียนแทนดวย Cij(A) ซ่ึงเทากับ (-1)i+jMij(A) 
 
เมตริกซผูกพัน 
 เมตริกซผูกพันของ A เขียนแทนดวย adj (A) ซ่ึงเทากับ [Cij(A)]t  
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อินเวอรสของเมตริกซ 
 ให A เปนนอน-ซิงกูลารเมตริกซ 
 อินเวอรสของเมตริกซ A เขียนแทนดวย A-1 ซ่ึงเทากับ  (A)det 

(A)adj  

 จาก A-1 = (A)det 
(A)adj  

 จะได adj (A) = det (A) ⋅ A-1 
 สมบัติของดีเทอรมิแนนต ให A, B เปนนอนซิงกูลารเมตริกซ 
 1. |A ⋅ B| = |A| ⋅ |B| 

 
2. |At| = |A| 

 3. |c ⋅ A| = cn ⋅ |A| เมื่อ c คือคาคงท่ีและ n คือมิติของเมตริกซ A 
 4. |An| = |A|n  

 
5. |A-1| = |A|

1  

 
6. |adj (A)| = |A|n-1 เมื่อ n คือมิติของเมตริกซ A 

 7. ถาเมตริกซ A มีแถวสองแถวหรอืหลักสองหลักใดของเมตริกซซํ้ากัน แลว |A| = 0 
 8. ถาเมตริกซ A มีแถวหรือหลักใดเปนศูนยท้ังหมด แลว |A| = 0 
 9. ถาสลับสองแถวหรือสองหลักของเมตริกซ A แลวคา |A| ตัวใหมจะเปนจํานวนตรงขามของ |A| คาเดิม 
 10. ถานําคาคงท่ี c คูณแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึง่ แลว จะได c|A|  
 11. ถานําคาคงท่ีคูณหลักใดหลักหนึ่งแลวนําไปบวกกับอีกหลักหนึ่ง แลว คา det จะยังไดเทาเดิม 
 12. ถานําคาคงท่ีคูณแถวใดแถวหนึ่งแลวนําไปบวกกับอีกแถวหนึ่ง แลว คา det จะยังไดเทาเดิม 
Row Operation 
 หลักการ คือ ถานําคาคงท่ีคูณแถวใดแถวหนึ่งแลวนําไปบวกกับอีกแถวหนึ่ง แลว คา det จะยังไดเทาเดิม 
 ประโยชนของ Row Operation 
 1. หาคา det ของเมตริกซไดงายขึ้น  
 2. ใชหาอิเวอรสของ A ในรูปแบบ [A|I] ∼ [I|A-1] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

คณิตศาสตร (38) ______________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

กฎของคราเมอร 
 จากระบบสมการ a1x + b1y + c1z = d1 
   a2x + b2y + c2z = d2 
   a3x + b3y + c3z = d3 
 นํามาเขียนในรูปเมตริกซไดเปน 



















333
222
111

c    b    a
c    b    a
c    b    a

  

  

  



















z
y
x

 =  



















3
2
1

d
d
d

 

จะได x = 





































333
222
111

333
222
111

c      ba
c      ba
c      ba
c      bd
c      bd
c      bd

, y = 





































333
222
111

333
222
111

c      ba
c      ba
c      ba
c   d   a
c   d   a
c   d   a

, z = 





































333
222
111

333
222
111

c      ba
c      ba
c      ba
d      ba
d      ba
d      ba

 

 

ตัวอยางขอสอบเรื่องเมตริกซ 
 

1. กําหนดให A = 


















    y1   2
2   x    2
1   2   1 -

 โดยที่ x และ y เปนจํานวนจริง ถา C11(A) = 13 และ C21(A) = 9 แลว 

det(A) มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) -33 2) -30 3) 30  4) 33  

2. กําหนดให AT = 


















   41    0 
0   1   1 
3   2    2

-
-

 สมาชิกในแถวท่ี 2 และหลักท่ี 3 ของ A-1 เทากับขอใดตอไปนี้  

 (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) - 3

2  2) -2 3) 3
2  4) 2 

 
3. ถา x, y, z สอดคลองกับระบบสมการ 
 2x - 2y - z = -5 
 x - 3y + z = -6 
 -x + y - z  = 4 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 52) 
 1) x2 + y2 + z2 = 6 2) x + y + z = 2 3) xyz = 6 4) z

xy  = -2 
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4. กําหนดให A เปนเมทริกซท่ีมีมิต ิ2 × 2  และ det (A) = 4 ถา I เปนเมทริกซเอกลักษณ และ A - 3I เปน
เมทริกซเอกฐาน แลว det (A + 3I) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 0 2) 6 3) 13  4) 26  
5. ถา x, y และ z เปนจํานวนจริงซ่ึงสอดคลองกับระบบสมการเชิงเสน 
 2x - 2y - z = 1 
 x - 3y + z = 7 
 -x + y - z  = -5 
 แลว x

1  + y
2  + z

3  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

  1) 0 2) 2 3) 5 4) 8  
6. ถา A และ B เปนเมทริกซซ่ึง 2A - B = 













6   3
  43

 และ A + 2B = 












2    4
2   1

-
-

 แลว (AB)-1 คือเมทริกซใน

ขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 













1   1  
0    4

1
-

-
 2) 














4
1   1  
0     1

-
-

 3) 













1   0
4
1    1

-  4) 













4
1   0
1   1

-
-

 
 
 

7. กําหนดให  X = 
















z
y
x

 สอดคลองสมการ AX = C เมื่อ A = 


















2   1   0 
1   0   2
1   2   1 

 

 

- , B = 


















0      41
1  0   2
0   1  1

 

-
-

           

และ C = 


















3 
2
2 

 

-  ถา (2A + B)X = 
















c
b
a

 แลว a + b + c มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52) 

 1) 3 2) 6   3) 9 4) 12  

8. ถา det 
































 1

5   1   3
2   2   0
0   x   0

2
-

 = 1 x 
1
-  แลว x  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) 1 2) 2 3) 3  4) 4  

9. กําหนดให A = 


















1   2   1 
0   8   3
4   2   1 

 

 

 

 

-
-  สมาชิกในแถวท่ี 3 หลักท่ี 1 ของ A-1 เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
10. ให A และ B เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 2 × 2 โดยที่ 2A - B = 













6     5 
4  4 --

 และ A - 2B = 












0     4
8   5

 

--

   คาของ det (A4B-1) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   



 

คณิตศาสตร (40) ______________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

11. ให x, y, z และ w สอดคลองกับสมการ 












w   1
0   1

- 











    y0
1x   -

 = 












2    z 
1  2y -













w   1
0    1 

-  คาของ            

4w - 3z + 2y - x เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
12. กําหนดให A = 













1   0
1  0

, B = 












0   0
1   1

 และ C = 












2    0
1  1 -

 คาของ det (2At + BC2 + BtC) เทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) -1 2) 0  3) 2 4) 6  

13. ให a, b, c, d เปนจํานวนจริง ถา 3
















d   2
   b5

c

a
 = 













3   1  d
6    5  a

-  + 














 +

2d    2
 b 5   4

c

a
 แลวคาของ b + c เทากับ

เทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   
14. ให a, b, c, d, t เปนจํานวนจริง ถา A = 













d   c
  ba

 โดยที่ det A = t ≠ 0 และ det (A + t2A-1) = 0 แลว

คาของ det (A - t2A-1) เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   
15. กําหนดให A = 













1   1
1   1

-  และ B = 







z   y

x   y
 ถา A-1BA = 













   40 
0  2-

 แลวคาของ xyz เทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  
  1) -3 2) -1 3) 0 4) 1  

16. กําหนดให X เปนเมทริกซท่ีสอดคลองกับสมการ 












3    4
2  1 -

 + 4X = 












3    1   0
2  1  2 -



















1   3
   41 

2   3 

-
 แลวคาของ 

det (2Xt(X + Xt)) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  
17. กําหนดให x เปนจํานวนเต็มและ A = 












 x   x

12x    เปนเมทริกซท่ีมี det A = 3 ถา B เปนเมทริกซมีมิติ 2 × 2 

โดยที่ BA + BA-1 = 2I เมื่อ I เปนเมทริกซเอกลักษณการคูณมิต ิ2 × 2  แลวคาของ det B อยูในชวงใด
ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) [1, 2] 2) [-1, 0]  3) [0, 1] 4) [-2, -1]  

18. กําหนดให A = 
















1     10 sec 
3   10 cosec

o

o
, B = 

















o

oo

50 cos       0     
 40sin   70 cos
2

2
 และ C = 

















oo

o

10 cos    80 sin
0      20 cos
2

2
 

คาของ det [A(B + C)] เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ฟงกชันเอกซโพเนนเชียลและลอการิทึม 
 
การหารากที่สองของ x ± 2 y  
 จาก   x ± 2 y  = ( m ± n )2 
 จะได   x = m + n 
 และ   y = mn  
ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 
 - f = {(x, y) ∈ R × R+ | y = ax}โดยที่ a > 0 และ a ≠ 1 
 - ถา 0 < a < 1

 
แลว จะเปนฟงกชันลด 

 - ถา 1 < a แลว จะเปนฟงกชันเพ่ิม 
 - ax จะมีคามากกวา 0 เสมอ  
สมการเอกซโพเนนเชียล 
 - ถา am = an แลว m = n  
อสมการเอกซโพเนนเชยีล 
 จาก am < an 
 กรณี 0 < a < 1  จะได  m > n 
 กรณี 1 < a  จะได  m < n  
ฟงกชันลอการิทึม 

 
- f = {(x, y) ∈ R+ × R | y = loga x} โดยที่ a > 0 และ a ≠ 1 

 - ตัวเลขหลงั log ตองเปนบวกเสมอ 
 - จาก am = n  ก็ตอเมื่อ m = loga n 
 สมบัติของ log 
 1. loga 1 = 0 2. loga a = 1 
 3. loga M + loga N = loga (MN) 4. loga M - loga N = loga 







N
M  

 5. loga Mp = p loga M 6. logap M = p
1  loga M 

 7. loga b = a log
 blog

c
c  8. loga b = a log

1
b

 

 9. aloga M = M   
สมการลอการิทึม 
 จาก loga M = loga N จะได M = N   
อสมการลอการิทึม 
 จาก loga M 

<
 
loga N 

 
 กรณี 0 < a < 1 จะได  M > N 
 กรณี 1 < a จะได  M < N 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องฟงกชันเอกซโพเนนเชียลและลอการิทึม 
 
1. ถา 4x-y = 128 และ 32x+y = 81 แลวคาของ y เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) -2  2) -1 3) 1 4) 2  
2. ผลบวกของคําตอบท้ังหมดของสมการ log3 x = 1 + logx 9 อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) [0, 4) 2) [4, 8) 3) [8, 12) 4) [12, 16)  
3. กําหนดสมการ  

x
15
4 





  + 

x
25
9 





  = 1 จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 

  ก. ถา a เปนคําตอบของสมการ แลว a > 1 
   ข. ถาสมการมีคําตอบ แลวคําตอบจะมีเพียงคําตอบเดียว 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
  3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
4. คําตอบของสมการ 

2
log  (4 - x) = log2 (9 - 4x) + 1 อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) [-10, -6) 2) [-6, -2) 3) [-2, 2) 4) [2, 6)  
5. กําหนดให x, y > 0 ถา xy = yx และ y = 5x แลวคาของ x อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) [0, 1) 2) [1, 2) 3) [2, 3) 4) [3, 4)  
6. กําหนดให a, b, c > 1 ถา loga d = 30, logb d = 50 และ logabc d = 15 แลวคาของ logc d เทากับขอ

ใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 75 2) 90 3) 120 4) 150  
7. ถา x > 0 และ 8x + 8 = 4x + 2x+3 แลวคาของ x อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52) 
 1) [0, 1) 2) [1, 2) 3) [2, 3) 4) [3, 4)  
8. กําหนด logy x + 4 logx y = 4 แลว logy x3 มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
9. รากท่ีมีคานอยที่สุดของสมการ 2log (x-2) ⋅ 2log (x-3) = 2log 2 มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)    
10. กําหนดให x และ y เปนจํานวนจริงบวกและ y ≠ 1 ถา logy 2x = a และ 2y = b แลว x มีคาเทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
  1) 2

1  (log2 b)a 2) 2 (log2 b)a  3) 2
a  (log2 b)

 
4) 2a (log2 b)  

11. เซตคําตอบของอสมการ 72x + 72 < 23x+3 + 32x+2 เปนสับเซตของชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) (log8 7, log9 8) 2) (log9 8, log8 9) 3) (log8 9, log7 8) 4) (log9 10, log8 9)  
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12. ถาสมการ 
x

4
1 





  + 

1x
2
1 -






  + a = 0 มีคําตอบเปนจํานวนจริงบวก แลวคาของ a ท่ีเปนไปไดอยูในชวง  

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) (-∞, -3)  2) (-3, 0) 3) (0, 1) 4) (1, 3)  
13. กําหนดให A = 7(77), C = 777, C = 777 และ D = (777)7 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) B < A < C < D 2) B < C < A < D 3) C < B < D < A 4) C < A < D < B  
14. พิจารณาขอความตอไปนี ้

   ก. 23/2 < 34/3   ข. log2 






8
3  < log3 







2
1  (ก.ค. 53) 

  1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก แต ข. ผิด  
 3) ก. ผิด แต ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
15. ถา A เปนเซตคําตอบของสมการ 32x+2 - 28(3x) + 3 = 0 และ 
  B เปนเซตคําตอบของสมการ log x + log (x - 1) = log (x + 3) 
 แลวผลบวกของสมาชิกท้ังหมดในเซต AU B เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) 1  2) 2 3) 3 4) 4  
16. กําหนดให x เปนจํานวนจริงบวกท่ีสอดคลองกับสมการ 35x ⋅ 9x2 = 27 และ y = 7) 5)(log 3)(log (log

7)5)(log 3)(log (log
864
642  

คาของ xy เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) - 8

1   2) 8
1  3) -27 4) 27 

 
17. กําหนด a = 248, b = 336 และ c = 524 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) b

1  > c
1  > a

1  2) a
1  > b

1  > c
1  3) b

1  > a
1  > c

1  4) a
1  > c

1  > b
1  

 
18. ถา a, b และ c เปนรากของสมการ x3 + kx2 - 18x + 2 = 0 เมื่อ k เปนจํานวนจริง แลว             

log27 







++ c1  b
1  a1  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  

 1) 9
1  2) 3

1
 

 3) 3
2  4) 1 

 
19. เซตคําตอบของสมการ log3 x2 - log27 x3 = 6 ตรงกับเซตคําตอบของสมการในขอใดตอไปนี้  
 (PAT 1 ต.ค. 53)  
  1) log1/4 log1/3 log1/2 3 2 29244x   9x

1
+-

 = 0 

 2) 2 log2 (x + 1) - log2 (x2 - 14x + 41) = 1 

 3) )58x2x(13 --+  + )58x2x(23 ---  = 28 
 4) log3x 3 + log27 3x + 3

4  = 0 
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20. ให R แทนเซตของจํานวนจริง และถา B = 
























=+++ π∈ 1  1  7  x cos3  10) 7x   x( logR x 222  ---  

แลวผลบวกของสมาชิกในเซต B เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
21. ให R แทนเซตของจํานวนจริง และให C = {x ∈ R | (3x2 - 11x + 7)(3x2+4x+1) = 1} จํานวนสมาชิกของ

เซต C เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
22. กําหนดให a, b, c และ d เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 1 ถา (logb a)(logd c) = 1 แลวคาของ                

a(logb c - 1)b(logc d - 1)c(logd a - 1)d(loga b - 1) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
23. ถา A แทนเซตคําตอบของ 2 (log3 x - 1)1/2 + log1/3 x3 + 4 > 0 แลวเซต A  เปนสับเซตของชวงใด

ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) (0, 3) 2) (1, 4) 3) (2, 5)  4) (2, 9)  
24. ให R แทนเซตของจํานวนจริง 

  A = 



























 +++

<∈
112x73x22x

4
1  2

1R x    

  B = 












≥∈ +
+ 0  1 x 

5 6x   xR x 2
  -  

 BIA′ เปนสับเซตในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) {x ∈ R | -1 ≤ x < 0}   2) {x ∈ R | -1 ≤ x < 2} 
 3) {x ∈ R | 0 ≤ x < 1}  4) {x ∈ R | 0 ≤ x < 3}  
25. ให R แทนเซตของจํานวนจริง และ ถา A = {x ∈ R | 32x - 34(15x-1) + 52x = 0} และ                 

B = 








++=+∈ 2x
1  1  6  log 125)  (5 logR x 51/x5   แลวจํานวนสมาชิกของเซต AU B เทากับเทาใด 

(PAT 1 มี.ค. 54)   
26. กําหนดให A, B และ C เปนเซตจํากัด โดยที่ n(P(A)) = 

2
log  4, n(P(B)) = ( 5 )log5 256 และ 

n(P(AU B)) = 32 log9 32 เมื่อ P(S) แทนเพาเวอรเซตของเซต S จงหาคาของ n(P(A)U P(B)) (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ฟงกชันตรีโกณมิติ 
 
 บทนิยาม กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก 
 
   ไซน (sine) ของมุม A = sin A = c

a  

   โคไซน (cosine) ของมุม A = cos A = c
b  

   แทนเจนต (tangent) ของมุม A = tan A = b
a  

 
 
เอกลักษณของตรีโกณมิติ 
 csc A = A sin

1 , sec A = A cos
1 , cot A = Atan

1  

 tan A = A cos
A sin , cot A = A sin

A cos  

 sin2 A + cos2 A = 1 tan2 A + 1 = sec2 A 1 + cot2 A = csc2 A   
Co-function ของตรีโกณมิติ 
 sin A = cos (90° - A), cos A = sin (90° - A) 
 csc A = sec (90° - A), sec A = csc (90° - A) 
 tan A = cot (90° - A), cot A = tan (90° - A)  
อัตราสวนตรีโกณมิติ 
  *** π = 180° ***   

มุม sin cos tan 

30° หรือ 





 π
6  2

1  
2
3

3
1  

45° หรือ 





 π
4  

2
2

2
2 1 

60° หรือ 





 π
3  

2
3

2
2 3  

 
 
 
 
 
 
 

b

a
c

A C

B
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วงกลมรัศมี 1 หนวย 

X

Y

O (1,0)

(x,y)

 
 θ ความยาวของสวนโคงรูปวงกลมมีหนวยเปนเรเดียน 
 ให  cos θ แทนคาของ x 
 และ sin θ แทนคาของ y 

 - θ > 0 ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 - θ < 0 ทิศทางตามเข็มนาฬิกา  
เครื่องหมายของฟงกชันในแตละจตุภาค 
 

จตุภาค sin, cosec cos, sec tan, cot 
1 + + + 
2 + - - 
3 - - + 
4 - + - 

 
การยุบมุม  
 ให 0 < θ < 2

π  และ n เปนจํานวนเต็ม 
 

มุมที่วัดจากแกน X มุมที่วัดจากแกน Y 

-  nπ ± θ  -  2
1)(2n π-  ± θ  

-  ไดฟงกชันเดิม -  ได Co-function 
-  เครื่องหมายตามจตุภาคของมุม -  เครื่องหมายตามจตุภาคของฟงกชันเดิม 

 
ผลบวก - ผลตางของมุม 
 sin (A ± B) = sin A cos B ± cos A sin B 

 cos (A ± B) = cos A cos B m  sin A sin B 

 
tan (A ± B) = B  tanA  tan 1

B  tan A tan
m

±  

 cot (A ± B) = Bcot   Acot 
1  Bcot  Acot 

±
m  

 

θ
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มุมสองเทา 
 sin 2A = 2 sin A cos A  =  

Atan1
Atan2
2+

 

 cos 2A = cos2 A - sin2 A  =  1 - 2 sin2 A  =  2 cos2 A - 1 
 tan 2A = 

A  tan1
A tan2
2-

 
 
มุมสามเทา 
 sin 3A = 3 sin A - 4 sin3 A  
 cos 3A = 4 cos3 A - 3 cos A 

 tan 3A = 
A  tan3  1

A  tan A  tan3
2

3

-
-  

 
มุมคร่ึงเทา 
 sin 2

A  = ± 2
A cos  1 -  

 cos 2
A  = ± 2

A cos  1 +  

 tan 2
A  = ± A cos  1

A cos  1
+
-  

 
ผลคูณของฟงกชันตรีโกณมิติ 
 2 sin A cos B = sin (A + B) + sin (A - B) 
 2 cos A sin B = sin (A + B) - sin (A - B) 
 2 cos A cos B = cos (A + B) + cos (A - B) 
 2 sin A sin B = cos (A - B) - cos (A + B)  
ผลบวกและผลตางของฟงกชันตรีโกณมิติ 
 sin A + sin B = 2 sin 






 +

2
B A  cos 








2
B A -  

 sin A - sin B = 2 cos 





 +

2
B A  sin 








2
B A -  

 cos A + cos B = 2 cos 





 +

2
B A  cos 








2
B A -  

 cos A - cos B = -2 sin 





 +

2
B A  sin 








2
B A -  
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อินเวอรสของฟงกชันตรีโกณมิติ   
ฟงกชัน โดเมน เรนจ 

y = sin x 



 ππ

2 ,2   -  [-1, 1] 

y = arcsin x [-1, 1] 



 ππ

2 ,2   -  

y = cos x [0, π] [-1, 1] 
y = arccos x [-1, 1] [0, π] 

y = tan x 





 ππ

2 ,2   -  R 

y = arctan x R 





 ππ

2 ,2   -  

y = cot x (0, π) R 
y = arccot x R (0, π) 

y = sec x 




 π

2 0,  U 




 ππ    ,2   (-∞, 1]U [1, ∞) 

y = arcsec x  (-∞,-1]U [1, ∞) 




 π

2 0,  U 




 ππ    ,2  

y = csc x 




 π 0 ,2   - U 




 π

2 0,   (-∞, 1]U [1, ∞) 

y = arccse x  (-∞,-1]U [1, ∞) 




 π 0 ,2   - U 




 π

2 0,   
 
ความสัมพันธของฟงกชันและอินเวอรสฟงกชัน มีดังนี้ 
 1. sin (arcsin x) = x เมื่อ -1 ≤ x ≤ 1 
  arcsin (sin x) = x เมื่อ - 2

π  ≤ x ≤ 2
π  

 2. cos (arccos x) = x เมื่อ -1 ≤ x ≤ 1 
  arccos (cos x) = x เมื่อ 0 ≤ x ≤ π 
 3. tan (arctan x) = x เมื่อ x ∈ R 
  arctan (tan x) = x เมื่อ - 2

π  ≤ x ≤ 2
π  

 4. cot (arccot x) = x เมื่อ x ∈ R 
  arccot (cot x) = x เมื่อ 0 ≤ x ≤ π 
 5. sec (arcsec x) = x เมื่อ x ≤ -1 หรอื x ≥ 1 
  arcsec (sec x) = x เมื่อ 0 ≤ x < 2

π  หรอื 2
π  < x ≤ π 

 6. csc (arccsc x) = x เมื่อ x ≤ -1 หรอื x ≥ 1 
  arccsc (csc x) = x เมื่อ - 2

π  < x < 0 หรือ 0 < x ≤ 2
π  
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 รูปสามเหลี่ยม ABC เมื่อ a, b, c เปนความยาวของดานตรงขามมุม A, B และ C ตามลําดับ 
 กฎของโคไซน กฎของไซน 
 a2 = b2 + c2 - 2bc cos A a

Asin   =  b
Bsin   =  c

Csin  

 b2 = a2 + c2 - 2ac cos B 
 c2 = a2 + b2 - 2ab cos C  
 การหาพื้นท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC เมื่อ a, b, c เปนความยาวของดานตรงขามมุม A, B และ C 

ตามลําดับ 
 พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม ABC = 2

1 ab sin C = 2
1 bc sin A = 2

1 ac sin B 

 

ตัวอยางขอสอบเรื่องฟงกชันตรีโกณมิติ 
 

1. ถา cos θ - sin θ = 3
5  แลวคาของ sin 2θ เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 13
4  2) 13

9  3) 9
4  4) 9

13  
 
2. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีมุม A เทากับ 60°, BC = 6  และ AC = 1 คาของ cos (2B) 

เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 4
1  2) 2

1  3) 2
3  4) 4

3  
 
3. ให -1 ≤ x ≤ 1 เปนจํานวนจริงซ่ึง arccos x - arcsin x = 2552

π  แลวคาของ sin 





 π
2552  เทากับ   

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 2x 2) 1 - 2x2 3) 2x2 - 1 4) -2x  
4. คาของ 














o
o

o
o

10 cos
30 cos  

10 sin
30 sin -  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) -1 2) 1  3) 2 4) -2   
5. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยม และ D เปนจุดก่ึงกลางดาน BC ถา AB = 4 หนวย, AC = 3 หนวย 

และ AD = 2
5  หนวย แลวดาน BC ยาวเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 3 2) 4  3) 5 4) 6  
6. ถา arcsin (5x) + arcsin (x) = 2

π  แลวคาของ tan (arcsin x) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

  1) 5
1  2) 3

1  3) 
3

1  4) 2
1  
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7. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลีย่มท่ีมีดาน AB ยาว 2  หนวย ถา BC3 + AC3 = 2BC + 2AC แลว 
cot C มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) 
3

1  2) 2
1  3) 1 4) 3  

 
8. ถา 1 – cot 20° = o25cot   1

x
-

 แลว x มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
 
9. ถา (sin θ + cos θ)2 = 2

3  เมื่อ  0 ≤ θ ≤ 4
π   แลว arccos (tan 3θ) มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
10. กําหนดให x เปนจํานวนจริง ถา sin x + cos x = a และ sin x - cos x = b แลวคาของ sin 4x เทากับ

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) 2

1 (a3b - ab3) 2) 2
1 (ab3 - a3b)

 
 3) ab3 - a3b 4) a3b - ab3 

 
11. กําหนดให f 








1 x 
x
-  = x

1  เมื่อ x ≠ 0 และ x ≠ 1 ถา 0 < θ < 2
π  แลว f(sec2 θ) เทากับขอใดตอไปนี้  

 (PAT 1 มี.ค. 53)  
  1) sin2 θ 2) cos2 θ 3) tan2 θ 4) cot2 θ  
12. ให α และ β เปนมุมแหลมของรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก โดยที่ tan α = b

a   

 ถา cos 
































+ 22  b a
a arcsin  + sin 

































+ 22  b a
a arccos  = 1 แลว sin β มีคาเทากับเทาใด 

(PAT 1 มี.ค. 53)   
13. คาของ ooo

oo

36 cos  18  tan36 sin
72 cos  36 cos

+
-  เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)  

 
14. กําหนดให x เปนจํานวนจริง ถา arcsin x = 4

π  แลวคาของ sin 







+π )(x arccos  15
2  อยูในชวงใด       

(PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 







2
1 0,  2) 














2
1 ,2

1  3) 













2
3 ,

2
1  4) 







 1 ,2
3  

 
15. ในรูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ ถา a, b และ c เปนความยาวของดานตรงขามมุม A มุม B และมุม C 

ตามลําดับ แลว a
1  cos A + b

1  cos B + c
1  cos C เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

  1) 2abc
c   b a 222 ++  2) abc

c)   b (a 2++  3) 2abc
c)   b (a 2++  4) abc

c   b a 222 ++  
 
16. ถา sin 15° และ cos 15° เปนคําตอบของสมการ x2 + ax + b = 0 แลว คาของ a4 - b เทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) -1 2) 1  3) 2 4) 1 + 3 2   



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________________ คณิตศาสตร (51) 

17. ให T(x) = sin x - cos2 x + sin3 x - cos4 x + sin5 x - cos6 x + ... แลวคาของ 3T 





 π
3  เทากับ  

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) 4 3  - 1 2) 5 3  - 1  3) 6 3  - 1 4) 7 3  - 1  
18. ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยม ดังรูป 
 

A

B D E C

 

 
 ถามุม CBAˆ  = 30° , CABˆ  = 135° และ AD และ AE แบงมุม CABˆ  ออกเปน 3 สวนเทาๆ กันแลว 

BC
EC  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53) 

  1) 3
1  2) 3  3) 2

1  4) 2  
 

19. คาของ 












+

+

13
12 arcsin  13

5 arcsin sin
9
7 arctan  3

1arccot   5
1arccot  tan -

 เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  

 
20. กําหนดให (sin 1°)(sin 3°)(sin 5°)...(sin 89°) = n2

1  คาของ 4n เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  
 
21. กําหนดให a เปนจํานวนจริง และสอดคลองกับสมการ 5 (sin a + cos a) + 2 sin a cos a = 0.04 คาของ 

125 (sin3 a + cos3 a) + 75 sin a cos a เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
22. ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยม โดยที่ sin A = 5

3  และ cos B = 13
5  คาของ cos C เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 65

16  2) - 65
16

 
3) 65

48  4) - 65
33  

 
23. คาของ cot (arccot 7 + arccot 13 + arccot 21 + arccot 31) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 4

11   2) 4
13

 
3) 2

9  4) 2
25  

 
24. คาของ log2 (1 + tan 1°) + log2 (1 + tan 2°) + ... + log2 (1 + tan 44°) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
 
25. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมใดๆ มีความยาวตรงขามมุม A, B และ C เปน a, b และ c หนวย 

ตามลําดับ ถา a2 + b2 = 31c2 แลวคาของ 3 tan C (cot A + cot B) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   
26. ให A เปนเซตคําตอบของ cos x = cos 







4
x  จํานวนสมาชิกในเซต AI (0, 24π) เทากับเทาใด      

(PAT 1 มี.ค. 54)  
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เวกเตอรในสามมิติ 
 
เวกเตอร 
 ปริมาณท่ีมีแตขนาดเพียงอยางเดียว เรียกวา ปริมาณสเกลาร  
 ปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง เรียกวา ปริมาณเวกเตอร  
  
 AB  เปนสัญลักษณแทนเวกเตอร AB โดยมีจุดเริ่มตนท่ี A 

และจุดสิ้นสุดท่ี B  
 | AB | เปนสัญลักษณแทนขนาด ของAB  
 
 
การขนานกนัของเวกเตอร 
 u  และ v  ขนานกัน ก็ตอเมื่อ เวกเตอรท้ังสอง มีทิศทางเดียวกัน หรอื ทิศทางตรงกันขาม  
การเทากนัของเวกเตอร 
 u  เทากับ v  ก็ตอเมื่อ เวกเตอรท้ังสอง มีขนาดเทากันและทิศทางเดียวกัน เขียนแทนดวย u  = v   
นิเสธของเวกเตอร 
 นิเสธของ u  คือ เวกเตอรมีขนาดเทากับขนาดของ u แตมีทิศทางตรงกันขาม เขียนแทนดวย - u   
การบวกเวกเตอร  
 ผลบวกของ AB  และ BC  เขียนแทนไดดวย AC  = AB  + BC    
การลบเวกเตอร 
 ผลลบของ u  ดวย v  หมายถึง ผลบวกของ u  และนิเสธของ v  เขยีนแทน ดวย u  - v  น่ันคือ    
u  - v  = u  + (- v )  
การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
 ua  โดย a ∈ R  และ u  เปนเวกเตอรท่ีมิใช 0  จะได 
 - ถา a = 0 จะได ua  = 0  
 - ถา a > 0 จะได |ua|  = a| u | โดย ua  กับ u  มีทิศทางเดียวกัน 
 - ถา a < 0 จะได |ua|  = |a|| u | โดย ua  กับ u  มีทิศทางตรงขามกัน  
ทฤษฎีเกีย่วกับการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
  สําหรับ u  ≠ 0   และ v  ≠ 0  
 - u  ขนานกับ v   ก็ตอเมื่อมีจํานวนจริง a ≠ 0 ท่ีทําให u  = va  
 - u  ไมขนานกับ v   ถา ua  + vb  = 0  แลว a = 0 และ b = 0 
 

B

A



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________________ คณิตศาสตร (53) 

เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

 จุดเริ่มตนท่ี A(x1, y1) และจุดสิ้นสุดท่ี B(x2, y2) จะเขียนแทน AB  ดวย 












12
12

 y y
xx

-
-

  
 
เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

 จุดเริ่มตนท่ี A(x1, y1, z1) และจุดสิ้นสุดท่ี B(x2, y2, z2) จะเขียนแทน AB  ดวย 




















12
12
12

z  z
 y y
 x x

-
-
-

  

 
บทนิยาม เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ

การเทากนั  










b
a

 = 











d
c

  ก็ตอเมื่อ 

a = c และ c = d 
















c
b
a

 = 


















f
e
d

  ก็ตอเมื่อ 

a = d, b = e และ c = f 

การบวกเวกเตอร 











b
a

 + 











d
c

 = 











+
+

d  b
ca

 
















c
b
a

 + 


















f
e
d

 = 


















+
+
+

 f c
e  b
d  a

 

 

เวกเตอรศูนย เวกเตอรศูนย คือ 












0
0

 เวกเตอรศูนย คือ 


















0
0
0

 

การลบเวกเตอร 











b
a

 - 











d
c

 = 











d  b
ca

-
-

 
















c
b
a

 - 


















f
e
d

 = 


















 f c
e  b
d  a

 -
-
-

 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
α












b
a

 = 











α
α

b
a

 

เมื่อ α เปนจํานวนจริงใดๆ  

α
















c
b
a

 = 
















α
α
α

c
b
a

 

เมื่อ α เปนจํานวนจริงใดๆ  
 
ขนาดของเวกเตอรในสองมิติ และสามมิติ 

 AB  = 











b
a

 และขนาดของเวกเตอร 











b
a

 เทากับ 22 ba +  

 

AB  = 
















c
b
a

  และขนาดของเวกเตอร 
















c
b
a

 เทากับ 222 cba ++  
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เวกเตอรหนึ่งหนวยในสองมิติและสามมิติ 

 เวกเตอรท่ีมีขนาดหน่ึงหนวยของเวกเตอร 











b
a

 คือ 
22 ba

1
+












b
a

  

 เวกเตอรท่ีมีขนาดหน่ึงหนวยของเวกเตอร 


















d
b
a

 คือ 
222 cba

1
++ 
















c
b
a

 

 ให u  = 











b
a

 สามารถเขียนเปน u  = a i  + b j  

 และ u  = 
















c
b
a

 สามารถเขียนเปน u  = a i  + b j  + c k   

 
โคไซนแสดงทิศทาง 

 OP  = 


















3
2
1

a
a
a

 กําหนด α, β, γ ∈ [0, π] เปนมุมท่ีวัดจากแกนพิกัดดานบวกท้ังสามตามลําดับไปยัง OP   

 จะได cos α = 
|OP|

a1  , cos β = 
|OP|

a2  , cos γ = 
|OP|

a3  
 
ผลคูณเชิงสเกลาร 
 ใหผลคูณเชิงสเกลารของ u  และ v  เขียนแทนดวย u  ⋅ v  
 เวกเตอรสองมิต ิ ให  u  = x1 i  + y1 j   และ v  = x2 i  + y2 j  
  จะได u  ⋅ v  = x1x2 + y1y2  
 เวกเตอรสามมิต ิ ให  u  = x1 i  + y1 j  + z1 k  และ v  = x2 i  + y2 j  + z2 k    
  จะได u  ⋅ v  = x1x2 + y1y2 + z1z2   
 สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร 
 1. ถา θ เปนมุมระหวาง เวกเตอร u  กับ v  แลว u  ⋅ v  = | u || v | cos θ  
 2. ถา u  ตั้งฉากกับ v  แลว u  ⋅ v  = 0  
 3. u  ⋅ u  = | u |2 
 4. | u  ± v |2 = | u |2 ± 2 u  ⋅ v  + | v |2  
ผลคูณเชิงเวกเตอร  

 ผลคูณเชิงเวกเตอร ของ u  = 


















3
2
1

a
a
a

 และ v  = 


















3
2
1

b
b
b

 คือเวกเตอร 


















1221
3113
2332

ba  ba
ba  ba
ba  ba

-
-
-

 

 หรือ
32
32

   bb
a   a

i  - 
31
31

   bb
a   a

j  + 
21
21

   bb
a  a

k  

 เขียนแทนดวย u  × v  อานวา “เวกเตอรยูครอสเวกเตอรวี” 
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สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร 
 1. กําหนด u , v , w  เปนเวกเตอรใดๆ ในสามมิติ และ k เปนจํานวนจริงใดๆ  

  u  × v  = -( v  × u ) 

  ( u  + v ) × w  = ( u  × w ) + ( v  × w ) 

  u  × ( v  + w ) = ( u  × v ) + ( u  × w ) 

  u  × (k v ) = k( u  × v ) 

  (k u ) × v  = k( u  × v ) 
  u  × u  = 0  

  i  × j  = k , j  × k  = i , k  × i  = j  
 2. ให u , v , w  เปนเวกเตอรใดๆ ในสามมิติ จะไดวา u  ⋅ ( v  × w ) = ( u  × v ) ⋅ w  
 3. ถา u  ≠ 0  และ v  ≠ 0  จะไดวา | u  × v | = | u || v | sin θ  
  เมื่อ θ เปนมุมระหวาง u  และ v , 0° ≤ θ ≤ 180° 
 4. ให u  และ v  เปนเวกเตอรในสามมติิ ซ่ึงไมใชเวกเตอรศูนยและไมขนานกัน  
  จะไดวา u  × v  ตั้งฉากกับ u  และ v    
พ้ืนที่รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 
 
 พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมดานขนานเทากับ | u  × v | = | u || v | sin θ 
 
 
 
ปริมาตรรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 
 
 
   ปริมาตรของรูปทรงเทากับ | u  ⋅ ( v  × w )| 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

v

u

θ sin |v|

θ

v

u
r  v ×

r

h
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ตัวอยางขอสอบเรื่องเวกเตอรในสามมิติ 
 
1. กําหนดให ABCD เปนรูปสี่เหลีย่มดานขนาน M เปนจุดบนดาน AD ซ่ึง AM  = 5

1 AD  และ N เปน     

จุดบนเสนทแยงมุม AC ซ่ึง AN  = 6
1 AC  ถา MN  = aAB  + b AD  แลว a + b เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 15

2  2) 5
1  3) 3

1  4) 1 
 
2. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย ถาเวกเตอร u  + 2 v  ตั้งฉากกับเวกเตอร 2 u  + v  

แลว u  ⋅ v  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) - 5

4  2) 0 3) 5
1  4) 5

3  
 
3. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย ถาเวกเตอร 3 u  + v  ตั้งฉากกับเวกเตอร u  + 3 v  

แลวเวกเตอร 5 u  - v  มีขนาดเทากับขอใดตอไปนี้  
 (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 3 หนวย 2) 3 2  หนวย 3) 4 หนวย 4) 4 2  หนวย  
4. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรซ่ึง | u  ⋅ v | ≠ | u || v | ถา a( v  - 2 u ) + 3 u  = b(2 u  + v ) 

แลวคาของ a อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 







2
1 0,  2) 





 1 ,2
1  3) 







2
3 1,  4) 





 2 ,2
3  

 
5. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีไมเทากับเวกเตอรศูนยซ่ึง u  ตั้งฉากกับ v   และ u  + v  ตั้งฉากกับ 

u  - v  พิจารณาขอความตอไปนี้ 
    ก. | u | = | v |    ข. u  + 2 v  ตั้งฉากกับ 2 u  - v  
 ขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 52)  
  1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
6. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลีย่มท่ีมี D เปนจุดบนดาน AC และ F เปนจุดบนดาน BC  
 ถา AD  =  4

1 AC , BF  =  3
1 BC  และ DF  =  a AB  + b BC   แลว b

a  มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
 
7. ให a  และ b  เปนเวกเตอร กําหนดโดย a  = i  + 2

1 j  - 3p k  และ b  = -2p i  + 2 j  + p k  เมื่อ p 
เปนจํานวนจริง ถา a  ตั้งฉากกับ b  และขนาดของ b  เทากับ 3 แลว คาของ p อยูในชวงขอใดตอไปนี ้ 

 (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 







2
3 3,  --   2) 






 0 ,2

3 -  3) 







2
3 0,  4) 






 3 ,2
3  
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8. ให u , v  และ w  เปนเวกเตอร กําหนดโดย u  = i  + 2 j  + 3 k  , v  = 2 i  - d j  + k ,             
w  = a i  + b j  + c k  เมื่อ a, b, c และ d เปนจํานวนจริง ถา u  ⋅ w  = 2, u  ⋅ ( v  + w ) = 3,        
v  + w  = i  + q j  + r k  เมื่อ q, r เปนจํานวนจริง และ w  ขนานกับ - i3

2  + j2
1  + k3

1  แลวคาของ  
a + 4b + 2c เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

9. กําหนด u  และ v  เปนเวกเตอร โดยท่ี u  = i  + 3 j , | v | = 3 และ | u  - v | = 4 คาของ     
| u  + v | เทากับขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 6  2) 10  3) 13  4) 4  
10. กําหนดให u  = 2 i  - 5 j  และ v  = i  + 2 j  ให w  เปนเวกเตอร โดยที่ u  ⋅ w  = -11 และ v  ⋅ w  = 8 

ถา θ เปนมุมแหลมท่ีเวกเตอร w  ทํามุมกับเวกเตอร 5 i  + j  แลว tan θ + sin 2θ เทากับเทาใด     
(PAT 1 ก.ค. 53)   

11. กําหนดให u , v  และ w  เปนเวกเตอรในระนาบและ x, y เปนจํานวนจริง โดยที่ u  = x i  + y j ,        
v  = 4 i  - 3 j  และ w  = 2 i  + j  ถา | u  - v |2 = | u |2 + | v |2 และ 5x + 5y = 21 แลวคาของ 
u  ⋅ w  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  

 1) 5  2) 6 3) 10 4) 14  
12. กําหนดให u , v  และ w  เปนเวกเตอรในระนาบ ขอใดตอไปนี้ถูกตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ( u ⋅ v )2 ≥ ( u ⋅ u )( v ⋅ v ) 
 2) ถา ( u ⋅ v )2 = (| u || v |)2 แลว u  ตั้งฉากกับ v  
  3) ถา u  + v  + w  = 0 , | u | = 3, | v | = 4 และ | w | = 7 แลว u  ⋅ v  = 12 
 4) | u  - v |2 = | u |2 - | v |2  
13. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรใดๆ โดยที่ | u | = 1, | v | = 3 และ u  ทํามุม 60° กับ v  คาของ 

v  u2
|v  u|

-
+  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) 19
13  2) 7

13

 
3) 1 4) 19

7  
 
14. กําหนดให A(a, b), B(4, -6) และ C(1, -4) เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม ABC ถา P เปนจุดบนดาน AB 

ซ่ึงอยูหางจากจุด A เทากับ 5
3  ของระยะระหวาง A และ B และเวกเตอร CP  = i  + 2 j  แลว a + b 

เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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จํานวนเชิงซอน 
 
จํานวนเชิงซอน 
 ประกอบดวย จํานวนจริง และจํานวนจินตภาพ  
การเขียนจํานวนเชิงซอน 
 ใช z แทนจํานวนเชิงซอน 
  z = a + bi 
 โดยที่ a คือ สวนจริง Re(z) 
  b คือ สวนจินตภาพ Im(z) 
 และ กําหนดให i = 1-   
คาของ in 
 4 หาร n แลวเหลือเศษ 1 จะมีคาเทากับ  i  
 4 หาร n แลวเหลือเศษ 2 จะมีคาเทากับ  -1 
 4 หาร n แลวเหลือเศษ 3 จะมีคาเทากับ  -i 
 4 หาร n ลงตัว จะมีคาเทากับ   1  
การดําเนินการของจํานวนเชิงซอน 
 กําหนดให z1 = a + bi และ z2 = c + di 
 1. z1 ± z2 = (a ± c) + (b ± d)i 
 2. z1 ⋅ z2 = (ac - bd) + (ad + bc)i 

 3. 
2
1

z
z  = 22 d  c

di)   bi)(c (a
+

+ -  
 
สังยุค (Conjugate) 
 คาสังยุคของ z = a + bi เทากับ z  = a - bi 
 สมบัติของสังยุค 
 1. z  = z 
 2. cz  = c z  

 3. 21 z  z ±  = 1z  ± 2z  

 4. 21 zz   ⋅   = 1z ⋅ 2z  

 
5.

 









2
1z

z  = 
2
1

z
z  
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คาสัมบูรณ 
 คาสัมบูรณหรอืขนาดของ z = a + bi คือ |z| = 22 ba +  
 สมบัติของคาสัมบูรณ 
 1. | z | = |-z| = |z| 
 2. z ⋅ z  = |z|2 
 3. |z1 ⋅ z2|  = |z1| ⋅ |z2| 

 4.   

2
1z

z  =   

2
1z

z   เมื่อ | z2| ≠ 0 

 
5. |zn| = |z|n 

 
6. |z-1|= |z|

1  เมื่อ |z| ≠ 0 

 
7. |z1 + z2|2 = |z1|2 + z1 ⋅ 2z  + 1z  ⋅ z2 + |z2|2 

 
อินเวอรสของจํานวนเชิงซอน 
 อินเวอรสของ z คือ z-1 = 2|z|

z  
 
จํานวนเชิงซอนในรูปเชิงข้ัว 
 จากรูป 
 

  
 จะไดวา  z = a + bi 
 เปลี่ยนเปน z = r(cos θ + i sin θ) โดยที่ r = 22 ba +   
 
 สมบัติของจํานวนเชิงซอนในรูปของเชิงข้ัว 
 กําหนดให z1 = r1 (cos θ1 + i sin θ1) และ z2 = r2 (cos θ2 + i sin θ2) 

 1. z1 ⋅ z2 = r1 ⋅ r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)) 
 2. 

2
1

z
z  = 

2
1
r
r  (cos (θ1 - θ2) + i sin(θ1 - θ2)) 

 
3. |z1|n  = rn (cos (nθ1) + i sin (nθ1))  
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รากที่ n ของจํานวนเชิงซอน 

 z1/n = r1/n 























 θπθπ +++ n   2k sin  i n   2kcos  เมื่อแทนคา  

 k = 0, 1, 2, 3, ..., n - 1 
 
กําหนดให P(x) = 0 เปนสมการพหุนามที่มีสัมประสิทธิ์ของพจนทุกพจนเปนจํานวนจริงจะไดวา 
 ถา z = a + bi เปนรากคําตอบของ P(x) แลว z  = a - bi จะเปนรากคําตอบของ P(x) ดวย 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องจํานวนเชิงซอน 
 
1. กําหนดให S เปนเซตคําตอบของสมการ  z2 + z + 1 = 0 เมื่อ z เปนจํานวนเชิงซอน เซตในขอใดตอไปนี้

เทากับเซต S (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) {-cos 120° - i sin 60°, cos 60° + i sin 60°} 
 2) {cos 120° + i sin 60°, -cos 60° + i sin 60°} 
 3) {-cos 120° - i sin 120°, -cos 60° + i sin 60°} 
  4) {cos 120° + i sin 120°, -cos 60° + i sin 60°}  
2. กําหนดให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง |z1 + z2|2 = 5 และ |z1 - z2|2 = 1 คาของ               

|z1|2 + |z2|2 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 1 2) 2  3) 3 4) 4  
3. กําหนดให z เปนจํานวนเชิงซอนที่สอดคลองกับสมการ z4 + 1 = 0 คาของ 

2
z1  z +  เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 1 2) 2  3) 3 4) 4  
4. กําหนดให z1 ⋅ z2 เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง |z1 + z2| = 3 และ z1 ⋅ 2z  = 3 + 4i คาของ |z1|2 + |z2|2 

เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
  1) 3 2) 4 3) 5 4) 6  
5. กําหนดให z เปนจํานวนเชิงซอนท่ีสอดคลองกับ z3 - 2z2 + 2z = 0 และ z ≠ 0 ถาอารกิวเมนตของ z อยู

ในชวง 




 π

2 0,  แลว 2
4

)z(
z  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) -2i 2) 1 - i 3) 1 + i 4) 2i  
6. กําหนดให w, z เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง w  = z - 2i และ |w|2 = z + 6 ถาอารกิวเมนตของ w อยู

ในชวง 



 π

2 0,  และ w = a + bi เมื่อ a, b เปนจํานวนจริง แลว a + b มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
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7. ให z1, z2, z3, ... เปนลําดับของจํานวนเชิงซอน โดยที่ z1 = 0, zn+1 = 2
nz  + i สําหรับ n = 1, 2, 3, ... 

เมื่อ i = 1-  คาสัมบูรณของ z111 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) 1 2) 2  3) 3  4) 110   
8. ให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ และ 2z  แทนสังยุค (Conjugate) ของ z2 ถา 5z1 + 2z2 = 5 และ 

2z  = 1 + 2i เมื่อ i2 = -1 แลวคาของ | 1
15z- | เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

9. ให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอน ถา 1
1z
-  = 5

3  - 5
4 i เมื่อ i2 = -1 และ 5z1 + 2z2 = 5 แลว 2z  

เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) 3 - 2i 2) 3 + 2i 3) 1 - 2i  4) 1 + 2i  

10. ถา n เปนจํานวนเต็มบวกท่ีนอยที่สุดท่ีทําให 
n

2
2i  2

2













+  = 1 เมื่อ i2 = -1 แลว n มีคาเทากับเทาใด 

(PAT 1 ก.ค. 53)   
11. พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ถา z เปนจํานวนเชิงซอนท่ีสอดคลองกับสมการ z2 = i2

i2
+
+  + 2i1

4i3
+
+  +  i 3

15i  5
-
+  เมื่อ i = 1-  

แลวคาสัมบูรณของ z เทากับ 37  
  ข. ถา x และ y เปนจํานวนจริงท่ีสอดคลองกับสมการ  yix 

2i5
+
+-  =  4) 3)(i  2)(i 1)(ii(i

10
++++  แลว

คาของ x + y = 15 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก    4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
12. ถา (1 + bi)3 = -107 + ki เมื่อ b, k เปนจํานวนจริง และ i = 1-  แลว |k| เทากับเทาใด  
 (PAT 1 ต.ค. 53)   
13. กําหนดให a, b และ z เปนจํานวนเชิงซอน โดยที่ |a| ≠ |b|, |a| ≠ 1 และ |b| ≠ 1 ถา              

|az + b| = |a zb| +  แลว |z| เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 1 2) 2 3) 3 4) 4  
14. ถา x - 1 + i เปนตัวประกอบของพหุนาม P(x) = x3 + ax3 + 4x + b เมื่อ a และ b เปนจํานวนจริง แลว

คาของ a2 + b2 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 17  2) 13 3) 8 4) 5  
15. กําหนดให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอน โดยที่ |z1| = |z1 + z2| = 3 และ |z1 - z2| = 3 3  คาของ  

|zz  zz|
|5z|  |z11|
2121
21

+
-  เทากับเทาใด ( z  แทนสังยุค (Conjugate) ของ z) (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ลําดับและอนุกรม 
 
ลําดับ คือ ฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก 
 เขียนแทนในรูป a1, a2, a3, ..., an  
ลําดับเลขคณิต 
 ผลตางรวม d = an+1 - an 
 พจนท่ัวไป an = a1 + (n - 1)d  
ลําดับเรขาคณิต 
 อัตราสวนรวม  r = 

n
1n

a
a +  

 พจนท่ัวไป  an = a1rn-1  
ลิมิตของลําดับ an เขียนแทนดวย nn

alim
∞→

 

 ถา nn
alim

∞→
 หาคาได  จะเรียกวา  ลําดับลูเขา หรือลําดับคอนเวอรเจนต 

 ถา nn
alim

∞→
 หาคาไมได จะเรียกวา  ลําดับลูออก หรือลําดับไดเวอรเจนต 

 
การหาคา limit ของลําดับอนันต 
 กําหนดให k > 1 
 - n

n
klim

∞→
 หาคาไมได 

 - 
∞→n

lim
n

k
1 





  = 0 

 
ทฤษฎีของ limit 
 ถา an และ bn เปนลําดับคอนเวอรเจนตและ c เปนคาคงท่ีแลว 
 1. 

∞→n
lim c = c 

 2. 
∞→n

lim can = c nn
alim

∞→
 

 
3. 

∞→n
lim (an ± bn) = nn

alim
∞→

 ± nn
blim

∞→
  

 
4. 

∞→n
lim (an ⋅ bn) = nn

alim
∞→

 ⋅ nn
blim

∞→
   

 

5. 
∞→n

lim 













n
n

b
a  = 

n

n

b
n
lim

a
n
lim

∞→

∞→  โดยที่ 
∞→n

lim bn ≠ 0 

 
6. 

∞→n
lim (an)k = (

∞→n
lim an)k  
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สัญลักษณแทนการบวก 
 ใชสัญลักษณ ∑ อานวา “ซิกมา”  
 ∑ an =  a1 + a2 + a3 + ... + an 

 
 สมบัติของ ∑ เมื่อ c เปนคาคงตัว 

  1. ∑
n

=1i
c  = c ⋅ n   2. ∑ ⋅

n

=1i
i )a  (c  = c ∑

n

1=i
ia  

 
3. ∑ ±

n

=1i
ii ) b(a   = ∑

n

1=i
ia ± ∑

n

1=i
i b  

 
 
 
 
 ทฤษฎีบทเกี่ยวกบั ∑ 
 1. ∑ n = 2

1)+ n(n  2. ∑ n2 = 6
1)+1)(2n+n(n  

 3. ∑ n3 = 
2

2
1)  n(n




 +  

 
ผลบวก n พจนแรกของอนุกรมสามารถเขียนแทนดวย Sn  
 น่ันคือ Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an 

 
  Sn = ∑ an  
 และ an = Sn - Sn-1 

 
 
อนุกรมเลขคณิตจํากัด 
 Sn = 2

n [2a1 + (n - 1) d] หรือ Sn = 2
n [a1 + an]  

 
อนุกรมเรขาคณิตจํากัด 

 Sn = r  1
)r  (1a n

1
-
-  

 
อนุกรมอนันต 
 S∞ = a1 + a2 + a3 + ...โดยที่ S∞ = 

∞→n
lim Sn 

 

 - ถา 
∞→n

lim Sn หาคาได  จะเรียกวา  อนุกรมลูเขา หรือ อนุกรมคอนเวอรเจนต 

 - ถา 
∞→n

lim Sn หาคาไมได จะเรียกวา  อนุกรมลูออก หรือ อนุกรมไดเวอรเจนต 
 
อนุกรมเรขาคณิตอนันต 
 S∞  =  r  1

a1
-  โดยที่ -1 < r < 1 

ขอตกลง ∑
n

=1i
 i  สามารถเขียนแทนดวย ∑ n 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องลําดับและอนุกรม 
 

1. ถา 
∞→n

lim
1 a2n
1  bn

2
2

-
+  = 1 แลวผลบวกของอนุกรม ∑

∞

+ 













=1n

n

22 ba
ab  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 3
1  2) 3

2
  

3) 1 4) หาคาไมได 
 

2. กําหนดให an เปนลําดับท่ีสอดคลองกับ 
n
2n

a
a +  = 2 สําหรับทุกจํานวนนับ n ถา ∑

10

=1n
na  = 31 แลว 

∑
2552

=1n
na  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 21275 - 1 2) 21276 - 1 3) 22552 - 1 4) หาคาไมได  

3. ถา a1, a2, a3, ... เปนลําดับเรขาคณิตซ่ึง ∑
∞

=1n
na = 4 แลวคามากที่สุดท่ีเปนไปไดของ a2 เทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 4   2) 2 
  3) 1   4) หาคาไมไดเพราะ a2 มีคามากไดอยางไมมีขีดจํากัด  
4. กําหนดให an เปนลําดับเลขคณิตท่ีสอดคลองกับเงื่อนไข 

∞→n
lim 








n
aa 1n -  = 5 ถา a9 + a5 = 100 แลว 

a100 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 500    2) 515 
 3) 520    4) หาไมไดเพราะขอมูลไมเพียงพอ  
5. ถา A = 

∞→n
lim 














++++ 3
k

n  ...  27  8 1
2n  มีคาเปนจํานวนจริงบวกแลว แลวคาของ A เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 0 2) 2 3) 4 4) 8  

6. ถา ∑
∞

2=n 24 n  n
1 
-

 = A แลว ∑
∞

2=n 2n
1  มีคาเทากับเทาใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 4
3  + A

 
2) 4

5  + A
 

3) 4
3  - A 4) 4

5  - A 
 
7. กําหนดให an เปนลําดับซ่ึงสอดคลองกับเงื่อนไข 

na
1  + 

1na
1
+

 = 1 สําหรับทุกจํานวนนับ n ถา          

a1 + a2 + ... + a100 = 250 แลว |a2552 - 2.5| มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 1 + 5  2) 2 + 5   3) 2
5

 
4) 2 5  
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8. พิจารณาขอความตอไปนี ้

   ก. ถา ลําดับ an ลูเขา แลว อนุกรม ∑
∞

=1n
na  ลูเขา 

   ข. ถา อนุกรม ∑
∞

=1n
na  ลูเขา แลว อนุกรม ∑

∞
+ 














=1n n
n

2
a  1  ลูเขา 

 ขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  

9. ถา an เปนลําดับเลขคณิตซ่ึง 
∞→n

lim 












+ n

a  a 2n2 1n -  = 4 แลว 2
aa 917 -  มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
10.

 
∞→n

lim 













++++
++++
3

3
n  ...  27 8  1

3n  ...  27n  12n  3n  มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
 
11. ผลบวกของอนุกรม 3 + 4

11  + 16
33  + ... + 1n

nn

4
2  2  3

-
-+  + ... เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 3
20  2) 3

29  3) 3
31  4) 3

40  
 
12. ถา {an} เปนลําดับของจํานวนจริงท่ี an = 2n

2n...642 ++++  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n แลว 

∞→n
lim an มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)  

 

13. กําหนดให Sn = ∑ 













+++

n

=1k 1  kk  1)  (kk
1  สําหรับ n = 1, 2, 3, ... คาของ 

∞→n
lim Sn เทากับเทาใด 

(PAT 1 มี.ค. 53)   
14. กําหนดให x, y, z เปนลําดับเรขาคณิต มีอัตราสวนรวมเทากับ r และ x ≠ y ถา x, 2y, 3z เปนลําดับเลขคณิต 

แลวคา r เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) 4

1  2) 3
1  3) 2

1  4) 2 
 

15. กําหนดใหอนุกรมตอไปนี ้  A = ∑
1000

=1k
k1)(- , B = ∑

20

3=k
2k , C = ∑

100

=1k
k , D = ∑

∞








=1k

k
2
12  คาของ         

A + B + C + D เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) 7,917 2) 7,919 3) 7,920 4) 7,922  

16. คาของ 
∑

∑

=

=
44

1n

44

1n

n sin 

n cos 
 - 

∑

∑

=

=
44

1n

44

1n

n cos 

n sin 
 เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  
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17. ให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ a1 + a2 + a3 + ... + an = n2an สําหรับ n = 1, 2, 3, ...      

ถา a1 = 100 แลว ∞→n
lim n2an

 
 มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  

 
18. กําหนดให β เปนจํานวนจริง และให {an} เปนลําดับของจํานวนจริงท่ี นิยามโดย an = 2  n

7  n
+

β -  สําหรับ  
n = 1, 2, 3, ... ถาผลบวก 9 พจนแรกมีคามากกวาผลบวก 7 พจนแรกของลําดับ {an} เปนจํานวนเทากับ 
a108 แลว ∞→n

lim an มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  
 
19. กําหนดให an = 

2
n1  1  1 




 ++  + 2

n1  1  1 




+ -  สําหรับ n = 1, 2, 3, ...  

 คาของ 
1a
1  + 

2a
1  + 

3a
1  + ... + 

20a
1   เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  

 
20. ให k เปนคาคงท่ี และถา 

∞→n
lim 5

45

2)(n
2  3n  n)  k(n

+

+++  = 15 + 6 + 5
12  + ... + 15

1n
5
2 -






  + ... แลว k 

มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   

21. กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ an = ∑ +

n

=1k

2
1)  1)(2k  (2k

k -  สําหรับ n = 1, 2, 3, ... 

∞→n
lim n

16 an เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  

  1) 4 2) 3
16

 
3) 8 4) 16 

 
22. กําหนดให {an} เปนลําดับเลขคณิต โดยมีสมบัติ ดงัน้ี 
   ก. a15 - a13 = 3 
  ข. ผลบวก m พจนแรกของลําดับเลขคณิตน้ี เทากับ 325  
  ค. ผลบวก 4m พจนแรกของลําดับเลขคณิตน้ี เทากับ 4900 
 แลวพจน a2m เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) 2

61   2) 2
121

  
3) 2

125   4)119 
 
23. กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ a1 = 2 และ an = 






 +

1n
1  n

- (a1 + a2 + a3 + ... + an-1) 

สําหรับ n = 2, 3, ... แลวคาของ 
∞→n

lim
n21 a  ...  a  a

n
+++  เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  

 
24. บทนิยาม ให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง 
   เรียกพจน an วา พจนคู ถา n เปนจํานวนคู และ 
  เรียกพจน an วา พจนค่ี ถา n เปนจํานวนคี่ 
 กําหนดให {an} เปนลําดับเลขคณิต โดยที่มีจํานวนพจนเปนจํานวนคู และผลบวกของพจนค่ีท้ังหมด เทากับ 

36 และผลบวกของพจนคูท้ังหมดเทากับ 56 ถาพจนสุดทายมากกวาพจนแรก เปนจํานวนเทากับ 38 แลว
ลําดับเลขคณิต {an} น้ี มีท้ังหมดกี่พจน (PAT 1 ต.ค. 53)  
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25. ให {bn} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ b1 = -3 และ bn+1 = n

n
 b 1
b1

-
+  สําหรับ n = 1, 2, 3, ... คาของ 

b1000 เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  
 

26. คาของ ∑
++++

9999

=1n )1  n  n)(1  n  n(
1 44   

 เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  
 
27. กําหนดให Sk = 13 + 23 + 33 + ... + k3 สําหรับ k = 1, 2, 3, ...  

 คาของ 
∞→n

lim  
















++++
n321 S

1  ...  
S
1  

S
1  

S
1  เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  

 
28. ถาผลคูณของลําดับเรขาคณิต 3 จํานวนที่เรียงติดกัน เทากับ 343 และผลบวกของทั้งสามจํานวนนี้ เทากับ 

57 แลวคามากที่สุดในบรรดา 3 จํานวนนี้ เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
29. กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ an+1 = n2 - an สําหรับ n = 1, 2, 3, ... คาของ a1 ท่ีทํา

ให a101 = 5100 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 50 2) 25 3) 1 4) 0  
30. กําหนดให 4 พจนแรกของลําดับเลขคณิต คือ 2a + 14, 2b - 1, 3b - a และ a + 3b เมื่อ a และ b เปน

จํานวนจริง พจนท่ี 1000 ของลําดับเลขคณิตนี้เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 3,997 2) 3,999  3) 4,001 4) 4,003  
31. ให a, b, c เปนจํานวนจริง โดยท่ี 2a, 3b, 4c เปนลําดับเรขาคณิต และ a

1 , b
1 , c

1  เปนลําดับเลขคณติ  

คาของ c
a  + a

c  เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
 
32. กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ a1 = 1 และ an + 1 ≤ an+1 และ an+5 ≤ an + 5 

สําหรับ n = 1, 2, 3, ... แลวคาของ 
∞→n

lim n
1















∑
=

+
n

1k
k k)  6  (a -  เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  

 
33. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ xf(x) + f(1 - x) = 2x - x2   

เมื่อ x ∈ R แลว คาของ ∑ +
54

25=x
)(  f(x)x   เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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แคลคูลัสเบื้องตน 
 
ลิมิตของฟงกชัน 
 การพิจารณาวา เมื่อ x เขาใกลจํานวนจริง a ใดๆ จะพิจารณาท้ัง 2 กรณี คือ 
 1. เมื่อ x เขาใกล a โดยที่ x < a จะกลาววา x เขาใกล a ทางดานซาย เขียนแทนดวยสัญลักษณ       

x → a- 
 2. เมื่อ x เขาใกล a โดยที่ x > a จะกลาววา x เขาใกล a ทางดานขวาเขียนแทนดวยสัญลักษณ        

x → a+ 
  

ax
lim
→

f(x) = L ก็ตอเมื่อ 
-ax

lim
→

 f(x) = 
+→ax

lim f(x) = L
 
 

 
การหาคาลิมิตของฟงกชัน 

ax
lim
→

f(x) ใหแทนคา x = a ใน f(x) 

 - ถาแทนออกมาแลวเปนจํานวนจริงใหตอบคาน้ันได 
 - ถาแทนออกมาแลวเปน 0

k  โดยที่ k ≠ 0 ใหตอบวา หาคาไมได 

 - ถาแทนออกมาแลวเปน 0
0 , ∞

∞  เรียกวา รูปแบบไมกําหนด ตองจัดรูปฟงกชันใหมดังน้ี 

  1. การแยกตัวประกอบ 
  2. การหาจํานวนท่ีเหมาะสมคูณท้ังเศษและสวน  
ทฤษฎีบทลิมิตของฟงกชัน 
 เมื่อ a เปนจํานวนจริงใดๆ ถา f และ g เปนฟงกชันท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของ R  
 1. clim  

ax→
 = c เมื่อ c เปนคาคงตัวใดๆ  

 
 2. xlim  

ax→
 = a 

 
 3. n

ax
xlim  

→
 = an, n ∈ I+

 
 

 
 4. ถา  

ax
lim
→

f(x) = L และ  

ax
lim
→

g(x) = M เมื่อ L และ M เปนจํานวนจริงใดๆ แลว 
 
 1. cf(x)lim  

ax→
 = c f(x)lim  

ax→
= cL, c เปนคาคงตัว 

 
 2. ][ g(x) f(x)lim  [ 

ax
±

→
 =  f(x)lim  

ax→
 ± g(x)lim  

ax→
 = L ± M 

 
 3. ][ g(x)f(x)lim     

ax
⋅

→
 =  f(x)lim  

ax→
⋅ g(x)lim  

ax→
 = L ⋅ M 
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 4. 








→ g(x)
f(x)lim  

ax
 =  g(x) lim

f(x)lim

ax

ax

→

→  = M
L  เมื่อ M ≠ 0 

 

 5. n
ax

][f(x)lim ( 

→
 =  

n

ax
 f(x)lim













→
 = Ln, n ∈ I+ 

 
 6. n

ax
f(x)lim  

→
 =  n

ax
f(x)lim  

→
 = n L , n ∈ I+ - {1} และ n L  ∈ R 

 
ความตอเนื่องของฟงกชัน 
 ให a เปนจํานวนจริงใดๆ ฟงกชัน f เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องท่ี x = a เมื่อฟงกชัน f มีสมบัติตอไปนี ้
 1. f(a) หาคาได 
 2.  

ax
lim
→

f(x) หาคาได [น่ันคือ 
-ax

lim
→

 f(x) = 
+→ax

lim f(x)] 

  3.  

ax
lim
→

f(x) = f(a)  
 
อัตราการเปลี่ยนแปลง 
 ถา y = f (x) เปนฟงกชันใดๆ เมือ่คาของ x เปลี่ยนไปเปน x + h โดยที่ h ≠ 0 และคาของ y เปลี่ยนจาก 
f(x) ไปเปน f(x + h) แลว 
 1. อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x ในชวง x ถึง x + h คือ h

f(x)h)+ f(x  -  

 2. อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x มีคาใดๆ คือ h
f(x)h)+ f(x lim  

0h
 - 

→
 

 
อนุพันธของฟงกชัน 
 ใชสัญลักษณ f ′(x), dx

dy , y ′ แทนอนุพันธของฟงกชัน f ท่ี x  

 โดยที่  f ′(x) = h
f(x)h)+ f(x lim  

0h
 - 

→
 

 สูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 
 1. dx

d (xn) = nxn-1 
 
 2. dx

d [f(x) ± g(x)] = f ′(x) ± g ′(x) 
 
 3. dx

d [f(x) ⋅ g(x)] = f(x) ⋅ g ′(x) + g(x) ⋅ f ′(x) 
 
 4. dx

d









g(x)
f(x)  = 2][g(x)

(x)g f(x) (x)f  g(x) ′′ ⋅⋅ - , g(x) ≠ 0 
 
 5. dx

d [f(x)]n = n[f(x)]n-1 ⋅ f ′(x) 
 

 
6. (fog)′(x) = f′(g(x)) ⋅ g′(x) 
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อนุพันธอันดับสูง  

 คือ การหาอนุพันธไปเรื่อยๆ ใชสัญลักษณ n
n

dx
yd  หรือ n

n

dx
f(x)d ][  แทน f(n)(x) 

 
ความชันของเสนโคง 
 ถา y = f(x) เปนสมการของเสนโคง ดังน้ัน 
 1. ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด (x, y) ใดๆ = f′(x) 
 2. ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด (x1 , y1) = f′(x1) 

 3. ความชันของเสนปกติท่ีจุด (x1 , y1) = )(xf
1
1′

- , f′(x1) ≠ 0 

 4. สมการเสนตรงท่ีมี ความชัน = m และผานจุด (x1 , y1) คือ y - y1 = m(x - x1)  
ฟงกชันเพิ่มและฟงกชนัลด 
 กําหนดให f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a ,b] และหาอนุพันธไดบนชวง (a, b) 
 1. ถา f′(x) > 0 สําหรับทุกๆ x ใน (a, b) แลว f จะเปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง [a, b] 
 2. ถา f′(x) < 0 สําหรับทุกๆ x ใน (a, b) แลว f จะเปนฟงกชันลดบนชวง [a, b]  
คาสูงสุดสัมพัทธและคาตํ่าสุดสมัพัทธของฟงกชัน 
 ถา x0 อยูในโดเมนของฟงกชัน f โดยที่ f′(x0) = 0 หรือ f หาอนุพันธไมไดท่ี x0 แลวจะเรียกวา x0 วา   
คาวิกฤต (Critical value) ของฟงกชัน f และ จุด (x0, f(x0)) บนกราฟของฟงกชัน f เรียกวา จุดวิกฤต (Critical 
point) 
 การทดสอบคาสูงสุดสัมพัทธและต่ําสุดสัมพัทธ โดยใชอนุพันธอันดับหนึ่ง f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงเปด 
I ซ่ึงมีคาวิกฤต x0 ของ f และพิจารณา f′(x) บนชวง เวนแตท่ี x = x0 
 1. ถา f′(x) เปลี่ยนเครื่องหมายจาก + เปน - ผาน x0 แลว f จะมีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี x = x0 
 2. ถา f′(x) เปลี่ยนเครื่องหมายจาก - เปน + ผาน x0 แลว f จะมีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี x = x0  
คาสูงสุดสัมบูรณและคาตํ่าสุดสมับูรณของฟงกชัน 
 วิธีการหาคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน f ท่ีเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a, b]  
 1. หาคาวิกฤตของฟงกชัน f บนชวงเปด (a, b) 
 2. หาคาของฟงกชันท่ีคาวิกฤตทุกๆ คา และคาของฟงกชัน ณ จุดปลายของฟงกชัน f นั้นคือ หาคา f(a) 
และ f(b) 
 3. จะไดวา คาสูงสุดสัมบูรณของฟงกชัน f คือ คาฟงกชันท่ีมากท่ีสุดและ คาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน f 
คือ คาฟงกชันท่ีนอยที่สุด 
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การอินทิเกรต 
 ฟงกชัน F(x) จะถูกเรียกวาเปน ปริพันธของฟงกชัน f (x) ถา F′(x) = f(x) 
 สูตรการหาอินทิกรัลไมจํากัดเขต เมื่อ k และ c เปนคาคงตัว 
 1. ∫ kdx = kx + c 

 2. ∫ xndx = 1+ n
x 1+n

 + c, n ≠ -1 
 3. ∫ kf(x)dx = k∫ f(x)dx 
 4. ∫[f(x) ± g(x)]dx = ∫ f(x)dx ±  g(x)dx 
 
อินทิกรัลจํากัดเขต  
 อินทิกรัลจํากัดเขตของ f(x) ท่ีเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [a, b] โดยที่ฟงกชัน F(x) เปนปริพันธของ

ฟงกชัน f(x) คือ ∫
b

a
f(x)dx  = b

aF(x)  = F(b) - F(a)
 
 

 
อินทิกรัลจํากัดเขตกับการหาพื้นที่ใตเสนโคง 
 ถา y = f(x) เปนฟงกชันตอเนื่องบน [a, b] พ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง y = f(x) และแกน x ในชวง x = a 
และ x = b หาไดดังน้ี 
 ข้ันตอนที่ 1  หาจุดตัดแกน x ซ่ึงอยูในชวง [a, b] 
 ข้ันตอนที่ 2  หาคาสัมบูรณของอินทิกรัลจํากัดเขตในแตละชวงของ x ท่ีตอเนื่องกัน 
 ข้ันตอนที่ 3  พ้ืนท่ีท่ีตองการเทากับผลรวมของคาสัมบูรณของอินทิกรัลจํากัดเขตท้ังหมดท่ีหาได 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องแคลคูลัสเบ้ืองตน 
 
1. กําหนดให 
  A แทนพ้ืนท่ีของอาณาบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง y = 1 - x2 และแกน x 

  B แทนพ้ืนท่ีของอาณาบริเวณท่ีใตเสนโคง y = 4
x2

  เหนือแกน x จาก x = -c ถึง x = c 

 คาของ c ท่ีทําให A = B เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 2  2) 2 3) 2 2  4) 4  
2. กําหนดให f(x) = x4 - 3x2 + 7  
 f เปนฟงกชันเพ่ิมบนเซตในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) (-3, -2)U (2, 3) 2) (-3, -2)U (1, 2)  3) (-1, 0)U (2, 3) 4) (-1, 0)U (1, 2)  

3. ถา f′(x) = 2
1

















+
3x

1  
x

1   แลวคาของ  f(4) h)+  f(4
f(1)h)+ f(1lim  

0h -
 - 

→
 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 1 2) 5
16

 
3) 5

7  4) 5
1  
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4. ถา f′(x) = 3x2 + x - 5 และ f(0) = 1 แลว ∫
1
1
f(x)dx

-
 มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 3
5  2) 3

7
 

3) 3
2  4) 3

1  
 
5. ถา f, g และ h สอดคลองกับ f(1) = g(1) = h(1) = 1 และ f′(1) = g′(1) = h′(1) = 2 แลวคาของ        

(fg + h)′(1) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 1 2) 2 3) 4   4) 6  
6. เสนตรงซ่ึงตดัตั้งฉากกับเสนสัมผัสของเสนโคง y = 2x3 - x

1  ท่ีจุด x = 1 คือ เสนตรงในขอใดตอไปนี้ 

(PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 13x - 2y - 11 = 0   2) 13x + 2y - 15 = 0 
 3) 2x - 13y + 11 = 0    4) 2x + 13y - 15 = 0  
7. ถา f′(x) = x3 - 1 และ ∫

1
0
f(x)dx  = 0 แลว |f(1)| มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
8. กําหนดให f(x) = ax2 + b x  เมื่อ a และ b เปนจํานวนจริงท่ี b ≠ 0 ถา 2f′(1) = f(1) แลว (9)f

f(4)
′   

 มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
9. กําหนดให y = f(x) เปนฟงกชันซ่ึงมคีาสูงสุดท่ี x = 1 ถา f″(x) = -4  ทุก x และ f(-1) + f(3) = 0 แลว f 

มีคาสูงสุดเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
10. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R และ g : R → R  เปนฟงกชัน โดยที่ f(x) = 3x2/3, 

g(1) = 8 และ g′(1) = 3
2  คาของ (fog)′(1) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 3
1  2) 3

2   3) 1 4) 3
4  

 

11. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริง และ f เปนฟงกชัน ซ่ึงกําหนดโดย f(x) = 












>

<

++

=

2  x ;   1 ax   x
2  x ;         b a  
2  x ;   2 x 

2 3x   x

2

3

-
-

--
  

ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนเซตของจํานวนจริงแลว คาของ a2 + b2 เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
12. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ f′(x) = 3 x  + 4 สําหรับทุก

จํานวนจริง x และ f(1) = 5 แลวคาของ f(x)
2)f(xlim

2

4x
 

 - 
→

 เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)  
 
13. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ f″(x) = 6x + 4 สําหรับทุกจํานวน

จริง x และความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (2, 19) เทากับ 19 แลว คาของ f(1) เทากับเทาใด 
(PAT 1 มี.ค. 53)   
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14. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ f(x) = ax + b เมื่อ a, b เปน
จํานวนจริง ถา f เปนฟงกชันลด และ f(f(f(f(x)))) = 16x + 45 แลวคาของ a + b เทากับขอใดตอไปนี ้
(PAT 1 ก.ค. 53) 

  1) -11 2) -5 3) 11 4) 5  

15. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริง และให f เปนฟงกชัน  โดยที่ f(x) = 














≥
<≤
<<

+
5  x ,      5    

5  x  1 ,   bax  
1  x  1 ,   1 x 

|1  x|

 

3 --
-

        
ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง (-1, ∞) แลวคาของ ab เทากับขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 4
5  2) - 4

7  3) 15 4) -10 
 
16. กําหนดให f(x) เปนฟงกชันพหุนามกําลังสอง ถาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (1, 2) มีคา

เทากับ 4 และ ∫
2
1
f(x)dx

-
 = 12 แลว f(-1) + f″(-1) มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  

 
17. กําหนดให h(x) = f(x)g(x) โดยที่ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (x, y) เทากับ 2 - 2x และ

เสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) มีคาสูงสุดสัมพัทธเทากับ 5 ถา g เปนฟงกชันพหุนาม ซ่ึงมีสมบัติ g(2) = g′(2) = 5 
แลว h′(2) มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   

18. โรงงานผลิตตุกตาแหงหนึ่ง มีตนทุนในการผลิตตุกตา x ตัว โรงงานจะตองเสยีคาใชจาย 
x3 - 450x2 + 60,200x + 10,000 บาท ถาขายตุกตาราคาตัวละ 200 บาท โรงงานจะตองผลิตตุกตากี่ตวั  
จึงจะไดกําไรมากท่ีสุด (PAT 1 ก.ค. 53)   

19. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง  
  ให f : R → R เปนฟงกชันตอเนื่อง ท่ี x = 1 และ  

  ให g เปนฟงกชันท่ีกําหนดโดย g(x) = 










≤

>

+

+

1   x ;  7  |x|
f(x)  

1   x ;   
1  x

2  3 x 

        

-
-

 

 ถาฟงกชัน g มีความตอเนื่องท่ี x = 1 แลวคาของ (gof)(1) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) 2 - 3  2) 2 3) 2 - 7   4) 7  - 2  
20. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริง และให f เปนฟงกชันพหุนาม โดยที่ f(x) = x4 + 2x3 - x2 + ax + b 

ถามีฟงกชันพหุนาม Q(x) โดยที่ f(x) = (Q(x))2 แลวคาของ ∫
1
0
f(x)dx   เทากับขอใดตอไปนี้  

 (PAT 1 ต.ค. 53)  
  1) 30

71  2) 30
31

 
3) 30

11  4) 30
1  

 
21. ให f เปนฟงกชัน ซ่ึงมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยที่ f(2x + 1) = 4x2 + 14x  

คาของ f(f′(f″(2553))) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
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22. คาของ 
-0x

lim
→

2
  23

x
x x x ++  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

  1) - 2
1  2) 2

1
 

3) -1 4) 1 
 
23. กําหนดให f เปนฟงกชันพหุนามท่ีมี f″(x) = ax + b เมื่อ a และ b เปนจํานวนจริง ถา f(0) = 2 และกราฟ

ของ f มีจุดต่ําสุดสัมพัทธท่ี (1, -5) แลว 2a + 3b เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) -12 2) 20 3) 42  4) 48  
24. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ให g : R → R เปนฟงกชันกําหนดโดย g(x) = 3 2x 

1
+  เมื่อ x ≠ - 2

3  

ถา f : R → R เปนฟงกชันท่ี (fog)(x) = x สําหรับทุกจํานวนจริง x แลว f″ 






2
1  เทากับขอใดตอไปนี ้ 

(PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) - 2

1  2) 2
1

 
3) -8  4) 8 

 
25. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R และ g : R → R เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดทุก x ∈ R 

โดยที่ g(x) = x2 - 2x + 5, (gof)(x) = x6 + 2x4 - 2x3 + x2 - 2x + 5 และ f(0) = 0 คาของ         
(f′og′)(1) + (g′of′)(0) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   

26. กําหนดใหเสนโคง y = f(x) สัมผัสกับเสนตรง 2x - y + 3 = 0 ท่ีจุด (0, 3) และ ∫ ′′
2
0

(x)dxf  = -3 ถา  

g(x) = 2 x + f(x) และ g′(2) = 0 แลว f(2) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   

27. กําหนดให f(x) = 








≤

≠
++

3   x เมื่อ             a         

3   x เม่ือ   
13 x   10 2x 

3 x 

       

-
-

  

 โดยที่ a เปนจํานวนจริง ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีจุด x = 3 แลว a เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ความนาจะเปน 
 
กฎการคูณ 
 จํานวนวิธีทํางานทั้งหมด = ผลคูณของทางเลือกท่ีเกิดขึ้นไดในแตละขั้นตอน  
กฎการบวก 
 จํานวนวิธีทํางานทั้งหมด = ผลบวกของแตละกรณีท่ีเกิดขึ้นได  
แฟกทอเรียล 
 n! = n × (n - 1) × (n - 2) × ... × 1 
การเรียงสับเปลี่ยนและการจัดหมู  

รูปแบบ จํานวนวิธ ี
ของ n ช้ินนํามาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน n! 

ของ n ช้ินนํามา r ช้ินเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน Pn, r = r)!  (n
n!
-  

ของ n ช้ินนํามาเรียงสับเปลี่ยนเปนวงกลม(พลิกไมได) (n - 1)! 

ของ n ช้ินนํามาเรียงสับเปลี่ยนเปนวงกลม(พลิกได) 2
1)!  (n -  

ของ n ช้ิน อยางหนึ่งซํ้ากัน p ช้ิน อีกอยางซํ้ากัน q ช้ิน นํามาเรียง
สับเปลี่ยนเชิงเสน q!p!

n!  

ของ m + n + p ช้ินแบงออกเปนกลุม กลุมละ m, n, p ช้ิน p!n!m!
 p)! n (m ++  

ของ kn ช้ินแบงออกเปนกลุม กลุมละ n ช้ินท้ังหมด k กลุม k!)(n!
(kn)!

k  

ของ n ช้ินเลือกมา r ช้ิน Cn, r  = r!r)!  (n
n!
-  

เลือกของจาก n ช้ิน 2n  
เลือกของอยางนอยหนึ่งช้ินจาก n ช้ิน 2n - 1 
เลือกของอยางนอยหนึ่งช้ินจากของ n ช้ิน แบบที่หนึ่งซํ้ากัน p ช้ิน 
แบบที่สองซํ้ากัน q ช้ิน โดยที่ n = p + q 

(p + 1)(q + 1) - 1 
 
ความนาจะเปน 
 S  คือ เซตของเหตุการณท่ีเกิดขึ้นไดท้ังหมด 
 E  คือ เซตของเหตุการณท่ีตองการ 
 n(S) คือ จํานวนของเหตุการณท่ีเกิดขึน้ไดท้ังหมด 
 n(E) คือ จํานวนของเหตุการณท่ีตองการ 
 ความนาจะเปนของเหตุการณท่ีตองการ P(E) = n(S)

n(E)  
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 สมบัติของความนาจะเปน 
 1. 0 ≤ P(E) ≤ 1 
 2. P(E) = 1 - P(E′) 
 3. P(E1U E2) = P(E1) + P(E2) - P(E1I E2)  
ทฤษฎีบททวนิาม 
 สูตรการกระจาย 
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 สมบัติของทฤษฎีบททวินาม 

 1. พจนท่ี r + 1 ของการกระจายหาไดจาก Tr+1 = 
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 เรียกวา “สัมประสิทธ์ิทวินาม” มีผลบวกท้ังหมดเทากับ 2n  

 

ตัวอยางขอสอบเรื่องความนาจะเปน 
 
1. กําหนดให A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c} เซต S = {f | f : A → B เปนฟงกชันท่ัวถึง} มีจํานวน

สมาชิกเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 12 2) 24 3) 36 4) 39  
2. คุณลุง คุณปา ลูกชาย และลูกสาว มาเย่ียมครอบครัวเรา ซ่ึงมี 4 คนคือ คุณพอ คุณแม ตัวฉัน และนองชาย 

ในการจัดท่ีน่ังรอบโตะอาหารกลมที่มี 8 ท่ีน่ัง โดยใหคุณลุงน่ังตดิกับคุณพอ คุณปาน่ังติดกับคุณแม ลูกชาย
ของคุณลุงน่ังตดิกับนองชายของฉัน และลูกสาวของคุณลุงน่ังตดิกับฉัน จะมีจํานวนวิธีจัดไดเทากับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

   1) 96 วิธี 2) 192 วิธี 3) 288 วิธี 4) 384 วิธี  
3. ขาวสารบรรจุถุงแลวกองหนึ่งประกอบดวย ขาวหอมมะลิ 4 ถุง ขาวเสาไห 3 ถุง ขาวขาวตาแหง 2 ถุง และ

ขาวบัสมาตี 1 ถุง สุมหยิบขาวจากกองน้ีมา 4 ถุง ความนาจะเปนท่ีจะไดขาวครบทุกชนิด เทากับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

  1) 35
4  2) 35

3
 

3) 5
2

 
4) 4

1  
 
4. กิตติและสมาน กับเพ่ือนๆ รวม 7 คน ไปเท่ียวตางจังหวัดดวยกัน ในการคางแรมท่ีมีบานพัก 3 หลัง หลัง

แรกพักได 3 คน สวนหลังท่ีสองและหลังท่ีสามพักไดหลังละ 2 คน ซ่ึงแตละหลังมีความแตกตางกัน พวกเขา
จึงตกลงท่ีจะจับสลากวาใครจะไดพักท่ีบานหลังใด ความนาจะเปนท่ีกิตติและสมานจะไดพักบานหลังเดียวกัน
ในหลังท่ีหนึ่งหรือหลังท่ีสาม เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

  1) 21
4  2) 21

5
 

3) 21
8  4) 21

10  
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________________ คณิตศาสตร (77) 

5. กําหนดให n เปนจํานวนนับ ในการสุมหยิบเลข n จํานวนพรอมๆ กันจากเซต {1, 2, ..., 2n} ถาความนาจะ
เปนท่ีจะไดเลขคูท้ังหมดเทากับ 20

1  แลว ความนาจะเปนท่ีจะไดเลขคูเพียง 1 จํานวนเทากับขอใดตอไปนี ้
(PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 20
1  2) 20

3
 

 3) 20
9  4) 20

11  
 
6. ตองการสรางจํานวนคูบวก 4 หลัก จากเลขโดด 0, 1, 2, 3, 7, 8 โดยแตละจํานวนท่ีสรางขึ้นไมมีเลขโดดใน

หลักใดท่ีซํ้ากันเลย จะมีจํานวนวิธีท่ีสรางไดเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 180  2) 156 3) 144 4) 136  
7. จํานวนเต็มท่ีมีคาตั้งแต 100 ถึง 999 ท่ีหารดวย 2 ลงตัว แตหารดวย 3 ไมลงตัว มีจํานวนเทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 250 2) 283  3) 300 4) 303  
8. ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกกวาดรสสตรอเบอรี่ 5 ลูก รสชอคโกแลต 4 ลูก รสกาแฟ และรสมินทอยางละ 2 ลูก หาก

สุมหรือหยิบลูกกวาดจากถุงใบนี้มา 3 ลูก ความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกกวาดตางรสกันท้ังหมด เทากับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 143
57  2) 143

58
 

3) 143
59

 
4) 143

60  
 
9. กําหนดให A = {(0, n) | n = 1, 2, ..., 10} และ B = {(1, n) | n = 1, 2, ..., 10} ในการเลือกจุดสองจุดท่ี

แตกตางกันจากเซต A และอีกหนึ่งจุดจากเซต B เพ่ือเปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมบนระนาบ ความนาจะ
เปนจะไดรูปสามเหลี่ยมท่ีมีพ้ืนท่ี 1 ตารางหนวย เทากับขอใดตอไปนี้ 

  (PAT 1 ก.ค. 52) 
  1) 45

8  2) 45
9

 
3) 45

10  4) 45
11  

 
10. ในลิ้นชักมีถุงเทาสีขาว 4 คู สีดํา 3 คู และสีนํ้าเงิน 2 คู แตไมไดจัดเรียงไวเปนคูๆ ถาสุมหยิบถุงเทามา 2 ขาง 

ความนาจะเปนท่ีจะไดถุงเทาสีเดียวกันเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 2

1  2) 3
2

 
3) 153

43   4) 153
49  

 
11. ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกแกวสีแดง 5 ลูก สีเขียว 4 ลูก และสีเหลือง 3 ลูก ถาหยิบลูกแกวจากถุงทีละลูก 3 ครั้ง 

โดยไมใสคืน แลวความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกแกว ลูกท่ีหนึ่ง สอง และสาม เปนสีแดง สีเขียว และสีเหลือง 
ตามลําดับเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) 21
1  2) 22

1
 

3) 22
3

 
4) 25

3  
 
12. กลองใบหนึ่งบรรจุหลอดไฟ 12 หลอด เปนหลอดชํารุด 3 หลอด ถาหยิบหลอดไฟ จากกลองมา 4 หลอด 

แลวความนาจะเปนท่ีจะได หลอดชํารุดไมเกิน 1 หลอด เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) 3

1  2) 4
1

 
3) 99

14  4) 55
14   
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13. ในการโยนลูกเตา 2 ลูก หนึ่งครั้ง ความนาจะเปนท่ีจะไดแตมรวมเปน 7 โดยท่ีมีลูกเตาลูกหนึ่งขึ้นแตมไมนอย
วา 4 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) 3
1  2) 4

1  3) 6
1

 
4) 12

1  
 
14. มีสิ่งของซ่ึงแตกตางกันอยู 8 ช้ิน ตองแบงใหคน 2 คน คนหนึ่งได 6 ช้ิน และอีกคนหนึ่งได 2 ช้ิน จะมีจํานวน

วิธีแบงก่ีวิธี (PAT 1 ต.ค. 52)   
15. ในการแขงขันฟุตบอลฤดูกาลหนึง่ มีทีมเขารวมการแขงขัน 7 ทีม จัดแขงแบบพบกันหมด (แตละทีมตองลง

แขงกับทีมอื่นทุกทีม) จะตองจัดการแขงขันกี่นัด (PAT 1 ต.ค. 52)   
16. กลองใบหนึ่งบรรจุเสื้อยืด 13 สีๆ ละ 4 ตัว โดยที่ เสื้อยืดในแตละสีมีขนาด S, M, L และ XL ตามลําดับ สุม

หยิบเสื้อจากกลองมา 3 ตัวพรอมๆ กัน ความนาจะเปนท่ีจะไดเสื้อยืดท่ีมีสีเหมอืนกัน 2 ตัว เทากับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

   1) 425
72  2) 5525

72  3) 221
3  4) 22100

3  
 
17. กําหนดให S เปนแซมเปลสเปซ และ A, B เปนเหตุการณใดๆ ใน S จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
   ก. P(A) = P(AI B) + P(AI B′) 
   ข. ถา P(A) = 0.5, P(B) = 0.6 และ P(AU B′) = 0.7 แลว P(A - B) = 0.4 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
18. กําหนดให A = {0, 1, 2, 3, 4} จํานวนเต็มบวกท่ีมีคานอยกวา 300 โดยสรางมาจากตัวเลขในเซต และ

ตัวเลขแตละหลักไมซํ้ากัน เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
19. คณะกรรมการชุดหนึ่งมี 7 คน ประกอบดวย ประธาน รองประธาน เลขานุการ และกรรมการอีก 4 คน 

จํานวนวิธีท่ีจัดกลุมคน 7 คนที่น่ังประชุมรอบโตะกลม โดยใหประธานและรองประธานนั่งติดกันเสมอ แต
เลขานุการไมน่ังติดกับรองประธานเทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

20. ในการทอดลูกเตา 2 ลูกพรอมๆ กัน ความนาจะเปนท่ีผลรวมของหนาลูกเตาท้ังสองเทากับ 7 หรือผลคูณ
ของหนาลูกเตาท้ังสองเทากับ 12 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 18
1  2) 6

1   3) 9
2  4) 9

4  
 
21. ขอสอบปรนัย 20 ขอ คะแนนเต็ม 50 คะแนน โดยกําหนดขอ 1-10 ขอละ 4 คะแนน ขอ 11-20 ขอละ 1 

คะแนน ถาหากนักเรียนตอบขอใดถูกตอง จะไดคะแนนเต็มของขอนั้น แตถาตอบผิดหรือไมตอบ จะได
คะแนน 0 คะแนน จะมีก่ีวิธีท่ีนักเรียนคนหนึ่ง จะทําขอสอบชุดน้ีไดคะแนนรวม 45 คะแนน (PAT 1 ก.ค. 53)   

22. กําหนดให A = {1, 2, 3, ..., 9, 10} จงหาจํานวนสับเซตของ A ท้ังหมดท่ีประกอบดวยสมาชิก 8 ตัวท่ี
แตกตางกันโดยที่ ผลรวมของสมาชิกท้ัง 8 ตัว เปนพหุคูณของ 5 (PAT 1 ก.ค. 53)   
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23. ในการสอบถามนักเรียน จํานวน 100 คน ปรากฏวา มี 50 คน ชอบวิชาคณิตศาสตร มี 40 คน ชอบวิชา
ฟสิกส มี 33 คน ชอบวิชาภาษาอังกฤษ มี 5 คน ชอบทั้งสามวิชา มี 10 คน ชอบวิชาภาษาอังกฤษอยาง
เดียว มี 12 คน ชอบวิชาฟสิกสอยางเดียว และมี 20 คน ชอบวิชาคณิตศาสตรและวิชาฟสิกส  

 พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนหนึ่งไมชอบทั้งสามวิชา เทากับ 0.15 

   ข. ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนหนึ่งชอบวิชาคณิตศาสตรอยางเดียว เทากับ 0.40 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
24. กําหนดให a, b, c, d, e, f เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่ a < b < c < d < e < f ถาผลบวกของสองจํานวน

ท่ีแตกตางกันในเซต {a, b, c, d, e, f} มีท้ังหมด 15 จํานวน คือ 37, 50, 67, 72, 80, 89, 95, 97, 102, 
110, 112, 125, 132, 147 และ 155 แลวคาของ c + d เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   

25. มีเลขโดด 3, 4, 6 และ 7 นํามาจัดเรียงสรางจํานวน 4 หลัก โดยท่ีแตละหลักไมซํ้ากัน จะมีจํานวน 4 หลัก 
ท้ังหมดกี่จํานวนท่ีหารดวย 44 ไมลงตัว (PAT 1 ต.ค. 53)   

26. โยนเหรียญบาท (เท่ียงตรง) หนึง่เหรียญ จํานวน 10 ครั้ง ความนาจะเปนท่ีไดหัวอยางนอย 2 ครั้งติดกัน 
เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) 512
193  2) 512

314
 

3) 64
9   4) 64

55  
 
27. มีถุงยังชีพ 5 ถุง ตองการแจกใหครอบครัวท่ีถูกนํ้าทวม 4 ครอบครัว ครอบครัวละไมเกิน 2 ถุง  ความนาจะเปน

ท่ีครอบครัวของนายสมชายซึ่งเปนหนึ่งในสี่ครอบครวัน้ันไมไดรับของแจกเลยเทากับขอใดตอไปนี้  
 (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 0.15 2) 0.2 3) 0.4 4) 0.6  
28. จงหาจํานวนสับเซต {a1, a2, a3} ของเซต {1, 2, 3, ..., 14} ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับ a2 - a1 ≥ 3 และ  

a3 - a2 ≥ 3 (PAT 1 มี.ค. 54)   
29. ถา S เปนผลบวกของจํานวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีสรางมาจากเลขโดด 1, 2, 3 หรือ 4 โดยที่ตัวเลขในแตละ

หลักไมซํ้ากัน แลวเศษเหลือจากการหาร S ดวย 9 เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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สถิติ 
 
ตารางแจกแจงความถี ่
 ความถี่ (f) คือ จํานวนขอมูลท่ีอยูในอันตรภาคช้ันนั้น 
 ความถี่สะสม (∑ f) คือ ผลรวมของความถี่ในอันตรภาคช้ันนั้นกับความถ่ีของอันตรภาคชั้นท่ีต่ํากวา 
 ขอบลาง (L) (ผลบวกระหวางคะแนนต่ําสุดของช้ันนั้นกับคะแนนสูงสุดของช้ันท่ีต่ํากวา) ÷ 2 
 ขอบบน (ผลบวกระหวางคะแนนสูงสุดของช้ันนั้นกับคะแนนต่ําสุดของช้ันท่ีสูงกวา) ÷ 2 
 จุดกึ่งกลางชั้น (ผลบวกระหวางขอบบนกับขอบลาง) ÷ 2 
 ความกวางของชั้น (I) ขอบบน - ขอบลาง  
 ความถี่สัมพัทธ เทากับ N

f  
 
คากลางของขอมูล 
 คาเฉลี่ยเลขคณิต x  
  ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่ x  = N

xΣ  

  ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ x  = N
xf iiΣ  

 สมบัติของคาเฉลี่ย 
 1. ถา yi = axi + b แลว y  = a x  + b 

 2. ∑
=

N

1  i
i )x  (x -  จะมีคาเทากับศูนยเสมอ 

 3. ∑
=

N

1  i
2

i k)  (x - จะมีคาต่ําสุดเมื่อ k = x  
 
 คาเฉลี่ยรวม 

 รวมx  = N

xN 
k

1i
ii∑

=  
 
 คาเฉลี่ยแบบถวงน้ําหนกั 

 wx  = 
∑

∑

=

=
k

1i
i

k

1i
ii

w 

xw 
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 มัธยฐาน(Me) 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่เรียงขอมูลจากนอยไปมากและดูคาของขอมูลตําแหนงท่ี 2

1 N +  

 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ Me = LMe + If
 f  2

N

Me
L












 Σ-
 

 
 สมบัติของมัธยฐาน 

  ∑
=

N

1  i
i |k  |x -  มีคาต่ําสุดเมื่อ k = Me 

 
 ฐานนิยม(Mo) 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่ ดูคาของขอมูลท่ีมีจํานวนความถีม่ากท่ีสุด 
  (ฐานนิยมมีคาไดไมเกิน 3 คา) 

 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ Mo = LMo + Id  d
d

21
1















+  

 เมื่อ d1 คือ ผลตางของความถี่ช้ันท่ีฐานนิยมอยูกับความถ่ีของช้ันท่ีต่ํากวา 
 และ d2 คือ ผลตางของความถี่ช้ันท่ีฐานนิยมอยูกับความถ่ีของช้ันท่ีสูงกวา  
ตําแหนงของขอมูล ควอรไทล (Qr), เดไซล (Dr) และเปอรเซน็ไทล (Pr) 
 ขอมูลที่ไมไดแจกแจงความถี ่ 
 - เรียงขอมูลจากนอยไปมาก 
 - หาตําแหนงจากสูตร 
  1. ตําแหนง Qr = 4

1) r(N +  

  2. ตําแหนง Dr = 10
1) r(N +  

  3. ตําแหนง Pr = 100
1) r(N +  

 - ดูคาขอมูลจากตําแหนงท่ีไดถาตําแหนงของขอมูลไมใชจํานวนเต็มใหเทียบบัญญัติไตรยางศหาคา 
 ขอมูลที่แจกแจงความถี ่
 - หาคาตําแหนงจากสูตร 
  1. ตําแหนง Qr = 4

rN  

  2. ตําแหนง Dr = 10
rN  

  3. ตําแหนง Pr = 100
rN  
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 - แทนคาตําแหนงในสูตร 

 1. Qr = LQr + If
 f  4

rN

rQ
L














 Σ-

 

 

 2. Dr = LDr + If
 f  10

rN

rD
L














 Σ-
 

 3. Pr = LPr + If
 f  100

rN

rP
L














 Σ-
 

 
การวัดการกระจายของขอมูล  
 พิสัย 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่ คาสูงสุด - คาต่ําสุด 
 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ ขอบบนของชั้นสูงสุด - ขอบลางของช้ันต่ําสุด  
 สวนเบี่ยงเบนควอรไทล (Q.D.) 
     Q.D. = 2

QQ 13 -  
 
 สวนเบี่ยงเบนเฉลีย่(M.D.) 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่

      M.D. = N
|xx| i -Σ  

 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ 

      M.D. = N
|xx|f ii -Σ  

 
 สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน(S.D.) 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่

      S.D. = N
)x  (x 2

i -Σ

 

     
 S.D. = 2

2
i x  N

 x -Σ  

 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ 

     
 S.D. = N

)x  (x f 2
ii -Σ  

 สมบัติของสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
 1. มีคามากกวาหรือเทากับศูนยเสมอ 
 2. ถามีคาเทากับศูนย แสดงวาขอมูลทุกจํานวนมีคาเทากันหมด 
 3. จาก yi = axi + b มี sx เปนคาสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของขอมลูชุด x แลว sy = |a| ⋅ sx 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________________ คณิตศาสตร (83) 

ความแปรปรวน เทากับ S.D.2 

ความแปรปรวนรวม เทากับ 
21

2
21

2
11

N  N
SN  SN

+
+   เมื่อ 1x  = 2x   

 เทากับ 
21

2
2

2
1

N  N
 x   x

+
+ ΣΣ  - ( รวมx )2 เมื่อ 1x  ≠ 2x  

การวัดการกระจาย 
 สัมประสิทธ์ิพิสัย เทากับ 

minmax
minmax

 x x
xx

+
-  

 สัมประสิทธ์ิของสวนเบ่ียงเบนควอรไทล เทากับ 
13
13

Q  Q
QQ

+
-  

 สัมประสิทธ์ิของสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ย เทากับ x
M.D.  

 สัมประสิทธ์ิของการแปรผัน เทากับ x
S.D.  

เสนโคงกับการกระจายขอมูล 
  

 เสงโคงเบขวา : Mo < Me < x   

 

 เสนโคงปกติ : Mo = Me = x    

  

 เสนโคงเบซาย : Mo > Me > x   

  
คามาตรฐาน (z) z = S.D.

x x i -  
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 สมบัติของพื้นที่ใตโคงปกติ 
 1. เปนรูปสมมาตร 
 2. พ้ืนท่ีใตโคงมีคาเทากับ 1.00 หรือ 100% 
 3. ขอมูลทางดานซายของแกนสมมาตร (z = 0) จะเปนลบ ดานขวาจะเปนบวก 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องสถิติ 
 
1. ขอมูลชุดหนึ่งมี 99 จํานวน เรียงลําดับจากนอยไปมากไดเปน x1, x2, ..., x99 ถาคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูล

ชุดน้ีเทากับมัธยฐาน แลวขอใดตอไปนี้ถูก (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) ∑
=

49

1  i
ix  = ∑

=

99

51 i
ix    2) ∑

=

49

1i
i50 ) x (x -  = ∑

=

99

51i
i50 ) x (x -  

  3) ∑
=

49

1  i
i50 | x |x -  = ∑

=

99

51  i
i50 | x |x -  4) ∑

=

49

1i
2

i50 ) x (x -  = ∑
=

99

51i
2

i
50 ) x (x -  

 
2. โรงเรียนอนุบาลแหงหนึ่ง มีนักเรยีน 80 คน โดยการแจกแจงของอายุนักเรียนเปนดังตาราง 
 

อายุ (ป) 3.5 4 4.5 5 5.5 6
จํานวนนกัเรียน (คน) a 15 10 20 b 5

 
 ถาคาเฉลี่ยของอายุนักเรียนมีคา 4.5 ป แลวสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ยของอายุนักเรียนมีคาเทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 16

5  2) 16
7

 
3) 16

9   4) 16
11  

 
3. ถาตารางแจกแจงความถี่แสดงน้ําหนักของเด็กจํานวน 40 คน เปนดังน้ี 
 

น้ําหนัก (กิโลกรัม) จํานวน 
9-11 15 
12-14 5 
15-17 5 
18-20 10 
21-23 5 

 
 ถา x  แทนคาเฉลี่ยของน้ําหนักเด็กกลุมน้ี แลวขอใดตอไปนี้ถูก (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) x  = 17.444 และมัธยฐานนอยกวาฐานนิยม 2) x  = 14.875 และมัธยฐานนอยกวาฐานนิยม 
 3) x = 17.444 และมัธยฐานมากกวาฐานนิยม 4) x  = 14.875 และมัธยฐานมากกวาฐานนิยม  
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4. ขอมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ถาหยิบขอมูล a, b, c, d มาคํานวณคามาตรฐาน ปรากฏวาไดคาดังตาราง 
 

ขอมูล a b c d 
คามาตรฐาน (z) -3 -0.45 0.45 1 

 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52)  
  1) -a + 2b + 2c - 3d = 0  2) -a + b + c - 3d = 0 
 3) a - 2b + 3c + 2d = 0  4) a - b + c - d = 0  
5. ขอมูลความสูงของนักเรียนช้ัน ม.6 โรงเรียนแหงหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ถาจํานวนนักเรียนที่มีความสูงนอย

กวา 140.6 เซนติเมตร มีอยู 3.01% และจํานวนนักเรียนที่มีความสูงมากกวาคามัธยมฐานแตนอยกวา 
159.4 เซนติเมตร มีอยู 46.99% แลวจํานวนนักเรียนที่มีความสูงไมนอยกวา 155 เซนติเมตร แตไมเกิน 160 
เซนติเมตร มเีปอรเซ็นตเทากับขอใดตอไปนี้ เมื่อกําหนดตารางแสดงพ้ืนท่ีใตเสนโคงปกติมาตรฐาน ระหวาง 
0 ถึง z เปนดังน้ี (PAT 1 มี.ค. 52)  

 
z 1.00 1.12 1.88 2.00 

พ้ืนที่ใตเสนโคง 0.3413 0.3686 0.4699 0.4772
 
 1) 12.86% 2) 13.14% 3) 15.87%  4) 13.59%  
6. ถาความยาวรัศมีของวงกลม 10 วงมีคาเฉลี่ยเลขคณติเทากับ 3 และมีความแปรปรวนเทากับ 5 แลวผลรวม

ของพ้ืนท่ีวงกลมท้ัง 10 วงน้ี มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 90π 2) 95π  3) 140π 4) 340π   
7. กําหนดตารางแจกแจงความถ่ีแสดงความสูงของนักเรียนในโรงเรยีนแหงหนึ่ง เปนดังน้ี 
 

ความสูง (เซนติเมตร) จํานวน (คน) 
120-129 10 
130-139 20 
140-149 40 
150-159 50 
160-169 30 

 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) มัธยฐานของความสูงมีคานอยกวา 149 เซนติเมตร 
 2) ฐานนิยมของความสูงมีคานอยกวา 147 เซนติเมตร 
  3) ควอไทลท่ี 3 ของความสูงมีคามากกวา 150 เซนติเมตร 
 4) เปอรเซ็นไทลท่ี 20 ของความสูงมีคามากกวา 145 เซนติเมตร 
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8. จากการแจกแจงขอมูลเงินเดือนของพนักงานบริษัทแหงหนึ่งพบวา 
 

เดไซลที่ 1 3 5 7 9 
เงินเดือน (บาท) 10,000 15,000 20,000 25,000 40,000 

 
 ถานายเอกและนายยศมีเงินเดือนรวมกันเทากับ 40,000 บาท และมีพนักงานจํานวนท่ีไดเงินเดือนมากกวา

นายยศอยูประมาณ 30% ของพนักงานท้ังหมด แลวเปอรเซ็นตของจํานวนพนักงานท่ีไดเงินเดอืนนอยกวา
นายเอกเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 10%   2) 30% 3) 50% 4) 70%  
9. กําหนดใหขอมูลชุดหนึง่มีการแจกแจงแบบปกติ ถาหยิบขอมูล x และ y จากขอมูลชุดน้ีมาพิจารณา พบวา 

13.14% ของขอมูลมีคามากกวา x และ x มากกวา y อยู 2% ของสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน แลวจํานวน
ขอมูล (คิดเปนเปอรเซ็นต) ท่ีมคีานอยกวา y เทากับขอใดตอไปนี้ เมื่อกําหนดตารางแสดงพ้ืนท่ีใตเสนโคง
ปกติมาตรฐานระหวาง 0 ถึง z เปนดังน้ี (PAT 1 ก.ค. 52) 

 
z 1.00 1.10 1.12 1.14 1.16 

พ้ืนที่ใตเสนโคง 0.3413 0.3643 0.3686 0.3729 0.3770 
 
 1) 36.43% 2) 37.29%   3) 86.43% 4) 87.29%  
10. คะแนนสอบวิชาความถนัดของนักเรียนกลุมหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ถาผลรวมของคามาตรฐานของคะแนน

ของนายแดงและนายดําเทากับ 0 และ ผลรวมของคะแนนนายแดงและนายดําเปน 4 เทาของสวนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน แลวสัมประสิทธ์ิของความแปรผันของคะแนนสอบของนักเรียนกลุมน้ีเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 
ก.ค. 52) 

  1) 0.5 2) 1 3) 1.5 4) 2  
11. กําหนดใหความสูงของคนกลุมหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ ถาจะมีคนสูงกวา 145 เซนติเมตร และ 165 

เซนติเมตรอยู 84.13% และ 15.87% ตามลําดับ แลวสัมประสิทธ์ิของความแปรผันของความสูงของคนกลุม
น้ีเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
z 1.00 1.12 1.14 1.16 

พ้ืนที่ใตเสนโคงปกติมาตรฐานจาก 0 ถึง z 0.3413 0.3686 0.3729 0.3770 
 
 1) 31

1   2) 31
2

  
3) 31

3
 

4) 31
4  

 
12. กําหนดใหขอมูลจุดหนึง่มีการแจกแจงปกติ หยิบขอมูล x1, x2, x3 มาคํานวณคามาตรฐานปรากฏวาไดคา

เปน z1, z2, z3 ตามลําดับ ถา z1 + z2 = z3 แลวคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดน้ีเทากับขอใดตอไปนี ้ 
(PAT 1 ต.ค. 52)  

  1) x1 + x2 - x3 2) x1 - x2 - x3 3) x3 - x2 - x1 4) x1 + x2 + x3  
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13. ขอมูลชุดหนึ่งเรียงจากนอยไปมากเปนดังน้ี 1, 4, x, y, 9, 10 ถามัธยฐานของขอมูลชุดน้ีเทากับคาเฉลี่ยเลขคณิต 
และสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ย ของขอมูลชุดน้ีเทากับ 3

8  แลว y - x  มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
 
14. ขอมูลชุดหนึ่งมี 5 จํานวนและมีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 12 ถาควอไทลท่ี 1 และ 3 ของขอมลูชุดน้ีมีคา

เทากับ 5 และ 20 ตามลําดับ แลวเดไซลท่ี 5 ของขอมูลชุดน้ีมีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
15. กําหนดตารางแจกแจงความถ่ีแสดงอายุของคนในหมูบานแหงหนึง่ เปนดังน้ี 
 

อายุ (ป) 0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 
จํานวน (คน) 5 10 A 20 10 10 

 
 ถาอายุเฉลี่ยของคนในหมูบานนี้เทากับ 33.33 ป แลว จํานวนคนในหมูบานนี้เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
16. นักเรียนหองหนึ่งสอบวิชาคณิตศาสตรไดคะแนนเฉลี่ยเลขคณิต เทากับ 40 คะแนน ถานักเรียนชายสอบได

คะแนนเฉลี่ยเลขคณิต 35 คะแนน และนักเรียนหญิงสอบไดคะแนนเฉลี่ยเลขคณิต 50 คะแนน อัตราสวน
ของนักเรียนชายตอนักเรียนหญิงตรงกับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 3 : 2 2) 2 : 3  3) 2 : 1 4) 1 : 2  
17. คาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบของนักเรียนกลุมหนึง่เทากับ 72 คะแนน ความแปรปรวน (ประชากร) 

เทากับ 600 ถามีนักเรียนมาเพ่ิมอีก 1 คน ซ่ึงสอบได 60 คะแนน ทําใหคาเฉลี่ยเปลี่ยนไปเปน 70 คะแนน 
ความแปรปรวนของขอมูลชุดใหมเทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

18. จากการสํารวจนํ้าหนักของนักเรยีนกลุมหนึ่งจํานวน 4 คน มี 2 คน นํ้าหนักเทากันและหนักนอยกวาอีก 2 
คนท่ีเหลือ ถาฐานนิยม มัธยฐาน และพิสัยของน้ําหนักของนักเรียน 4 คนนี้คือ 45, 46 และ 6 กิโลกรัม 
ตามลําดับ แลวความแปรปรวนของน้ําหนักของนักเรียน 4 คนนี้เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

19. ในการสอบคัดเลือกเขาศึกษาตอของโรงเรียนแหงหนึ่ง ถาสอบไดคะแนน 700 คะแนน แปลงคะแนนเปนคา
มาตรฐานได 4 แตถาสอบได 400 คะแนน แปลงเปนคามาตรฐานได -2 แลวสัมประสิทธ์ิการแปรผันเทากับ
รอยละเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

20. ถาคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียน 30 คน มีคะแนนเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 60 คะแนน และมีสวน
เบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 10 ถาผลรวมของคามาตรฐานของคะแนนของนักเรียนกลุมน้ีเพียง 29 คน 
เทากับ 2.5 แลวนักเรียนอีก 1 คนที่เหลือ สอบไดคะแนนเทากับขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 53) 

  1) 35 2) 58 3) 60  4)85  
21. มีนักเรียน 5 คน รวมกันบริจาคเงิน ไดเงินรวม 360 บาท ความแปรปรวน (ประชากร) เทากับ 660 ถามี

นักเรียนเพ่ิมอีก 1 คน มารวมบริจาคเปนเงิน 60 บาท ความแปรปรวน จะเพ่ิมขึ้นหรอืลดลงตรงกับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) เพ่ิมขึ้น 80 2) เพ่ิมขึ้น 90 3) ลดลง 80  4) ลดลง 90  
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22. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียนหองหนึ่ง ถานักเรียนคนหนึ่งในหองนี้สอบได 55 คะแนน คิดเปน
คะแนนมาตรฐานไดเทากับ 0.5 และสัมประสิทธ์ิของการแปรผัน (Coefficient of Variation) ของคะแนน
นักเรียนหองนี้ เทากับ 20% คะแนนเฉลี่ยของนักเรียนหองนี้เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  

23. สรางตารางแจกแจงความถ่ีของคะแนนสอบของนักเรียนกลุมหนึง่ โดยใหความกวางของแตละอนัตรภาคชั้น
เปน 10 แลวปรากฏวามัธยฐานของคะแนนการสอบเทากับ 57 คะแนนซึ่งอยูในชวง 50-59 ถามีนักเรียนที่
สอบไดคะแนนต่ํากวา 49.5 คะแนน อยูจํานวน 12 คน และมีนักเรียนไดคะแนนต่ํากวา 59.5 คะแนน อยู
จํานวน 20 คน จงหาวานักเรียนกลุมน้ีมีท้ังหมดกี่คน (PAT 1 ก.ค. 53)    

24. นักเรียนกลุมหนึ่ง จํานวน 50 คน มีสวนสูงแสดงดงัตารางตอไปนี้ 
 

สวนสูง (เซนติเมตร) จํานวนนกัเรียน (คน)
156-160 6 
161-165 15 
166-170 21 
171-175 8 

 
 ให a เปนคาเฉลี่ยเลขคณิตของสวนสูง และ b เปนสวนสูง โดยที่มีจํานวนนักเรียน 75% ของนักเรียน

ท้ังหมด ท่ีมีสวนสูงนอยกวา b ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) a = 166.1 และ b = 168.73  2) a = 166.1 และ b = 169.43 
 3) a = 166.7 และ b = 168.73 4) a = 166.7 และ b = 169.43  
25. พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ในการสอบของนักเรียน 3 คน พบวาคาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบ เทากับ 80 คะแนน คามัธย

ฐานเทากับ 75 คะแนน และพิสัย เทากับ 25 คะแนน คะแนนสอบของนักเรียนที่ไดคะแนนต่าํสุด
เทากับ 70 คะแนน 

  ข. ขอมูลชุดท่ีหนึ่งมี 5 จํานวน คือ x1, x2, x3, x4, x5 และขอมูลชุดท่ีสองมี 4 จํานวน คือ           
x1, x2, x3, x4 โดยที่คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลท้ังสองชุดเทากัน ถา a และ b เปนสวนเบ่ียงเบน

มาตรฐานของขอมูลชุดท่ีหนึ่งและชุดท่ีสองตามลําดับ แลว a
b  = 2

5   
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
  1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
26. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียน 2 หอง ซ่ึงทําคะแนนเฉลี่ยได 60 คะแนน โดยหองแรกมีนักเรียน

จํานวน 40 คน และหองท่ีสองมีนักเรียนจํานวน 30 คน ถาคะแนนสอบในหองแรก เปอรเซ็นไทลท่ี 50 มีคา 
64 คะแนน และฐานนิยมมีคาเปน 66 คะแนน แลวคะแนนเฉลี่ยของนักเรียนหองท่ีสองมีคาเทากับเทาใด 
(PAT 1 ต.ค. 53)   

27. ขอมูลชุดหนึ่งมี 6 จํานวน คือ 2, 3, 6, 11, a, b ถาคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดน้ี เทากับ 8 และคามัธยฐาน 
เทากับ 7 แลว |a - b| เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
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28. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรคะแนนเต็ม 60 คะแนน มีนักเรียนเขาสอบ 30 คน นาย ก. เปนนักเรียนคนหนึ่ง
ท่ีเขาสอบในครั้งน้ี นาย ก. สอบได 53 คะแนน และมีจํานวนนักเรียนที่มีคะแนนสอบนอยกวา 53 คะแนนอยู 
27 คน ถามีการจัดกลุมคะแนนสอบเปนชวงคะแนนโดยมีอันตรภาคช้ันกวางเทาๆ กัน คะแนนสอบของนาย 
ก. อยูในชวงคะแนน 51-60 จํานวนนักเรียนที่สอบไดคะแนนในชวงคะแนน 51-60 มีท้ังหมดกี่คน       
(PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) 3  2) 4 3) 5 4) 9  
29. กําหนดตารางแสดงพ้ืนท่ีใตโคงปกติมาตรฐาน ท่ีอยูระหวาง 0 ถึง z 
 

z 1.14 1.24 1.34 1.44 
พ้ืนที่ 0.373 0.392 0.410 0.425 

 
 ความสูงของนักเรียน 2 กลุม มีการแจกแจงปกติ ดังน้ี 
 

กลุม คาเฉลี่ยเลขคณิต สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
นักเรียนหญิง 158 เซนติเมตร 4 เซนติเมตร 
นักเรียนชาย 169.06 เซนติเมตร 5 เซนติเมคร 

 
 ถานักเรียนหญิงคนหนึ่งมีความสงูตรงกับเปอรเซ็นไทลท่ี 91 ของกลุมนักเรียนหญิงน้ี แลวจํานวนนักเรียน

ชายท่ีมีความสูงนอยกวาความสูงของนักเรียนหญิงคนนี้ คิดเปนรอยละเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 12.7 2) 11.4 3) 10.7 4) 9.4  
30. บริษัทผลิตหลอดไฟตองการรับประกันคุณภาพผลิตภัณฑของบริษทั โดยจะเปลี่ยนเปนหลอดใหมถาหลอดเดิม

ชํารุด บริษัทจะรับประกันไมเกิน 4.1% ของจํานวนท่ีผลิต หลอดไฟมีอายุใชงานเฉลี่ย 2500 ช่ัวโมง มี
สัมประสิทธ์ิของความแปรผันเทากับ 0.20 ถาคาดวาตามปกติคนจะใชหลอดไฟวันละ 5 ช่ัวโมง บริษัทนี้ควร
กําหนดเวลาประกันมากท่ีสุดก่ีวนั 
 กําหนดตารางแสดงพ้ืนท่ีใตโคงปกติมาตรฐาน ท่ีอยูระหวาง 0 ถึง z 

 
z 1.34 1.44 1.54 1.74 1.84 

พ้ืนที่ 0.410 0.425 0.438 0.459 0.467 
 
 (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 362 วัน 2) 352 วัน 3) 346 วัน  4) 326 วัน 
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ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางขอมูล 
 
ให x เปนตัวแปรตน(คาที่โจทยกําหนด) และ y เปนตัวแปรตาม(คาที่ตองการทํานาย) 
 1. สมการเสนตรง 
 จาก y = ax + b 
 จะได ∑ y = a ∑ x + bn ...(1) 
 และ ∑ xy = a ∑ x2 + b ∑ x ...(2) 
 2. สมการพาราโบลา 
 จาก y = ax2 + bx + c 
 จะได ∑ y = a ∑ x2 + b ∑ x + cn ...(1) 
  ∑ xy = a ∑ x3 + b ∑ x2 + c ∑ x ...(2) 
 และ ∑ x2y = a ∑ x4 + b ∑ x3 + c ∑ x2 ...(3)  
อนุกรมเวลา 
 มีตัวแปรตน (x) เปนเวลา เชน เดือน ป โดยใหเราสมมติตัวเลขขึน้มาแทนเวลาดังกลาว 
 หลักการสมมติคา x ใหดูจากจํานวนคาของ x ดังน้ี 
 - จํานวนคี่ สมมติ x เปน ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... 
 - จํานวนคู สมมติ x เปน ..., -5, -3, -1, 1, 3, 5, ... 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางขอมูล 
 
1. ในการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร (X) และวิชาฟสิกส (Y) ของนักเรียน 

100 คนของโรงเรียนแหงหนึง่ ไดพจนตางๆ ท่ีใชในการคํานวณคาคงตัวจากสมการปกติของความสัมพันธเชิง
ฟงกชันท่ีมีรูปสมการเปน Y = a + bX ดังน้ี 

∑
=

100

1 i
ix  = ∑

=

100

1  i
iy  = 1000, ∑

=

100

1i
ii yx  = 2000, ∑

=

100

1i
2
ix  = 4000 

 ถาคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนายสมชายเทากับ 15 คะแนน แลวคะแนนสอบวิชาฟสิกส 
(โดยประมาณ) ของนายสมชายเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52) 

 1) 16 คะแนน   2) 16.67 คะแนน  3) 17 คะแนน 4) 17.67 คะแนน.  
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2. ในการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางปริมาณสารปนเปอนชนิดท่ี 1 (X) และ ปริมาณสารปนเปอนชนิด
ท่ี 2 (Y) จากตัวอยางอาหารจํานวน 100 ตัวอยาง พบวา ความแปรปรวนของปริมาณสารชนดิท่ี 1 มีคา

เทากับ 1.75, คาเฉลี่ยเลขคณิตของปริมาณสารชนิดท่ี 2 มีคาเทากับ 0.5, ∑
=

100

1i
ii yx  = 100 และ ∑

=

100

1  i
2
ix  

ถาสมการปกติของความสัมพันธเชิงฟงกชันดังกลาวอยูในรูป Y = a + bX แลว เมื่อพบสารปนเปอนชนิดท่ี 
1 อยู 4 หนวย จะพบสารปนเปอนชนิดท่ี 2 (โดยประมาณ) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 0.5 หนวย 2) 1 หนวย 3) 1.5 หนวย  4) 2 หนวย  
3. กําหนดใหขอมูล x และ y มีความสัมพันธกันดังตารางตอไปนี ้
 

X 1 2 3 3
Y 1 3 4 6

 
 ถาสมการปกติของความสัมพันธเชิงฟงกชันดังกลาวอยูในรูป Y = a + bX แลวเมื่อ X = 10 คาของ Y 

เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
4. ขอมูลความสูง (เซนติเมตร) และน้ําหนัก (กิโลกรัม) ของนักเรียนหญิง 4 คน ดังน้ี 
 

นักเรียนหญิง คนที่ 1 คนที่ 2 คนที่ 3 คนที่ 4 
ความสูง (เซนติเมตร) 150 152 154 156 
นํ้าหนัก (กิโลกรัม) 45 45 48 50 

 
 ถาสวนสูงและน้ําหนักของนักเรียนมีความสัมพันธเชิงฟงกชันเปนเสนตรง y = a + 0.9x เมื่อ x เปนสวนสูง  

และ y เปนน้ําหนัก และ นักเรียนที่มีสวนสูง 155 เซนติเมตร จะมีนํ้าหนักก่ีกิโลกรัม (PAT 1 มี.ค. 54) 
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กําหนดการเชิงเสน 
 
ข้ันตอนการทําโจทย 
 1. ใหสิ่งของในโจทยเปนตัวแปร x และตัวแปร y 
 2. สรางสมการจุดประสงค(สิง่ท่ีโจทยตองการรู) 
 3. สรางอสมการขอจํากัดจากเง่ือนไข(สวนใหญเปนสมการเสนตรง)ของโจทย 
 4. วาดกราฟของอสมการเงือ่นไข การวาดกราฟเสนตรงใหหาจุดตัดแกน X แกน Y  
  แลวลากเสนตรงเช่ือม 
 5. เลือกพ้ืนท่ีแรเงาโดยการสุมเลือกจุดใดก็ไดแทนคาในอสมการเงื่อนไข  
  ถาแทนแลวอสมการเปนจริงใหแรเงาฝงท่ีจุดน้ันอยู  
  ถาแทนแลวอสมการเปนเท็จใหแรเงาอีกฝงหนึ่ง 
 6. หาจุดตัดของอสมการเงื่อนไขโดยการแกสมการสองตวัแปร 
 7. นําจุดตัดดังกลาวมาแทนในสมการจุดประสงคและสรุปคําตอบตามท่ีโจทยตองการ 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องกําหนดการเชิงเสน 
 
1. ถา C เปนปริมาณท่ีมีคาขึ้นกับคาของตัวแปร x และ y ดวยความสัมพันธ C = 3x + 5y เมื่อ x, y เปนไป

ตามเงื่อนไข 3x + 4y ≥ 5, x + 3y ≥ 3, x ≥ 0 และ y ≥ 0 แลวคาต่ําสุดของ C ตามเงื่อนไขขางตน มีคา
เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 5
21  2) 5

29
 

3) 4
25  4) 4

27  
 
2. ถา P = 5x + 4y เมื่อ x, y เปนไปตามเงื่อนไข x + 2y ≤ 40, 3x + 2y ≤ 60, x ≥ 0 และ y ≥ 0 แลว

คาสูงสุดของ P เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 90 2) 100  3) 110 4) 115  
3. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริงบวกซ่ึง a < b ถาคามากสุดและคานอยสุดของ P = 2x + y เมื่อ x, y 

เปนไปตามเงื่อนไข a ≤ x + 2y ≤ b, x ≥ 0 และ y ≥ 0 มีคาเทากับ 100 และ 10 ตามลําดับ แลว a + b 
มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   

4. จงหาผลคูณของคาสูงสุดและคาตํ่าสุดของฟงกชัน f(x, y) = x + y + 2 ภายใตเงื่อนไขขอจํากัดตอไปนี ้ 
   ก. x + 2y ≥ 8   ข. 5x + 2y ≥ 20 
  ค. x + 4y ≤ 22    ง. x ≥ 1 
   จ. 1 ≤ y ≤ 8 
 (PAT 1 มี.ค. 54)  
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เฉลย 
 
เซต 
1. 2)   2. 1)   3. 2)   4. 4)   5. 3)  
6. 4)   7. 18   8. 4)   9. 26   10. 4) 
11. 97   12. 415          
 
จํานวนจรงิ 
1. 2)   2. 4)     3. 4)     4. 1)   5. 1)    
6. 3)   7. 1)   8. 2)   9. 1)   10. 1) 
11. 5   12. 4)   13. 3)   14. 2   15. 4)  
16. 13   17. 4)    
 
ตรรกศาสตรเบ้ืองตน 
1. 2)   2. 1)     3. 2)     4. 4)     5. 4)    
6. 1)     7. 4)     8. 3)     9. 2)     10. 3)   
11. 3)   12. 2)   13. 3)   14. 2)       
 
ทฤษฎีจํานวนเบ้ืองตน 
1. 4)    2. 3)     3. 30     4. 25     5. 1)    
6. 3)     7. 234     8. 11     
          
ฟงกชัน 
1. 1)   2. 2)     3. 1)     4. 2)     5. 1)    
6. 1)     7. 1)     8. 4)     9. 7.5     10. 6   
11. 2)   12. 4)   13. 7   14. 3)   15. 1  
16. 2)   17. 50   18. 262   19. 3)   20. 4) 
21. 8    22. 911         
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เรขาคณิตวิเคราะห 
1. 3)   2. 3)     3. 1)     4. 1)     5. 4)    
6. 1)     7. 1)     8. 4)     9. 2)     10. 1)   
11. 5.5   12. 8   13. 3)   14. 4)   15. 1)  
16. 1)   17. 2)   18. 4)   19. 2)   20. 4 
21. 4)     22. 1)     23. 4        
   
เมตริกซ 
1. 4)   2. 3)     3. 1)     4. 4)     5. 1)    
6. 4)     7. 3)     8. 4)     9. 0.2     10. 32   
11. 6   12. 3)   13. 4   14. 4   15. 1)  
16. 396   17. 3)   18. 3    
 
ฟงกชันเอกซโพเนนเชยีลและลอการิทมึ 
1. 2)   2. 3)   3. 3)   4. 3)   5. 2)    
6. 1)     7. 2)     8. 6     9. 4     10. 1)   
11. 2)   12. 2)   13. 3)   14. 1)   15. 2)  
16. 2)   17. 4)   18. 3)   19. 1)   20. 4 
21. 5    22. 1     23. 4)     24. 2)   25. 4    
26. 18       
 
ฟงกชันตรีโกณมิต ิ
1. 3)   2. 4)   3. 2)   4. 3)   5. 3)    
6. 1)     7. 1)     8. 2     9. 0     10. 3)   
11. 1)   12. 0.5   13. 0.5   14. 4)   15. 1)  
16. 3)   17. 3)   18. 1)   19. 1   20. 178 
21. 1   22. 1)     23. 2)     24. 22     25. 0.2    
26. 20       
 
เวกเตอรในสามมิต ิ
1. 1)   2. 1)     3. 4)     4. 2)     5. 1)    
6. 9     7. 2)     8. 3     9. 2)     10. 2   
11. 2)   12. 3)   13. 2)   14. 3       
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จํานวนเชิงซอน 
1. 4)     2. 3)     3. 2)     4. 1)     5. 1)    
6. 4     7. 2)     8. 5     9. 4)     10. 8   
11. 4)   12. 198   13. 1)   14. 2)   15. 2   
 
ลําดับและอนุกรม 
1. 2)   2. 2)     3. 3)     4. 2)     5. 4)    
6. 3)     7. 3)     8. 4)     9. 2.38    10. 4   
11. 4)   12. 1   13. 1   14. 2)   15. 2)  
16. 2   17. 200   18. 2   19. 7   20. 25 
21. 1)     22. 2)     23. 0     24. 20     25. 2    
26. 9     27. 2     28. 49     29. 1)     30. 3)   
31. 2.5   32. 6   33. 30        
 
แคลคูลัสเบ้ืองตน 
1. 2)   2. 3)   3. 2)     4. 3)     5. 4)    
6. 4)     7. 0.3     8. 12     9. 8     10. 2)   
11. 53   12. 6   13. 7   14. 1)   15. 4)  
16. 18   17. 10   18. 200   19. 4)   20. 1) 
21. 120     22. 1)     23. 4)     24. 4)     25. 1    
26. 8     27. 8      
 
ความนาจะเปน 
1. 3)   2. 1)     3. 1)     4. 1)     5. 3)    
6. 2)     7. 3)     8. 2)     9. 1)     10. 4)   
11. 2)   12. -   13. 3)   14. 56   15. 21 
16. 1)   17. 2)   18. 44   19. 192   20. 3) 
21. 352     22. 9     23. 4)     24. 102    25. 22    
26. 4)     27. 1)     28. 120     29. 4    
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สถิต ิ
1. 3)   2. 4)     3. 4)     4. 1)     5. 4)   
6. 3)     7. 3)     8. 2)     9. 3)     10. 1)  
11. 2)   12. 1)   13. 2   14. 10   15. 57 
16. 3)   17. 520   18. 6   19. 10   20. 1) 
21. 4)     22. 50     23. 36     24. 2)     25. 1)  
26. 56     27. 10     28. 2)     29. 1)     30. 4)  
 
ความสัมพันธเชงิฟงกชันระหวางขอมูล 
1. 2)   2. 4)     3. 19   4. 48.8     
 
กําหนดการเชิงเสน 
1. 2)   2. 3)     3. 70   4. 157.5       
 
 

 


