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เซต 
 
 เซตที่เทากัน 
 A = B ก็ตอเมื่อ A และ B มีสมาชิกเหมือนกัน 
 
 สับเซต 
 A ⊂ B ก็ตอเมื่อ สมาชิกของ A ทุกตัวเปนสมาชิกของ B 
 
 สับเซตแท 
 A เปนสับเซตแทของ B ก็ตอเมือ่ A ⊂ B แต A ≠ B 
 
 สมบัติของสับเซต 
 1. เซตวางเปนสับเซตของเซตทุกเซต 
 2. A ⊂ A 
 3. จํานวนสับเซตทั้งหมดของ A เทากับ 2n(A) 
 4. จํานวนสับเซตแทท้ังหมดของ A เทากับ 2n(A) - 1  
 5. ถา A ⊂ B และ B ⊂ C แลว A ⊂ C 
 
 เพาเวอรเซต 
 เพาเวอรเซตของ A คือ เซตของสับเซตทั้งหมดของ A เขียนแทนดวย P(A) 
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 สมบัติของเพาเวอรเซต 
 1. φ ∈ P(A) 
 2. A ∈ P(A) 
 3. จํานวนสมาชิกของ P(A) เทากับ 2n(A) 
 4. A ⊂ B ก็ตอเมื่อ P(A) ⊂ P(B) 
 5. P(A)I P(B) = P(AI B) 
 6. P(A)U P(B) ⊂ P(AU B) 
 
 การดําเนินการของเซต 
 1. ยูเนียน AU B คือ เซตท่ีไดจากการนําสมาชิกของ A , B ท้ังหมดมาอยูในเซตเดียวกัน 
 2. อินเตอรเซกชัน  AI B คือ เซตท่ีไดจากการนําสมาชิกของ A , B ท่ีซํ้ากันมาอยูในเซตเดียวกัน 
 3. ผลตาง A - B คือ เซตท่ีไดจากสมาชิกของ A แตตัดสมาชิกท่ีซํ้ากับ B ออก 
 4. คอมพลีเมนต A′ คือ เซตท่ีไดจากสมาชิกของเอกภพสัมพัทธ U แตตัดสมาชิกท่ีซํ้ากับ A ออก 
 
 สมบัติของการดําเนินการของเซต 
 ให A, B และ C แทนเซตใดๆ และ µ แทนเอกภพสัมพัทธ 
 1. AUA = A AIA = A 
 2. AU B = BUA AI B = BIA 
 3. (AU B)U C = AU (BU C) (AI B)I C = AI (BI C) 
 4. AU (BI C) = (AU B)I (AU C) AI (BU C) = (AI B)U (AI C) 
 5. (AU B)′ = A′I B′ (AI B)′ = A′U B′ 
 6. AU φ = A AU U = U 
  AI φ = φ AU U = A 
 7. AUA′ = U AIA′ = φ 
 8. A - B = AI B′ 
 
 จํานวนสมาชิกของเซตจํากัด 
 1. n(A′) = n(U) - n(A)  
 2. n(AU B) = n(A) + n(B) - n(AI B) 
 3. n(AU BU C) = n(A) + n(B) + n(C) - n(AI B) - n(AI C) - n(BI C) + n(AI BI C) 
 4. n(A - B) = n(A) - n(AI B)
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ตัวอยางขอสอบเรื่องเซต 
 
1. กําหนดให A = {∅, 1, {1}} ขอใดตอไปนี้ผิด (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) ∅ ⊂ A   2) {∅} ⊄ A  
 3) {1, {1}} ⊂ A   4) {{1}, {1, {1}}} ⊄ A  
2. กําหนดให A = {x|x เปนจํานวนคูบวก และ x ≤ 100} และ B = {x|x ∈ A และ 3 หาร x ลงตัว} 

จํานวนสมาชิกของเซต P(B) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 216 2) 217 3) 218 4) 219  
3. ในการสํารวจความเห็นของนักเรยีนช้ันมัธยมศึกษาตอนปลายจํานวน 880 คน เพ่ือสอบถามขอมูลเกี่ยวกับ

การศึกษาตอ ปรากฏผลดังนี้ 
   มีผูตองการศึกษาตอ 725 คน 
   มีผูตองการทํางาน 160 คน 
   มีผูตองการศึกษาตอหรือทํางาน 813 คน 
 ผูท่ีตองการศึกษาตอและทํางานดวยมีจํานวนเทากับขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 67 คน 2) 72 คน 3) 85 คน 4) 90 คน  
4. กําหนดให A = {1, 2, {1, 2}, {1, 2, 3}} ขอใดตอไปนี้ผิด (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) {1, 2} ∈ A 2) {1, 2, 3} ∈ A 3) {1, 2} ⊂ A 4) {1, 2, 3} ⊂ A   
5. กําหนดให A = {0, 1, 2, {0, 1, 2}} และ P(A) แทนเซตกําลังของ A พิจารณาขอความตอไปนี้ 
   ก. AI P(A) = {0, 1, 2} ข. n(A - P(A)) < n(P(A) - A) 
 ขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
6. ให A = {1, {1}} และ P(A) เปนเพาเวอรเซตของเซต A ขอใดตอไปนี้ผิด (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) จํานวนสมาชิกของ P(A) - A เทากับ 3 2) จํานวนสมาชิกของ P(P(A)) เทากับ 16 
 3) {{1}} ∈ P(A) - A   4) {∅, A} ∈ P(A)  
7. กําหนดให A, B และ C เปนเซตใดๆ ถา n(AU BU C) = 91, n(AI B′I C′) = 11, n[(B - A)I (B - C)] = 15, 

n(AI BI C) = 20, n[(AI B)U (AI C)U (BI C)] = 47 และ n(C) = 59 แลว n(A′I B′I C)     
เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)  
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8. ให A = {∅, {∅}, {∅, {∅}}} และ P(A) เปนเพาเวอรเซตของเซต A ขอใดตอไปนี้ถกูตอง  
 (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) จํานวนสมาชิกของ P(A) เทากับ 16 
 2) จํานวนสมาชิกของ P(A) - {∅, {∅}} เทากับ 7 
 3) {∅, {∅, {∅}}} ⊂ P(A) - {∅, {∅}}  
 4) {∅, {∅}, {{∅}}} ⊂ P(A)  
9. ในการสอบวิชาภาษาไทย วิชาภาษาอังกฤษ และวิชาคณิตศาสตร ของโรงเรียนแหงหนึ่งมีนักเรยีนเขาสอบ

ท้ังหมด 66 คน ปรากฏวามีนักเรียนท่ีสอบตกทั้งสามวิชาจํานวน 13 คน นักเรียนท่ีสอบไดท้ังสามวิชามี
จํานวน 17 คน นักเรียนท่ีสอบไดวิชาภาษาไทยและวิชาภาษาอังกฤษ แตสอบตกวิชาคณิตศาสตรมีจํานวน 
10 คน นักเรียนท่ีสอบไดวิชาภาษาไทย และวิชาคณิตศาสตรแตสอบตกวิชาภาษาอังกฤษ 11 คน นักเรียนที่
สอบไดเพียงวิชาเดียว มีจํานวน 6 คน จํานวนนักเรียนท่ีสอบไดวิชาภาษาอังกฤษและวิชาคณิตศาสตร 
เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   

10. กําหนดให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และ P(S) แทนเพาเวอรเซตของเซต S   
 ให A = {x ∈ I | |x2 - 1| < 8} และ B = {x ∈ I | 3x2 + x - 2 ≥ 0}

 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) จํานวนสมาชิกของ P(A - B) เทากับ 4 2) จํานวนสมาชิกของ P(I - (AU B)) เทากับ 2 
 3) P(A - B) = P(A) - P(AI B) 4) P(A - B) - P(AI B) = {{0}}  
11. กําหนดให A, B และ C เปนเซตใดๆ ถา n(A) + n(B) + n(C) = 301 และ n(AU BU C) = 102 

แลว n(AI BI C) มีคาอยางนอยเทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
12. โรงเรียนแหงหนึง่มีนักเรียนจํานวน 750 คน พบวามีนักเรียนจํานวน 30 คน ไมเลนกีฬาเลย นอกนั้นเลนกีฬา

อยางนอยหนึ่งประเภทคือ ปงปอง แบดมินตัน เทนนิส จากการสํารวจเฉพาะกลุมนักเรียนท่ีเลนกีฬา พบวามี
นักเรียนจํานวน 630 คน เลนกีฬาเพียงประเภทเดียวเทานั้น มีนักเรียนจํานวน 30 คน เลนเทนนิสและ
ปงปอง มีนักเรียน 50 คน เลนปงปองและแบดมินตัน มีนักเรียน 40 คน เลนเทนนิสและแบดมินตัน         
มีนักเรียนไมเลนเทนนิสจํานวน 250 คน จงหาวามีนักเรียนกี่คนท่ีเลนเทนนิสเพียงอยางเดียว  

 (PAT 1 มี.ค. 54)  
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จํานวนจริง 
 
 สัญลักษณแทนเซต 
 R  แทน เซตของจํานวนจริง 
 Q  แทน เซตของจํานวนตรรกยะ 
 Q′  แทน เซตของจํานวนอตรรกยะ 
 I  แทน เซตของจํานวนเต็ม 
 N  แทน เซตของจํานวนนับ 
 
 จํานวนจริง ประกอบดวย 
 1. จํานวนตรรกยะ คือ จํานวนที่สามารถเขียนอยูในรูปของเศษสวนได 
   เชน 4, -2, 3.25, 50.8&  เปนตน 
 2. จํานวนอตรรกยะ คือ จํานวนที่ไมสามารถเขียนในรูปของเศษสวนได 
   เชน 3 , 3.147258 ..., 5  + 1, π, e เปนตน 
 
 สมบัติการเทากนัของจํานวนจรงิ 
 ให a , b และ c เปนจํานวนจริงใดๆ  
 1. สมบัติการสะทอน a = a 
 2. สมบัติการสมมาตร a = b ก็ตอเมื่อ b = a 
 3. สมบัติการถายทอด ถา a = b และ b = c แลว a = c 
 4. สมบัติการบวกดวยจํานวนที่เทากัน ถา a = b แลว a + c = b + c 
 5. สมบัติการคูณดวยจํานวนที่เทากัน ถา a = b แลว ac = bc 
 
 สมบัติของการบวกและการคูณของจํานวนจริง 
 

สมบัติ การบวก การคูณ 
สมบัติปด a + b เปนจํานวนจริง a × b เปนจํานวนจริง 
สมบัติการเปลี่ยนหมู (a + b) + c = a + (b + c) (a × b) × c = a × (b × c)

 
 

สมบัติการมีเอกลักษณ 
0 เปนเอกลักษณการบวก 
a + 0 = a = 0 + a 

1 เปนเอกลักษณการคูณ 
a × 1 = a = 1 × a 

สมบัติการมีอินเวอรส 
จํานวนจริง a ใดๆ  
-a เปนอินเวอรสการบวก 

จํานวนจริง a ใดๆ แต a ≠ 0 

a
1  เปนอินเวอรสการบวก 

สมบัติการแจกแจง a(b + c) = ab + ac 
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 สูตรสําหรับการแยกตัวประกอบ  
 1. กําลังสองสมบูรณ 
  (A + B)2 = A2 + 2AB + B2 
  (A - B)2 = A2 - 2AB + B2 
 2. กําลังสามสมบูรณ 
  (A + B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 + B3 
  (A - B)3 = A3 - 3A2B + 3AB2 - B3 
 3. ผลตางกําลังสอง 
  A2 - B2 = (A - B)(A + B)  
 4. ผลตางกําลังสาม 
  A3 - B3 = (A - B)(A2 + AB + B2) 
  A3 + B3 = (A + B)(A2 - AB + B2) 
 
 การแกสมการพหุนามกําลังสองตัวแปรเดียว 
 จาก ax2 + bx + c = 0 โดยที่ a ≠ 0  
 1. แยกตัวประกอบและใชหลักการท่ีวา AB = 0 จะไดวา A = 0 หรือ B = 0 

 2. ใชสูตร x = 2a
 4ac b  b 2 -- ±  

  - ถา b2 - 4ac > 0 แลวรากคําตอบ x จะมีสองคําตอบ 
  - ถา  b2 - 4ac = 0 แลวรากคําตอบ x จะมีคําตอบเดียว 
  - ถา  b2 - 4ac < 0 แลวรากคําตอบ x จะไมมีคําตอบท่ีเปนจํานวนจริง 
   (ไมสามารถแยกตัวประกอบได) 
 * ผลบวกของรากคําตอบของสมการเทากับ - a

b  

 ** ผลคูณของรากคําตอบของสมการเทากับ a
c   

 ***  ถาเปนสมการพหุนามกําลังสามขึ้นไปใหใชวิธีการหารสังเคราะหแยกตัวประกอบ  
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 สมบัติการไมเทากันของจํานวนจริง 
 ให a , b , c และ d เปนจํานวนจริงใดๆ  
 1. ถา a < b และ b < c แลว a < c 
 2. ถา a < b แลว a + c < b + c 
 3. ถา a < b และ c > 0 แลว ac < bc 
  ถา a < b และ c < 0 แลว ac > bc 
 4. ถา a < b และ c < d แลว a + c < b + d 
 5. ถา a < b และ c < d แลว a - d < b - c 
 6. ถา 0 < a < b และ 0 < c < d แลว ac < bd 
 7. ถา a < b < 0 และ c < d < 0 แลว ac > bd 
 8. ถา 0 < a < b แลว a

1  > b
1   

 9. ถา a < b < 0 แลว a
1  > b

1  
 10. ถา 0 < a < b แลว a2 < b2 
 11. ถา a < b < 0 แลว a2 > b2 
 12. a < b < c จะไดวา a < b และ b < c  
 ชวง 
 กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริงใดๆ โดยที่ a < b 
 - (a, b) = {x | a < x < b} 
 - [a, b] = {x | a ≤ x ≤ b} 
 - (-∞, a) = {x | x < a} 
 - [a, ∞) = {x | x ≥ a} 
 - (-∞, ∞) = R  
 การแกอสมการ 
 - อสมการพหุนามดีกรหีนึ่ง ทําเหมอืนการแกสมการพหุนามดีกรหีนึง่ 
 - อสมการพหุนามดีกรตีั้งแตสองขึน้ไป ใหทําดังน้ี 
  1. จัดรูปของอสมการโดยใหอสมการมีฝงใดฝงหนึ่งเปนศูนยและทําใหสัมประสิทธ์ิของตัวแปรท่ีมีดีกรี

สูงสุดเปนจํานวนบวก 
  2. แยกตัวประกอบ ถาตัวไหนแยกไมได(ใชสูตรแลวก็แยกไมได)ใหตดัท้ิง 
  3. ลงคาท่ีทําใหแตละวงเล็บเปนศูนยบนเสนจํานวน โดยใชหลักการดังน้ี 
   ถาวงเล็บไหนยกกําลังดวยจํานวนคีแ่ลว ใหเติมตัวเลขบนเสนจํานวน 1 ครั้ง 
   ถาวงเล็บไหนยกกําลังดวยจํานวนคูแลว ใหเติมตัวเลขบนเสนจํานวน 2 ครั้ง 
  4. ตัวเลขบนเสนจํานวนจะแบงเสนจํานวนออกเปนชวงๆ ใหเติมเครื่องหมาย บวก ลบ บวก ลบ 

สลับกัน โดยเรียงจากชวงขวาไปซาย 
  5. ถา p(x) > 0 หรือ p(x) ≥ 0 แลวใหเลือกชวงท่ีเปนบวก 
   ถา p(x) < 0 หรือ p(x) ≤ 0 แลวใหเลือกชวงท่ีเปนลบ 
  6. สรุปคําตอบ 
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 คาสัมบูรณ 
 บทนิยามให x เปนจํานวนจริงใดๆ  

  |x| = 




<
≥

0   x ,x  
0   x , x  

-  
 
 ทฤษฎีบทของคาสัมบูรณ 
 กําหนดให a , b และ n เปนจํานวนจริงใดๆ  
 1. |a| = |-a| 
 2. |a - b| = |b - a| 
 3. |ab| = |a||b| 
 4. b

a  = |b|
|a|   เมื่อ  b ≠ 0 

 5. |an| = |a|n 
 6. |x + y| ≤ |x| + |y| 
 7. |x - y| ≥ |x| - |y|  
 การแกสมการคาสัมบูรณ (เปาหมาย คือ ตองถอดคาสัมบูรณใหได) 
 1. |p(x)| = c 
  กรณี c > 0 จะไดวา p(x) = c หรือ p(x) = -c 
  กรณี c = 0 จะไดวา p(x) = 0 
  กรณี c < 0 จะไดวา สมการไมมีคําตอบ 
 2. |p(x)| = |q(x)| 
  จะไดวา p(x) = q(x) หรือ p(x) = -q(x) 
 3. |p(x)| = q(x) 
  จะไดวา p(x) = q(x) หรือ p(x) = -q(x) แต q(x) ≥ 0 
 4. กรณีอื่นๆ ถอดคาสัมบูรณโดยบทนิยาม  
 การแกอสมการคาสัมบูรณ (เปาหมาย คือ ตองถอดคาสัมบูรณใหได) 
 กําหนดให c > 0 
 1. |p(x)| < c ก็ตอเมื่อ -c < p(x) < c 
  |p(x)| ≤ c ก็ตอเมื่อ -c ≤ p(x) ≤ c 
 2. |p(x)| > c ก็ตอเมื่อ p(x) < -c หรือ c < p(x) 
  |p(x)| ≥ c ก็ตอเมื่อ p(x) ≤ -c หรือ c ≤ p(x) 
 3. |p(x)| < |q(x)| ก็ตอเมื่อ [p(x)]2 < [q(x)]2

 
 

  |p(x)| ≤ |q(x)| ก็ตอเมื่อ [p(x)]2 ≤ [q(x)]2
  4. |p(x)| ≤ q(x) ก็ตอเมื่อ [p(x)]2 ≤ [q(x)]2 และ q(x) ≥ 0 

 5. กรณีอื่นๆ ถอดคาสัมบูรณโดยบทนิยาม 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องจํานวนจริง 
 
1. กําหนดให S = {x | |x|3 = 1} เซตในขอใดตอไปนี้เทากับเซต S (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) {x | x3 = 1} 2) {x | x2 = 1} 3) {x | x3 = -1} 4) {x | x4 = x}  
2. กําหนดให S เปนเซตคําตอบของสมการ 2x3 - 7x2 + 7x - 2 = 0 ผลบวกของสมาชิกท้ังหมดของ S 

เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 2.1 2) 2.2 3) 3.3 4) 3.5  
3. กําหนดให A = {x | |x - 1| ≤ 3 - x} และ a เปนสมาชิกคามากที่สุดของ A คาของ a อยูในชวงใด

ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) (0, 0.5] 2) (0.5, 1] 3) (1, 1.5] 4) (1.5, 2]  
4. กําหนดให A เปนเซตคําตอบของอสมการ x2

1)1)(x (2x 
-

-+  ≥ 0 

 และ B เปนเซตคําตอบของอสมการ 2x2 - 7x + 3 < 0 
 ถา AI B = [c, d) แลว 6c - d เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 4 2) 5 3) 6 4) 7  
5. กําหนดให A = {x | (x2 - 1)(x2 - 3) ≤ 15} ถา a เปนสมาชิกคานอยที่สุดในเซต A และ b เปนสมาชิก 

คามากที่สุดในเซต A แลว (b - a)2 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 24 2) 16 3) 8 4) 4  
6. กําหนดให S เปนเซตคําตอบของอสมการ 

65x x
36  13x  x

2
24

++
+-  ≥ 0

 
ถา a เปนจํานวนท่ีมีคานอยที่สุดในเซต 

SI (2, ∞) และ b เปนจํานวนลบที่มคีามากที่สุดซ่ึง b ∉ S แลว  a2 - b2 เทากับขอใดตอไปนี้  
 (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) -9 2) -5 3) 5 4) 9  
7. กําหนดให A, B และ C เปนจํานวนนับท่ีมีคาไมเกิน 100 ถา A + B = C และ B + C = 2A แลว        

คามากสุดที่เปนไปไดของ B อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) [0, 40] 2) [45, 60] 3) [70, 85] 4) [90, 100]  
8. กําหนดให A เปนเซตคําตอบของสมการ x3 + x2 - 27x - 27 = 0 
 และ B เปนเซตคําตอบของสมการ x3 + (1 - 3 )x2 - (36 + 3 )x - 36 = 0 
 AI B เปนสับเซตของชวงในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) [-3, 5 , -0.9] 2) [-1.1, 0] 3) [0, 3 5 ] 4) [1, 5 3 ] 
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9. กําหนดให S = 












+
+

≥
1  x
2 x   

2 3x   x
xx 22  

--
 ชวงในขอใดตอไปนี้เปนสับเซตของ S (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) (-∞, -3) 2) (-1, 0.5) 3) (-0.5, 2) 4) (1, ∞)  

10. กําหนดให A = 












≤∈ +  4 9 6x   xR x 2  -  เมื่อ R แทนเซตของจํานวนจริง ขอใดตอไปนีถ้กูตอง  

 (PAT 1 มี.ค. 53)  
 
 1) A′ = {x ∈ R | |3 - x| > 4} 2) A′ ⊂ (-1, ∞) 
 3) A = {x ∈ R | x ≤ 7}  4) A ⊂ {x ∈ R | |2x - 3| < 7}  
11. ถา S = {x ∈ R | 1 3x +  + 1x -  = 17x + } เมื่อ R แทนเซตของจํานวนจริง แลวผลบวกของ

สมาชิกใน S เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
12. ให N แทนเซตของจํานวนนับ กําหนดให a * b = ab สําหรับ a, b ∈ N พิจารณาขอความตอไปนี้ 

สําหรับ a, b, c ∈ N 
  ก. a * b = b * a   ข. (a * b) * c = a * (b * c)  
  ค. a * (b + c) = (a * b) + (a * c) ง. (a + b) * c = (a * c) + (b * c) 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ถูก 2 ขอ คือ ข. และ ค.  2) ถูก 2 ขอ คือ ค. และ ง. 
 3) ถูก 1 ขอ คือ ค.   4) ก., ข., ค. และ ง. ผิดทุกขอ  
13. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา A = 













>∈ + 1  3  |x| x 
2  | x 1|R x   -

--  และ AI [0, 1) เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 







3
2 ,3

1  2) 





 1 ,3
1  3) 






 1 ,3
2  4) 








2
3 ,3

2  
 
14. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา S = {x ∈ R | 1x +  + 13x -  = 17x - }

 
 และ T = {y ∈ R | y = 3x + 1, x ∈ S} แลวผลบวกของสมาชิกใน T เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   
15. ให N แทนเซตของจํานวนนับ 
 กําหนดให a * b =  b a +  สําหรับ a, b ∈ N 
 พิจารณาขอความตอไปนี ้
 ก. (a * b) * c = a * (b * c) สําหรับ a, b, c ∈ N 
  ข. a * (b + c) = (a * b) + (a * c) สําหรับ a, b, c ∈ N 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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16. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา A = 












=++∈ 15  3 2x   2x2  9 2x   2xR x 22  ---
 
แลวผลบวก

ของกําลังสองของสมาชิกในเซต A เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
17. ให N แทนเซตของจํานวนนับ 
 สําหรับ a, b ∈ N 

   

a Θ b = 









<

>
=

  b a , b
 b a , a
 b a , a

 และ a ∆ b = 









<

>
=

  b a , a
 b a , a
 b a , b

   พิจารณาขอความตอไปนี้ สําหรบั a, b, c ∈ N 
  ก. a Θ b = b Θ a 
  ข. a Θ (b Θ c) = (a Θ b) Θ c 
  ค. a ∆ (b Θ c) = (a ∆ b) Θ (a ∆ c) 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ถูก 1 ขอ คือ ขอ ก.   2) ถูก 2 ขอ คือ ขอ ก. และ ข. 
 3) ถูก 2 ขอ คือ ขอ ก. และ ค. 4) ถูก 3 ขอ คือ ขอ ก. ข. และ ค. 
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ตรรกศาสตรเบื้องตน 
 
 ประพจน 
 คือ ประโยคบอกเลา ท่ีมีคาความจริงเปนจริงหรือเปนเท็จเพียงอยางใดอยางหนึ่งเทาน้ัน 
 
 ประโยคเปด 

 คือ ประโยคบอกเลาท่ีมีตัวแปร โดยเมื่อแทนคาตัวแปรดวยสมาชิกจากเอกภพสัมพัทธแลว 
จะเปนประพจน 

 
 ตัวเชื่อมของประพจน 
 ไดแก และ ∧ หรือ ∨  
   ถา ... แลว → ก็ตอเมื่อ ↔ นิเสธ ∼  
 คาความจริงของตัวเชื่อม 
 

p q ∼p p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q 
T T F T T T T 
T F T F T F F 
F T F F T T F 
F F T F F T T 

 
 การสมมูลกันของประพจน 
  p สมมูลกับ q  ก็ตอเมื่อ p มีคาความจริงเหมือน q ทุกกรณี 
  เขียนแทนดวย  p ≡ q 
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 ประพจนที่สมมูลกัน 
 

การสลับที ่  p ∨ q ≡ q ∨ p 
 p ∧ q ≡ q ∧ p 

การเปลี่ยนกลุม  
(p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r) 

 
(p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r) 

การแจกแจง  
p ∧ (q ∨ r)  ≡  (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) 

 
p ∨ (q ∧ r)  ≡  (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) 

นิเสธ 
 

∼(∼p)  ≡ p 
 p ∨ (∼p)  ≡ t 
 p ∧ (∼p)  ≡ f 
t แทน ประพจนท่ีมีคาความจริงเปนจริงเสมอ f แทน คาความจริงท่ีเปนเท็จเสมอ 

เดอรมอแกน  
∼(p ∨ q)  ≡ ∼p ∧ ∼q 

 ∼(p ∧ q)  ≡ ∼p ∨ ∼q
 

ถา ... แลว 
 p → q = ∼p ∨ q 
 p → q = ∼q → ∼p 
 ∼(p → q)  = p ∧ ∼q 

ก็ตอเม่ือ  p ↔ q = (p → q) ∧ (q → p) 
 ∼(p ↔ q)  = ∼p ↔ q  =  p ↔ ∼q 

 
 สัจนิรันดร 
 คือ ประพจนท่ีมีคาความจริงเปนจริงเสมอ 
 การตรวจสอบสัจนิรันดร 
  วิธีท่ี 1  สรางตารางหาคาความจริง 
  วิธีท่ี 2 สมมติประพจนมีคาความจริงเปนเท็จแลวหาคาความจริงของประพจนยอย 
   ถา ขัดแยง  แลว ประพจนเปนสัจนิรันดร 
   ถา ไมขัดแยง  แลว ประพจนไมเปนสัจนิรันดร 
 
 การอางเหตุผล 
 ให  p1, p2, p3, ..., pk  แทน  เหตุ 
 และ c แทน   ผล 
 
 การตรวจสอบการอางเหตุผล 
 1. ให (p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ ... ∧ pk) → c 
 2. ตรวจสอบแบบสัจนิรันดร 
  ถา เปนสัจนิรันดร แลว การอางเหตุผล “สมเหตุสมผล” 
  ถา ไมเปนสัจนิรันดร แลว การอางเหตุผล “ไมสมเหตุสมผล” 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________________ คณิตศาสตร (15) 

 การหาคาความจริงของตัวบงปริมาณ 
 

∀x[P(x)] จริง เมื่อ x ทุกตัวทําให p(x) เปนจริง 
เท็จ เม่ือมี x ทําให p(x) เปนเท็จ 

∃x[P(x)] จริง เม่ือมี x ทําให p(x) เปนจริง 
เท็จ เมื่อ x ทุกตัวทําให p(x) เปนเท็จ 

∀x∀y[P(x, y)] จริง เมื่อ (x, y) ทุกคูทําให P(x, y) เปนจริง 
เท็จ เม่ือมี (x, y) ทําให P(x, y) เปนเท็จ 

∀x∃y[P(x, y)] จริง เมื่อ x ทุกตัวจับคูกับ y บางตัวแลวทําให P(x, y) เปนจริง 
เท็จ เมื่อมี x จับคูกับ y ทุกตัวแลวทําให P(x, y) เปนเท็จ 

∃x∀y[P(x, y)] จริง เมื่อมี x จับคูกับ y ทุกตัวแลวทําให P(x, y) เปนจริง 
เท็จ เมื่อ x ทุกตัวจับคูกับ y บางตัวแลวทําให P(x, y) เปนเท็จ 

∃x∃y[P(x, y)] จริง เม่ือมี (x, y) ทําให P(x, y) เปนจริง 
เท็จ เมื่อ (x, y) ทุกคูทําให P(x, y) เปนเท็จ 

 
 นิเสธกนัของตัวบงปริมาณ 
 

ตัวบงปริมาณ นิเสธ 

∀x[P(x)] ∃x[∼P(x)] 
∃x[P(x)] ∀x[∼P(x)] 

∀x∀y[P(x, y)] ∃x∃y[∼P(x, y)] 
∀x∃y[P(x, y)] ∃x∀y[∼P(x, y)] 
∃x∀y[P(x, y)] ∀x∃y[∼P(x, y)] 
∃x∃y[P(x, y)] ∀x∀y[∼P(x, y)] 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องตรรกศาสตรเบ้ืองตน 
 
1. กําหนดให p, q, r เปนประพจน  จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. ประพจน p ⇒ (p ⇒ (q ∨ r)) สมมูลกับประพจน p ⇒ (q ∨ r) 
  ข. ประพจน p ∧ (q ⇒ r) สมมูลกับประพจน (q ⇒ p) ∨ ∼(p ⇒ ∼r) 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
2. กําหนดใหเอกภพสัมพัทธคือ U = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) ∀x∀y[xI y ≠ ∅]   2) ∀x∀y[xU y ≠ U] 
 3) ∀x∃y[y ≠ x ∧ y ⊂ x]  4) ∃x∀y[y ≠ x ∧ y ⊂ x]  
3. กําหนดให P(x) และ Q(x) เปนประโยคเปด 
 ประโยค ∀x[P(x)] ⇒ ∃x[∼Q(x)] สมมูลกับประโยคในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) ∀x[∼P(x)] ⇒ ∃x[Q(x)]  2) ∀x[Q(x)] ⇒ ∃x[∼P(x)] 
 3) ∃x[P(x)] ⇒ ∀x[Q(x)]  4) ∃x[∼Q(x)] ⇒ ∀x[P(x)]  
4. กําหนดให U = {n ∈ I+ | n ≤ 10 ประโยคในขอใดตอไปนีม้ีคาความจริงเปนเท็จ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) ∀x∀y[(x2 = y2) ⇒ (x = y)] 2) ∀x∃y[(x ≠ 1) ⇒ (x = y2)] 
 3) ∃x∀y[xy < x + y]   4) ∃x∃y[(x - y)2 ≥ (y2 + 9xy)]  
5. กําหนดใหเอกภพสัมพัทธคือเซต {-2, -1, 1, 2} 
 ประโยคในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) ∃x∃y[x ≤ 0 ∧|x| = y +1] 2) ∃x∀y[x ≤ y ∧ -(x + y) ≥ 0] y] 
 3) ∃x∀y[x + y = 0 ∨ x - y = 0] 4) ∀x∀y[|x| < |y| ∨ |x| > |y|]   
6. กําหนดให p, q, r เปนประพจน 

พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ถา q ∧ r มีคาความจริงเปนจริง แลว p และ p ∨ [(q ∧ r) ⇒ p] มีคาความจริงเหมือนกัน 
  ข. ถา p มีคาความจริงเปนเท็จ แลว r และ (p ⇒ q) ∧ r มีคาความจริงเหมือนกัน 
 ขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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7. กําหนดให p และ q เปนประพจนใดๆ ขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) (p → q) ∨ p   2) (∼p ∨ q) → q 
 3) [(p → q) ∧ p] → q  4) (∼p → q) ↔ (∼p ∧ ∼q)  
8. ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ถาเอกภพสัมพัทธ คือ {-1, 0, 1} คาความจริงของ ∀x∃y[x2 + x = y2 + y] เปนเท็จ 
 2) ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง คาความจริงของ ∃x[3x = log3 x] เปนจริง 
 3) ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง นิเสธของขอความ ∀x∃y[(x > 0 ∧ y ≤ 0) ∧ (xy < 0)] 

คือ ∃x∀y[(xy < 0) → (x ≤ 0 ∨ y > 0)] 
 4) ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนเต็ม นิเสธของขอความ ∀x[x > 0 → x3 ≥ x2] คือ ∃x[(x ≤ 0) ∧ (x3 < x)]  
9. กําหนดให p, q, r และ s เปนประพจน ท่ีประพจน (p ∨ q) → (r ∨ s) มีคาความจริงเปนเท็จ และ 

ประพจน p ↔ r มีคาความจริงเปนจริง ประพจนในขอใดมีคาความจริงเปนจริง (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) (q → p) ∧ (q → r)   2) q → [p ∨ (q ∧ ∼r)] 
 3) (p → s) ↔ (r ↔ q)  4) (r ↔ s) ∧ [q→  (p ∧ r)]  
10. กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ {-1, 0, 1} ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) ∀x∀y[x + y + 2 > 0] มีคาความจริงเปนจริง 
 2) ∀x∃y[x + y ≥ 0] มีคาความจริงเปนเท็จ 
 3) ∃x∀y[x + y = 1] มีคาความจริงเปนเท็จ 
 4) ∃x∃y[x + y > 1] มีคาความจริงเปนเท็จ  
11. กําหนดให A, B และ C เปนประพจนใดๆ ขอใดตอไปนี้ถกูตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ถา A ⇔ B มีคาความจริงเปนจริง แลว (B ∧ C) ⇒ (∼A ⇒ C) มีคาความจริงเปนจริง 
 2) ประพจน A ⇒ [(A ∧ B) ∨ (B ∨ C)] เปนสัจนิรันดร 
 3) ประพจน [(A ∧ B) ⇒ C] ⇒ [(A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C)] เปนสัจนิรันดร 
 4) ประพจน (A ⇒ C) ∧ (B ⇒ C) สมมูลกับประพจน (A ∧ B) ⇒ C  
12. กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ เซตของจํานวนจริง และ 
  P(x) แทน 21) (x +  = x + 1 
  Q(x) แทน 2  1 x >+  
 ขอใดตอไปนี้มีคาความจริงตรงขามกับประพจน ∃x[P(x)] ⇒ ∀x[Q(x)] (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ∃x[∼P(x)] ⇒ ∀x[∼Q(x)] 
 2) ∃x[P(x)] ⇒ ∃x[Q(x)] 
 3) ∃x[P(x) ∧ Q(x)] ⇒ ∀x[P(x)] 
 4) ∃x[P(x) ∨ Q(x)] ⇒ ∀x[Q(x)]  
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13. กําหนดให p, q และ r เปนประพจนโดยที่ p ⇒ (q ⇒ r), r ∨ ∼p และ p มีคาความจริงเปนจริง 
ประพจนในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) [p ⇒ (q ⇒ ∼r)] ⇔ ∼(q ∧ r) 
 2) [p ⇒ (r ⇒ q)] ⇔ [(r ⇒ p) ⇒ q] 
 3) [p ⇒ ∼(r ∧ q)] ⇔ [r ⇒ (p ∧ q)]  
 4) [p ∨ ∼(q ⇒ r)] ⇔ [r ⇒ (p ⇒ q)]   
14. กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ ชวงเปด 






 ππ

2 ,4
  พิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. คาความจริงของ ∀x[(cos x)sin x < (sin x)cos x]
 
เปนจริง 

  ข. คาความจริงของ ∃x[(cos x)cos x < (sin x)cos x] เปนเท็จ 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________________ คณิตศาสตร (19) 

ทฤษฎีจํานวนเบื้องตน 
 
 *** ใหตัวแปรทุกตวัเปนจํานวนเต็ม ***  
 การหารลงตัว 
 a|b ก็ตอเมื่อ b = ac  
 ทฤษฎีบทของการหารลงตัว 
 1. ถา a|b และ b|c แลว a|c 
 2. a|b จะไดวา a ≤ b 
 3. ถา a|b และ a|c แลว a|(bx + cy)  
 จํานวนเฉพาะ 
 p เปนจํานวนเฉพาะก็ตอเมื่อ -1, 1, -p, p หาร p ลงตัวเทาน้ัน  
 ข้ันตอนการหาร 
 a = bq + r 
 เมื่อ a คือ ตัวตั้ง 
  b คือ ตัวหาร 
  q คือ ผลหาร 
  r คือ เศษ (0 ≤ r < |b|)  
 ตัวหารรวมมาก (ห.ร.ม.) 
  ห.ร.ม. ของ a , b เขียนแทนดวย (a, b) 
  ห.ร.ม. ของ a , b และ c เขียนแทนดวย (a, b, c)  
 การหา ห.ร.ม. โดยวิธียุคลิด ให a > b 
 จาก a = bq1 + r1  เมื่อ 0 < r1 < |b| 
  b = r1q2 + r2 ” 0 < r2 < |r1| 
  r1 = r2q3 + r3 ” 0 < r3 < |r2| 
  r2 = r3q4 + r4 ” 0 < r4 < |r3| 
   M     M  
  rn-2 = rn-1qn + 0 ” 
 ดังน้ัน (a, b) = rn-1 
 *** ถา (a, b) = d แลว จะมี x, y ท่ีเปนจํานวนจริง ท่ีทําให d = ax + by

  
 จํานวนเฉพาะสัมพัทธ 
 (a, b) = 1  
 ตัวคูณรวมนอย(ค.ร.น.) 
 ค.ร.น. ของ a, b เขียนแทนดวย [a, b] 
 ค.ร.น. ของ a, b และ c เขียนแทนดวย [a, b, c]  
 *** ให a, b เปนจํานวนเต็มบวก ab = (a, b)[a, b]
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ตัวอยางขอสอบเรื่องทฤษฎีจํานวนเบ้ืองตน 
 
1. กําหนดให n เปนจํานวนนับใดๆ และ r เปนเศษเหลือจากการหาร n2 ดวย 11 จํานวนในขอใดตอไปนี้เปน 

คาของ r ไมได (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 1 2) 3 3) 5 4) 7  
2. กําหนดให P(x) และ Q(x) เปนพหุนามดีกรี 2551 ซ่ึงสอดคลองกับ P(n) = Q(n) สําหรับ n = 1, 2, ..., 2551 

และ P(2552) = Q(2552) + 1 คาของ P(0) - Q(0) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 0   2) 1 
 3) -1   4) หาไมไดเพราะขอมูลไมเพียงพอ  
3. ถา a เปน ห.ร.ม. ของ 403 และ 465 และ b เปน ห.ร.ม. ของ 431 และ 465 และ a - b มีคาเทาใด  
 (PAT 1 ต.ค. 52)   
4. ให A เปนเซตของจํานวนเฉพาะบวกที่มีคานอยกวาหรือเทากับ 10 
   B เปนเซตของจํานวนเตม็บวกท่ีมีคานอยกวาหรือเทากับ 10 
   C เปนเซตของฟงกชัน f : A → B ท้ังหมดท่ีเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง  
 และ ห.ร.ม. ของ a และ f(a) ไมเทากับ 1 สําหรับทุกคา a ∈ A จํานวนสมาชิกในเซต C เทากับเทาใด 

(PAT 1 มี.ค. 53)   
5. สําหรับ a และ b เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ  นิยาม a * b หมายถึง a = kb สําหรับบางจํานวนเต็มบวก k   

ถา x, y และ z เปนจํานวนเต็มบวก แลวขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ถา x * y และ y * z แลว (x + y) * z 2) ถา x * y และ x * z แลว x * (yz) 
 3) ถา x * y และ x * z แลว x * (y + z) 4) ถา x * y แลว y * x  
6. กําหนดให x, y และ z เปนจํานวนจริงบวกท่ีสอดคลองกับระบบสมการ xyz = 2, x + z

1  = 32, y + x
1  = 81 

และ z + y
1  = q

p

 
เมื่อ p และ q เปนจํานวนเต็มบวกโดยที่ ห.ร.ม. ของ p และ q เทากับ 1 แลวคาของ 

|p - q| เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 3,925 2) 4,832 3) 4,951 4) 5,182  
7. ถา d เปนจํานวนเต็มบวกท่ีมากกวา 1 และ จํานวน 3456, 2561 และ 1308 หารดวย d มีเศษเหลือเทากัน 

คือ r แลว d + r เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   
8. กําหนดให a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9} และ 1a5, 6b9 เปนจํานวนสามหลัก ถา 6b9 - 1a5 = 454 และ 6b9 

หารดวย 9 ลงตัว แลว a + b เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ฟงกชัน 
 
 ผลคูณคารทีเชยีน 
 ผลคูณคารทีเชียนของเซต A และเซต B เขียนแทนดวย A × B = {(x, y) | x ∈ Aและ y ∈ B} 
 
 ความสัมพันธ 
 - ความสัมพันธเปนสับเซตของผลคูณคารทีเชียน ซ่ึงไดจากการเลือกคูอันดับท่ีสอดคลองกับเงือ่นไขท่ี

ความสัมพันธกําหนดไว 
 - r ⊂ A × B แทน r เปนความสัมพันธจาก A ไป B 
 - r ⊂ A × A แทน r เปนความสัมพันธใน A 
 - จํานวนความสัมพันธท้ังหมดจาก A ไป B เทากับ 2n(A)×n(B) 
 
 อินเวอรสของความสัมพันธ 
 อินเวอรสของความสัมพันธ r เขียนแทนดวย r-1   
 การหา r-1  
 1. ความสัมพันธ r เขียนแบบแจกแจงสมาชิก ใหสลับท่ีกันระหวางตัวหนาและตัวหลังของคูอันดับทุกคู 
 2. ความสัมพันธ r เขียนแบบบอกเงื่อนไข ทําได 3 แบบดังน้ี 
  จาก r = {(x, y) ∈ A × B | y = เทอมของ x} 
  แบบที ่1 สลับท่ีระหวาง x กับ y และ เปลี่ยน A × B เปน B × A เงื่อนไขยังเหมือนเดิม 

   
r-1 = {(y, x) ∈ B × A | y = เทอมของ x} 

  แบบที ่2 จากแบบที่ 1 เปลี่ยน x เปน y เปลี่ยน y เปน x 

   
r-1 = {(x, y) ∈ B × A | x = เทอมของ y} 

  แบบที ่3 จากแบบที่ 2 เปลี่ยนสมการเงื่อนไขใหอยูในเทอมของ x 

   
r-1 = {(x, y) ∈ B × A | y = เทอมของ x} 

 3. ความสัมพันธ r เขียนเปนรูปกราฟ ใหสมการเสนตรง y = x เปนแกนสะทอน เงาสะทอนของ r จะเปน
กราฟ r-1 
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 โดเมนและเรนจของความสัมพันธ 
 โดเมนของความสัมพันธ r คือ  Dr = {x | (x, y) ∈ r} 
 เรนจของความสัมพันธ r คือ  Rr = {y | (x, y) ∈ r} 
 
 การหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธ 
 1. ความสัมพันธ r เขียนแบบแจกแจงสมาชิก 
  โดเมนของ r  คือ เซตของสมาชิกตัวหนาของคูอันดับทุกคู 
  เรนจของ r คือ เซตของสมาชิกตัวหลังของคูอันดับทุกคู 
 2. ความสัมพันธ r เขียนแบบบอกเงื่อนไข 
  โดเมนของ r  คือ เซตของ x ท้ังหมดท่ีทําให y หาคาได  
   (จัดรูปของสมการเงือ่นไขใหอยูในรูปเทอมของ x หรือใกลเคียง) 
  เรนจของ r คือ เซตของ y ท้ังหมดท่ีทําให x หาคาได 
   (จัดรูปของสมการเงือ่นไขใหอยูในรูปเทอมของ y หรือใกลเคียง) 
 
 หลักการของจํานวนจริงที่ใชสําหรับหาโดเมนและเรจน 
 

(1) 1  = ∆  ≠ 0 และ ∆ ≠ 0 

(2) n 1  = ∆  ≥ 0 และ ∆ ≥ 0 

(3) n = ∆  ∈ R และ ∆ ≥ 0

(4) | | = ∆  ∈ R และ ∆ ≥ 0
 
 *** Dr = Rr-1 

 และ Rr = Dr-1 
 

 3. ความสัมพันธ r เขียนเปนรูปกราฟ 
  โดเมนของ r หาไดจากเงาสะทอนของกราฟบนแกน x  
  เรนจของ r หาไดจากเงาสะทอนของกราฟบนแกน y 
 
 ฟงกชัน 
 - ความสัมพันธ r จะเปนฟงกชันก็ตอเมื่อ x ไปจับคูกับ y เพียงคาเดียวเทาน้ัน 
 - ฟงกชันจาก A ไป B มีสมบัติคือ Df = A และ Rf ⊂ B

 
 

 - ฟงกชันจาก A ไปท่ัวถึง B มีสมบัติคือ Df = A และ Rf = B 
 - ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง คือฟงกชันท่ี y มี x มาจับคูเพียงคาเดียวเทาน้ัน 
 - ฟงกชันเพ่ิม 
  ถา x1 < x2 แลว f(x1) < f(x2) 
 - ฟงกชันลด  
  ถา x1 < x2 แลว f(x1) > f(x2) 
 

เมื่อ n เปนจํานวนคูบวก

เมื่อ n เปนจํานวนคูบวก
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 พีชคณิตของฟงกชัน 
 คือการนําฟงกชันสองฟงกชันมา บวก ลบ คูณ หารกัน ภายใตเงื่อนไขของ x  
 - เงื่อนไขของ x ท่ีทําใหพีชคณิตของฟงกชันหาคาได คือ 
  (1) Df+g = Df-g = Df⋅g = DfI Dg 

  (2) Df/g = (DfI Dg) - {x | g(x) = 0} 
 - พีชคณิตของฟงกชัน 
  (1) (f + g)(x) = f(x) + g(x) 
  (2) (f - g)(x) = f(x) - g(x) 
  (3) (f ⋅ g)(x) = f(x) ⋅ g(x) 

  (4) (x)gf 




  = g(x)

f(x)  
 
 ฟงกชันผกผนั 
 ฟงกชันผกผันของ f จะหาไดก็ตอเมื่อ ฟงกชัน f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 
 ให  f = {(x, y) ∈ A  ×  B | y = f(x)} 

 จะได f-1 = {(x, y) ∈ B  ×  A | x = f(y)} 

  f-1 = {(x, y) ∈ B  ×  A | f-1(x) = y} 
 
 หลักการการหาฟงกชนัผกผนั 
 f( ) = ∆ จะได  = f-1(∆) 
 
 ฟงกชันประกอบ 
 - (fog)(x) = f(g(x)) และจะหาคาไดก็เมื่อ RgI Df  ≠ φ 

 - Dfog = {x | x ∈ Dg และ f(x) ∈ Df} 
 - สมบัติของฟงกชันประกอบ 
  (1) (fog)-1 = g-1of-1 
  (2) (fof-1)(x) = x และ (f-1of)(x) = x แต (fof-1)(x) ≠ (f-1of)(x)
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ตัวอยางขอสอบเรื่องฟงกชัน 
 

1. กําหนดให f(x) = 3x - 1 และ g-1(x) = 






<

≥

0   x , x
0   x ,  x

2

2

-
 

 

คาของ f-1(g(2) + g(-8)) เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 3
2  1 -    2) 3

2  1 +  

 
3) 3

2  1
-
-    4) 3

2  1
-
+  

 
2. กําหนดให A = [-2, -1]U [1, 2] และ r = {(x, y) ∈ A × A | x - y = -1} ถา a, b > 0 และ          

a ∈ Dr, b ∈ Rr แลว a + b  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52) 
 1) 2.5   2) 3 
 3) 3.5   4) 4  
3. กําหนดให  f(x) = x2 - 1  เมื่อ x ∈ (-∞, -1]U [0, 1] 
 และ g(x) = 2x เมื่อ x ∈ (-∞, 0] 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52) 
  1) Rg ⊂ Df   2) Rf ⊂ Dg   
 3) f เปนฟงกชัน 1 - 1    4) g ไมเปนฟงกชัน 1 - 1  
4. กําหนดให f(x) = x - 5 และ g(x) = x2 ถา a เปนจํานวนจริงซ่ึง gof(a) = (fog)(a) แลว (fg)(a) มีคาเทากับ

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) -25   2) -18 
 3) 18   4) 25  
5. กําหนดให f(x) = x2 + x + 1 และ a, b เปนคาคงตัวโดยท่ี b ≠ 0 ถา f(a + b) = f(a - b) แลว a2 อยู

ในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
  1) (0, 0.5)   2) (0.5, 1) 
 3) (1, 1.5)   4) (1.5, 2) 
6. กําหนดให r = {(x, y) | x ∈ [-1, 1] และ y = x2}  
 พิจารณาขอความตอไปนี ้
   ก. r-1 = {(x, y) | x ∈ [0, 1] และ y = ± |x| } 
   ข. กราฟของ r และกราฟของ r-1 ตัดกัน 2 จุด 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) ก. และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. และ ข. ผิด  
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7. กําหนดให n เปนจํานวนนับ ถา f : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n} เปนฟงกชัน 1 - 1 และทั่วถึง ซ่ึง
สอดคลองกับเงื่อนไข f(1) + f(2) + ... + f(n) = f(1)f(2) ... f(n) แลวคามากที่สุดเปนไปไดของ f(1) - f(n) 
เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 2   2) 5 
 3) 8   4) 11  
8. กําหนดให S = [-2, 2] และ r = {(x, y) ∈ S × S | x2 + 2y2 = 2} ชวงในขอใดตอไปนีไ้มเปนสับเซตของ 

Dr - Rr  (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) (-1.4, -1.3)   2) (-1.3, -1.2) 
 3) (1.2, 1.4)   4) (1.4, 1.5)  
9. ถา f(x) = x

1  และ g(x) = 2f(x) แลว gof(3) + fog-1(3) มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52) 
 
10. ถา f(x) = 3 x  และ g(x) =  x 1

x
+  แลว (f-1 + g-1)(2) มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
11. กําหนดให y1 = f(x) = 1 x 

1 x 
-
+  เมื่อ x เปนจํานวนจริงท่ีไมเทากับ 1 

   y2 = f(y1), y3 = f(y2), ... 
  yn = f(yn-1) สําหรับ n = 2, 3, 4, ... 
 y2553 + y2010 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53) 
 1) 1 x 

1 x 
+
-    2) 1x 

1  x2
-
+  

 3) 2x
1  x2 +    4) 1x 

 x2x   1 2
-

-+  
 
12. ให f และ g เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจริงไปยังเซตของจํานวนจริง โดยที่ f(x) = 

 4 x
1 x 

2 -
-  และ    

g(x) = f(x)  - 1 x -   จงพิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. Dg = (2, ∞) 
  ข. คาของ x > 0 ท่ีทําให g(x) = 0 มีเพียง 1 คาเทาน้ัน 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
13. กําหนดให R เปนเซตของจํานวนจริง 
   บทนิยาม ให f : R → R และ g : R → R เปนฟงกชันใดๆ  กําหนดการดําเนินการ ⊗ ของ f และ g 

ดังน้ี (f ⊗ g)(x) = f(g(x)) - g(f(x)) สําหรับทุกจํานวนจริง x ถา f(x) = x2 - 1  และ g(x) = 2x + 1 
สําหรับทุกจํานวนจริง x และ (f ⊗ g)(1) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
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14. ให f และ g เปนฟงกชัน ซ่ึงมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตจํานวนจริง โดยที่ f(x) = 6 x 
3 x 

+
+  และ   

(f-1og)(x) = 1 x 
6x
-

-   ถา g(a) = 2 แลว a อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) [-1, 1)   2) [1, 3) 
 3) [3, 5)   4) [5, 7)  
15. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f1, f2, f3, f4, g และ h เปนฟงกชันจาก R ไปยัง R โดยที่  
  f1(x) = x + 1, f2(x) = x - 1, f3(x) = x2 + 4, f4 (x) = x2 - 4 
 (f1og)(x) + (f2oh)(x) = 2 และ (f3og)(x) - (f4oh)(x) = 4x 
 คาของ (goh)(1) เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   
16. ให R แทนเซตของจํานวนจริง ความสัมพันธขอใดตอไปนี้เปนฟงกชัน (PAT 1 ต.ค. 53)  

1) ความสัมพันธ r1 = 












≥×∈ = 0    xyและ   y 4 x R R    y)(x, 2  -  

 2) ความสัมพันธ r2 = {(x, y) ∈ R × R | x2 + y2 = 4 และ xy > 0}  
 3) ความสัมพันธ r3 = {(x, y) ∈ R × R | ||x| - |y|| = 1}  
 4) ความสัมพันธ r4 = {(x, y) ∈ R × R | |x - y| = 1}   
17. ให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และให f : I → I เปนฟงกชัน โดยที่  f(n + 1) = f(n) + 3n + 2 สําหรับ     

n ∈ I ถา f(-100) = 15,000 แลว f(0) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
18. ให R แทนเซตของจํานวนจริง 
 ให f = {(x, y) ∈ R × R | y = 3x - 5} และ  g = {(x, y) ∈ R × R | y = 2x + 1} 
 ถา a ∈ R และ (g-1of-1)(a) = 4  แลว (fog)(2a) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
19. กําหนดให r = {(x, y) ∈ R × R | 25x4 + 16y2 + 2 = 10x2 + 8y} เมื่อ R แทนเซตของจํานวนจริง 
 พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. r ไมเปนฟงกชัน   
  ข. Dr ≠ Rr 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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20. ให R แทนเซตของจํานวนจริง และให f : R → R เปนฟงกชันท่ีมีสมบัติสอดคลองกับ f 







+ x 1
 x 1 -  = x 

สําหรับทุกจํานวนจริง x ≠ -1 ขอใดตอไปนีถ้กูตอง (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) f(f(x)) = -x สําหรับทุกจํานวนจริง x 

 2) f(-x) = f 





 +

 x 1
 x 1

-  สําหรับทุกจํานวนจริง x ≠ 1 

 3) f 





x1  = f(x) สําหรับทุกจํานวนจริง x ≠ 0 

 4) f(-2 - x) = -2 - f(x) สําหรับทุกจํานวนจริง x  
21. กําหนดให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และให f(x) = 

270x bx
75 x a  2x  x

25
224

-
--

+
+  เมื่อ a, b ∈ I ถา            

A = {(a, b) ∈ I × I | f(3) = 0} และ B = 












<×∈ + 3   b 2ab  aI  I   b)(a, 22  -  แลวจํานวนสมาชิก

ของเซต AI B เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   
22. กําหนดให I แทนเซตของจํานวนเต็ม 
 ถา f : I → I เปนฟงกันท่ีมีสมบัติดังน้ี 
  ก. f(1) = 1 
  ข. f(2x) = 4f(x) + 6 
  ค. f(x + 2) = f(x) + 12x + 12 
 แลวคาของ f(7) + f(16) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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เรขาคณิตวิเคราะห 
 
เรขาคณิตวิเคราะหเบื้องตน  
 1. ระยะหางระหวางจุดสองจุด 
  ให P1(x1, y1) และ P2(x2, y2) 

   |P1P2| = 2
12

2
12 ) y (y  ) x (x -- +  

 
 2. จุดกึ่งกลางระหวางจุดสองจุด 
  ให P1(x1, y1) และ P2(x2, y2) 
   )y,x(  = 






 ++

2
yy ,2

xx 2121  
 
 3. จุดระหวางจุดสองจุด 
  ให P(x, y), P1(x1, y1), P2(x2, y2) และ |P1P| : |P2P| = m : n 
   (x, y) = 








+
+

+
+

nm
nymy ,nm

nxmx 1212  
 
 4. ความชันของเสนตรง 
  ใหเสนตรงผานตรงจุด P1(x1, y1) และ P2(x2, y2) 

  ความชัน m = 
12
12

 x x
 y y

-
-  

  สมบัติของความชัน 
  1. m > 0  เสนตรงเอียงขวา(ทํามุมแหลมกบัแกน x) 
  2. m < 0 เสนตรงเอียงซาย(ทํามุมปานกับแกน x) 
  3. m = 0 เสนตรงขนานกับแกน X 
  4. m หาคาไมได เสนตรงขนานกับแกน Y 
  5. l1 ขนานกับ l2 ก็ตอเมื่อ ml1 = ml2  

  6. l1 ตั้งฉากกับ l2 ก็ตอเมื่อ ml1 ⋅ ml2 = -1  

 5. สมการเสนตรง 
   y - y1 = m(x - x1) 
  โดยที่   m คือ  ความชันของเสนตรง 
   (x1, y1) คือ  จุดท่ีเสนตรงผาน 
  สมการเสนตรงรูปท่ัวไป คือ Ax + By + C = 0  
  จะได  m = - B

A  
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 6. ระยะหางระหวางจุดกับเสนตรง  
  ให d แทน ระยะหางระหวางจุด P(x1, y1) กับเสนตรง Ax + By + C = 0  
    d = 

22
11

BA

|CByAx|

+

++  

 7. ระยะหางของเสนตรงที่ขนานกัน 2 เสน  
  ให d แทน ระยะหางระหวางเสนตรง Ax + By + C1 = 0 กับ Ax + By + C2 = 0 
   d = 

22
21

BA

|CC|

+

-  

 ภาคตัดกรวย 
 1. วงกลม 
  สมการวงกลมรูปมาตรฐาน (x - h)2 + (y - k)2 = r2 
  โดยที่ (h, k) คือ จุดศูนยกลางของวงกลม 
   r คือ รัศม ี
  สมการวงกลมรูปท่ัวไปx2 + y2 + Ax + By + C = 0 
  จะได (h, k) = 








2
B ,2

A
  --  

  และ  r = 2
 4C B  A 22 -+  

 
 2. พาราโบลา 
  - สมการพาราโบลารูปมาตรฐาน (x - h)2 = 4c(y - k) 
   ถา c > 0 เปนรูปพาราโบลาหงาย 
  - จุดยอด คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h, k + c) 
  - สมการเสนไดเรกตริกซ คือ y = k - c 
   ถา c < 0 เปนรูปพาราโบลาคว่ํา 
  - จุดยอด คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h, k - c) 
  - สมการเสนไดเรกตริกซ คือ y = k + c 
  - สมการพาราโบลารูปมาตรฐาน (x - h)2 = 4c(y - k) 
   ถา c > 0 เปนรูปพาราโบลาตะแคงขวา 
  - จุดยอด คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h + c, k) 
  - สมการเสนไดเรกตริกซ คือ x = h - c 
   ถา c < 0 เปนรูปพาราโบลาตะแคงซาย 
  - จุดยอด คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h - c, k) 
  - สมการเสนไดเรกตริกซ คือ x = h + c 
   *** ความกวางของพาราโบลา ณ จุดโฟกัส (ลาตัสเรกตมั) เทากับ |4c| 
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 3. วงรี 
   วงรีแนวนอน 

  - สมการรูปมาตรฐาน 2
2

a
h) (x -  + 2

2

b
k)  (y -  = 1 

  - จุดศูนยกลาง คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h ± c, k) 
  - จุดยอด คือ (h ± a, k) 
  - จุดปลายแกนโท คือ (h, k ± b) 
   วงรีแนวต้ัง 

  - สมการรูปมาตรฐาน 2
2

b
h) (x -  + 2

2

a
k)  (y -  = 1 

  - จุดศูนยกลาง คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h, k ± c) 
  - จุดยอด (จุดปลายแกนเอก) คือ (h, k ± a) 
  - จุดปลายแกนโท คือ (h ± b, k) 
   สมบัติอ่ืนๆ ของวงรี 
  - แกนเอกยาว 2a หนวย, แกนโทยาว 2b หนวย 
  - a จะมีคามากกวา b และ c  
  - a2 =  b2 + c2 
  - ผลบวกของระยะทางจากจุดใดๆ บนวงรีไปยังจุดโฟกัสท้ังสองเทากับ 2a หนวย 

  - ลาตัสเรกตัม เทากับ a
2b2

 หนวย 
 
 4. ไฮเพอรโบลา 
   ไฮเพอรโบลาแนวนอน 

  - สมการรูปมาตรฐาน 2
2

a
h) (x -  - 2

2

b
k)  (y -  = 1 

  - จุดศูนยกลาง คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h ± c, k) 
  - จุดยอด (จุดปลายแกนตามขวาง) คือ (h ± a, k) 
  - จุดปลายแกนสังยุค คือ (h, k ± b) 
  - สมการเสนกํากับ คือ y - k = ± a

b (x - h) 
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   ไฮเพอรโบลาแนวตั้ง 

  - สมการรูปมาตรฐาน 2
2

a
k)  (y -  - 2

2

b
h) (x -  = 1 

  - จุดศูนยกลาง คือ (h, k) 
  - จุดโฟกัส คือ (h, k ± c) 
  - จุดยอด (จุดปลายแกนตามขวาง) คือ (h, k ± a) 
  - จุดปลายแกนสังยุค คือ (h ± b, k) 
  - สมการเสนกํากับ คือ y - k = ± b

a (x - h)  

  สมบัติอ่ืนๆ ของไฮเพอรโบลา 
  - แกนตามขวางยาว 2a หนวย, แกนสังยุคยาว 2b หนวย 
  - c จะมีคามากกวา a และ b  
  - c2 = a2 + b2 
  - ผลตางของระยะทางจากจุดใดๆ บนไฮเพอรโบลาไปยังจุดโฟกัสท้ังสองเทากับ 2a หนวย 

  - ลาตัสเรกตัม เทากับ a
2b2

 หนวย 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องเรขาคณิตวิเคราะห 
 
1. กําหนดให A = {a | เสนตรง y = ax ไมตัดกราฟ y2 = 1 + x2}  
 และ B = {b | เสนตรง y = x + b ตัดกราฟ y2 = 1 - x2 สองจุด}  
 เซต {d |d = c2, c ∈ B - A} เทากับชวงในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) (0, 1) 2) (0, 2) 3) (1, 2) 4) (0, 4)  
2. ถาเสนตรงหนึ่งผานจุดกําเนิดและจุดยอดของพาราโบลา y2 - 4y + 4x = 0 และตัดเสนไดเรกตริกซท่ีจุด 

(a, b) แลว a + b มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 4 2) 5  3) 6 4) 7  
3. กําหนดให วงกลมรูปหนึ่งมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด (2, 1) ถาเสนสัมผัสวงกลมท่ีจุด x = 1 เสนหนึ่งมีความชัน

เทากับ 3
1  แลวจุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงกลมท่ีกําหนด (PAT 1 มี.ค. 52)  

  1) (0, 1) 2) (0, 2) 3) (1, 0) 4) (3, 0)  
4. กําหนดให วงรรีูปหนึ่งมีโฟกัสอยูท่ีจุด (±3, 0) และผานจุด 








2
21 2,  จุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงร ี       

ท่ีกําหนด (PAT 1 มี.ค. 52)  

   1) (-4, 0) 2) 







2
25 0,

 
3) (6, 0) 4) (0, -3 2 ) 
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5. กําหนดใหเสนตรง l1 และ l2 สัมผัสวงกลม (x - 5)2 + y2 = 20 ท่ีจุด P และ Q ตามลําดับ และ        
จุดศูนยกลางของวงกลมอยูบนเสนตรงท่ีผานจุด P และ Q ถา l1 มีสมการเปน x - 2y + 5 = 0 แลวจุดใน
ขอใดตอไปนี้อยูบนเสนตรง l2 (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 







2
5 0,

 
2) (8, -1) 3) (1, -8)  4) (15, 0) 

 
6. กําหนดให 
   S = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 17} 
   A = {(x, y) | x2 - y2 = 1} 
   B = {(x, y) | y2 - x2 = 1} 
 ถา p ∈ SIA และ q ∈ SI B แลวระยะทางนอยสุดท่ีเปนไปไดระหวางจุด p และ q เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 ก.ค. 52) 
  1) 3 2  - 4 2) 3 2  - 2 3) 2 3  - 2 4) 2 3  - 3  
7. ระยะทางจากโฟกัสของพาราโบลา y2 = -8x ไปยังเสนตรง 2x + y = 6 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

  1) 2 5  หนวย 2) 5 2  หนวย  3) 5
2  หนวย 4) 5

2  หนวย 
 
8. กําหนดใหวงรี E มีโฟกัสท้ังสองอยูบนวงกลม C ซ่ึงมีสมการเปน x2 + y2 = 1 ถา E สัมผัสกับ C ท่ีจุด (1, 0) 

แลวจุดในขอใดตอไปนี้อยูบน E (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 








2
3 ,2

1  2) 







2
5 ,2

1  3) 







3
2 ,3

1  4) 







3
4 ,3

1  
 
9. กําหนดให A = {(x, y) | x2 + y2 = 1} และ B = {(x, y) | x2 + y2 - 10x - 10y + 49 = 0} ถา p ∈ A 

และ q ∈ B แลว ระยะทางมากสุดท่ีเปนไปไดระหวางจุด p และ q เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) 5 2  หนวย 2) 2 + 5 2  หนวย 3) 2 5  หนวย 4) 5 + 2 5  หนวย  
18. กําหนดให E เปนวงรีท่ีมีโฟกัสอยูท่ีจุดยอดของไฮเพอรโบลา x2 - y2 = 1 ถา E ผานจุด (0, 1) แลว จุดใน

ขอใดตอไปนี้อยูบน E (PAT 1 ต.ค. 52) 

 1) 













2
2 1,  -  2) (1, 2 ) 3) 








2
1 1,  -  4) 














2
3 1,   

 
11. ให a, b และ c เปนจํานวนจริง ถาวงกลม x2 + y2 + ax + by + c = 0 มีจุดศูนยกลางท่ี (2, 1) และมี

เสนตรง x - y + 2 = 0 เปนเสนสัมผัสวงกลม แลว  | a + b + c |  (PAT 1 ต.ค. 52)   
12. พาราโบลามีจุดยอดที่ (-1, 0) และมีจุดกําเนิดเปนโฟกัส ถาเสนตรง y = x ตัดพาราโบลาที่จุด P และจุด Q 

แลวระยะทางระหวางจุด P กับจุด Q เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
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13. กําหนดใหวงรีรูปหนึ่งมีสมการเปน 25x2 + 21y2 + 100x - 42y - 404 = 0 แลวไฮเพอรโบลาท่ีมีจุดยอด
อยูท่ีจุดโฟกัสท้ังสองของวงรีและผานจุด (-3, 1 + 8 ) มีสมการตรงกับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 5y2 - 4x2 - 10 y8  - 32x - 25 = 0 2) 3y2 - 2x2 - 6 y8  - 8x + 15 = 0 
   3) y2 - 4x2 - 2y - 16x - 19 = 0 4) y2 - 7x2 - 2y - 28x - 28 = 0  
14. จุด A(-3, 1), B(1, 5), C(8, 3) และ D(2, -3) เปนจุดยอดของรปูสี่เหลี่ยม ABCD ขอใดตอไปนีผ้ิด  
 (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ดาน AB ขนานกับดาน DC 
 2) ผลบวกความยาวของดาน AB กับ DC เทากับ 10 2  หนวย 

 3) ระยะตั้งฉากจากจุด A ไปยังเสนตรงท่ีผานจุด C และจุด D มีคาเทากับ 2
29  หนวย 

   4) ระยะตั้งฉากจากจุด B ไปยังเสนตรงท่ีผานจุด C และจุด D มีคาเทากับ 2
9  หนวย 

 
15. กําหนดให ABCD เปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมี A(0, 0) และ B(2, 2) เปนจุดยอดและ C(x, y) เปนจุดยอดใน   

จตุภาค (quadrant) ท่ี 2 ท่ีทําใหดาน AC ยาวเทากับดาน BC ถาพ้ืนท่ีของสามเหลี่ยม ABC มีคาเทากับ 4 
ตารางหนวย แลวจุด C อยูบนเสนตรงในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

  1) x - y + 4 = 0 2) 4x + 3y - 1 = 0 3) 2x - y - 3 = 0 4) x + y - 5 = 0  
16. กําหนดวงกลมรูปหนึ่งมีจุดปลายของเสนผานศูนยกลางอยูบนจุดศูนยกลางและจุดโฟกัสดานหนึ่งของไฮเพอรโบลา 

9x2 - 16y2 - 90x + 64y + 17 = 0 แลววงกลมดังกลาวมีพ้ืนท่ีเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

   1) 4
25π  ตารางหนวย   2) 2

25π  ตารางหนวย 
 3) 4π ตารางหนวย   4) 5π ตารางหนวย 
 
17. รูปสามเหลี่ยม ABC มีมุม CBAˆ  เปนมุมฉาก และดานตรงขามมุมฉากยาว 10 หนวย ถาพิกัดของจุด A 

และจุด B คือ (-4, 3) และ (-1, 2) ตามลําดับ แลวสมการเสนตรงในขอใดผานจุด C (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) x + 8y - 27 = 0  2) 8x + y - 27 = 0 3) 4x - 5y + 3 = 0 4) -5x + 4y + 3 = 0  
18. พิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. x2 + y2 + 6x - 4y = 23 เปนสมการวงกลมทีส่ัมผสักับเสนตรง ซึ่งมีสมการเปน 21x + 20y + 168 = 0 
  ข. y2 + 16x - 6y = 71 เปนสมการของพาราโบลาที่มีจุดยอดท่ี (-5, 3) และจุดโฟกัสท่ี (-1, 3) 

 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
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19. กําหนดให ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมท่ีมีจุดยอดเปน A(-2, 3), B(2, 8), C(4, 4) และ D(0, -3) พ้ืนท่ีของรปู
สี่เหลี่ยม ABCD เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  

 1) 16 ตารางหนวย    2) 32 ตารางหนวย 
 3) 10 13  ตารางหนวย   4) 26 10  ตารางหนวย  
20. จุด A(1, 0) และ จุด B(b, 0) เมื่อ b > 1 เปนจุดปลายของเสนผานศูนยกลางของวงกลมวงหนึง่ ถาเสนตรง 

L ผานจุด (-1, 0) และสัมผัสกับวงกลมวงนี้ มีความชันเทากับ 3
4  แลว b เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  

 
21. ใหเสนตรง x - y + 2 = 0 ตัดกับวงกลม x2 + y2 + 6x - 4y + 4 = 0 ท่ีจุด A และจุด B ถา (a, b) เปน

จุดโฟกัสของพาราโบลาซึ่งมีเสนตรง y = 2 เปนแกนของพาราโบลาและพาราโบลานี้ผานจุด A และจุด B 
แลว a + b เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) 4
11  2) 4

9
 

3) 4
7  4) 4

5  
 
22. พิจารณาขอความตอไปนี ้

  ก. ไฮเพอรโบลา 4x2 - 25y2 + 24x - 100y - 164 = 0 มีจุดยอดอยูท่ีจุดยอดของวงรี  
    4x2 + 25y2 + 24x + 100y + 36 = 0 และมีแกนสังยุคยาวเทากับแกนโทของวงร ี
   ข. วงรี 4x2 + 25y2 + 24x + 100y + 36 = 0 มีจุดยอดจุดหนึ่งอยูบนพาราโบลา 
    y2 + 4y - 4x + 12 = 0 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
23. กําหนดให a > tan 60° และ A(a, 3), B(7, 8) และ C(-4, 9) เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมท่ีมมีุม A เปน

มุมฉาก ให L เปนสมการเสนตรงท่ีผานจุด A และจุด B จงหาจํานวนเต็มบวก k ท่ีนอยที่สุดท่ีทําให
พาราโบลา ky = x2 + 2k มีจุดรวมกับเสนตรง L เพียงจุดเดียว (PAT 1 มี.ค. 54)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________________ คณิตศาสตร (35) 

เมตริกซ 
 
การเทากนัของเมตริกซ 
 ใหเมตริกซ A = [aij]m×n 

และเมตริกซ B = [bij]m×n 
 จะได A = B ก็ตอเมื่อ aij = bij 

 
 
การบวกลบเมตริกซ 
 ใหเมตริกซ A = [aij]m×n และเมตริกซ B = [bij]m×n  
   A ± B = [aij ± bij]m×n 
 
การคูณเมตริกซดวยคาคงที ่
 ให c เปนคาคงท่ี และ A = [aij]m×n 
   c ⋅ A = [c ⋅ aij]m×n 

 
 
การคูณกันของเมตริกซ 
 ใหเมตริกซ A = [aij]m×n เมตริกซ B = [bij]n×p และ C = A × B จะได C มีมิติเทากับ m × p 

 สมบัติการคูณกันของเมตริกซ 
 1. AB ≠ BA 
 2. (AB)C = A(BC) 
 3. A(B ± C) = AB ± AC 
 4. (B ± C)A = BA ± CA 
 5. AI = A = IA

 
เมื่อ I คือ เมตริกซเอกลักษณ 

 
เมตริกซจัตุรัส 
 คือ เมตริกซท่ีมีมิติ n × n 
 *** สมาชิกของเมตริกซในตําแหนงท่ี i เทากับ j เรียกวา “สมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลัก” 
 
เมตริกซเอกลักษณ (I) 
 - เปนเมตริกซจัตรุัส 
 - สมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลักเทากับ 1 ท่ีเหลือเทากับ 0 
 
เมตริกซสมมาตร 
 - A เปนเมตริกซสมมาตรก็ตอเมื่อ เปนเมตริกซจัตุรัสและ aij = aji 

 
 
เมตริกซเสมือนสมมาตร 
 - A เปนเมตริกซเสมือนสมมาตรกต็อเมื่อ เปนเมตริกซจัตุรัสและ aij = -aji 
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เมตริกซทรานสโพส 
 เมตริกซ A ทรานสโพส เขียนแทนดวย At  
 เกิดจากการสลับแถวท่ี i เปนหลักท่ี i และ สลับหลักท่ี j เปนแถวท่ี j 
 สมบัติของทรานสโพส 
 - (At)t = A 
 - (c ⋅ A)t = c ⋅ At เมื่อ c เปนคาคงท่ี 
 - (A ± B)t = At ± Bt

 
 

 - (AB)t = BtAt
 
 

 
ดีเทอรมิแนนต (det) 
 - det มีคาเปนจํานวนจริงเพียงคาเดียวเฉพาะเมตริกซจัตุรัส 
 - ดีเทอรมิแนนตของเมตริกซ A เขียนแทนดวย det(A) หรือ |A| 
 - เมตริกซเอกฐานหรือซิงกูลารเมตริกซ คือ det (A) = 0 
 - เมตริกซมิใชเอกฐานหรือนอนซิงกูลารเมตริกซ คือ det (A) ≠ 0 
 - ให A = [a]จะได|A| = a 

 - ให A = 












d   c
   ba

จะได|A| = ad - bc 

 - ให A = 


















   ih   g
   fe   d

c      ba
จะได|A| = (aei + bfg + cdh) - (gec + hfa + idb) 

 - การหาคา det โดยใชโคแฟกเตอรชวย 

  ให A = 




















44434241
34333231
24232221
14131211

a   a   a   a
a   a   a   a
a   a   a   a
a   a   a  a

 

  จะได |A| = a11C11(A) + a12C12(A) + a13C13(A) + a14C14(A) (เลือกแถวท่ี 1) 
  หรือ |A| = a21C21(A) + a22C22(A) + a23C23(A) + a24C24(A) (เลือกแถวท่ี 2) 
  หรือ |A| = a12C12(A) + a22C22(A) + a32C32(A) + a42C42(A) (เลือกหลักท่ี 2) 
 
ไมเนอร 
 ไมเนอรของเมตริกซ A เขียนแทนดวย Mij(A) ซ่ึงเทากับ |A| ท่ีไดจากการตัดแถวท่ี i และหลักท่ี j ออก 
 
โคแฟกเตอร 
 โคแฟกเตอรของเมตริกซ A เขียนแทนดวย Cij(A) ซ่ึงเทากับ (-1)i+jMij(A) 
 
เมตริกซผูกพัน 
 เมตริกซผูกพันของ A เขียนแทนดวย adj (A) ซ่ึงเทากับ [Cij(A)]t  
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อินเวอรสของเมตริกซ 
 ให A เปนนอน-ซิงกูลารเมตริกซ 
 อินเวอรสของเมตริกซ A เขียนแทนดวย A-1 ซ่ึงเทากับ  (A)det 

(A)adj  

 จาก A-1 = (A)det 
(A)adj  

 จะได adj (A) = det (A) ⋅ A-1 
 สมบัติของดีเทอรมิแนนต ให A, B เปนนอนซิงกูลารเมตริกซ 
 1. |A ⋅ B| = |A| ⋅ |B| 

 
2. |At| = |A| 

 3. |c ⋅ A| = cn ⋅ |A| เมื่อ c คือคาคงท่ีและ n คือมิติของเมตริกซ A 
 4. |An| = |A|n  

 
5. |A-1| = |A|

1  

 
6. |adj (A)| = |A|n-1 เมื่อ n คือมิติของเมตริกซ A 

 7. ถาเมตริกซ A มีแถวสองแถวหรอืหลักสองหลักใดของเมตริกซซํ้ากัน แลว |A| = 0 
 8. ถาเมตริกซ A มีแถวหรือหลักใดเปนศูนยท้ังหมด แลว |A| = 0 
 9. ถาสลับสองแถวหรือสองหลักของเมตริกซ A แลวคา |A| ตัวใหมจะเปนจํานวนตรงขามของ |A| คาเดิม 
 10. ถานําคาคงท่ี c คูณแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึง่ แลว จะได c|A|  
 11. ถานําคาคงท่ีคูณหลักใดหลักหนึ่งแลวนําไปบวกกับอีกหลักหนึ่ง แลว คา det จะยังไดเทาเดิม 
 12. ถานําคาคงท่ีคูณแถวใดแถวหนึ่งแลวนําไปบวกกับอีกแถวหนึ่ง แลว คา det จะยังไดเทาเดิม 
Row Operation 
 หลักการ คือ ถานําคาคงท่ีคูณแถวใดแถวหนึ่งแลวนําไปบวกกับอีกแถวหนึ่ง แลว คา det จะยังไดเทาเดิม 
 ประโยชนของ Row Operation 
 1. หาคา det ของเมตริกซไดงายขึ้น  
 2. ใชหาอิเวอรสของ A ในรูปแบบ [A|I] ∼ [I|A-1] 
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กฎของคราเมอร 
 จากระบบสมการ a1x + b1y + c1z = d1 
   a2x + b2y + c2z = d2 
   a3x + b3y + c3z = d3 
 นํามาเขียนในรูปเมตริกซไดเปน 
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จะได x = 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องเมตริกซ 
 

1. กําหนดให A = 


















    y1   2
2   x    2
1   2   1 -

 โดยที่ x และ y เปนจํานวนจริง ถา C11(A) = 13 และ C21(A) = 9 แลว 

det(A) มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) -33 2) -30 3) 30  4) 33  

2. กําหนดให AT = 


















   41    0 
0   1   1 
3   2    2

-
-

 สมาชิกในแถวท่ี 2 และหลักท่ี 3 ของ A-1 เทากับขอใดตอไปนี้  

 (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) - 3

2  2) -2 3) 3
2  4) 2 

 
3. ถา x, y, z สอดคลองกับระบบสมการ 
 2x - 2y - z = -5 
 x - 3y + z = -6 
 -x + y - z  = 4 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 52) 
 1) x2 + y2 + z2 = 6 2) x + y + z = 2 3) xyz = 6 4) z

xy  = -2 
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4. กําหนดให A เปนเมทริกซท่ีมีมิต ิ2 × 2  และ det (A) = 4 ถา I เปนเมทริกซเอกลักษณ และ A - 3I เปน
เมทริกซเอกฐาน แลว det (A + 3I) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 0 2) 6 3) 13  4) 26  
5. ถา x, y และ z เปนจํานวนจริงซ่ึงสอดคลองกับระบบสมการเชิงเสน 
 2x - 2y - z = 1 
 x - 3y + z = 7 
 -x + y - z  = -5 
 แลว x

1  + y
2  + z

3  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

  1) 0 2) 2 3) 5 4) 8  
6. ถา A และ B เปนเมทริกซซ่ึง 2A - B = 













6   3
  43

 และ A + 2B = 












2    4
2   1

-
-

 แลว (AB)-1 คือเมทริกซใน

ขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 













1   1  
0    4

1
-

-
 2) 














4
1   1  
0     1

-
-

 3) 













1   0
4
1    1

-  4) 













4
1   0
1   1

-
-

 
 
 

7. กําหนดให  X = 
















z
y
x

 สอดคลองสมการ AX = C เมื่อ A = 


















2   1   0 
1   0   2
1   2   1 

 

 

- , B = 


















0      41
1  0   2
0   1  1

 

-
-

           

และ C = 


















3 
2
2 

 

-  ถา (2A + B)X = 
















c
b
a

 แลว a + b + c มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52) 

 1) 3 2) 6   3) 9 4) 12  

8. ถา det 
































 1

5   1   3
2   2   0
0   x   0

2
-

 = 1 x 
1
-  แลว x  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) 1 2) 2 3) 3  4) 4  

9. กําหนดให A = 


















1   2   1 
0   8   3
4   2   1 

 

 

 

 

-
-  สมาชิกในแถวท่ี 3 หลักท่ี 1 ของ A-1 เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
10. ให A และ B เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 2 × 2 โดยที่ 2A - B = 













6     5 
4  4 --

 และ A - 2B = 












0     4
8   5

 

--

   คาของ det (A4B-1) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   



 

คณิตศาสตร (40) ______________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

11. ให x, y, z และ w สอดคลองกับสมการ 












w   1
0   1

- 











    y0
1x   -

 = 












2    z 
1  2y -













w   1
0    1 

-  คาของ            

4w - 3z + 2y - x เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
12. กําหนดให A = 













1   0
1  0

, B = 












0   0
1   1

 และ C = 












2    0
1  1 -

 คาของ det (2At + BC2 + BtC) เทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) -1 2) 0  3) 2 4) 6  

13. ให a, b, c, d เปนจํานวนจริง ถา 3
















d   2
   b5

c

a
 = 













3   1  d
6    5  a

-  + 














 +

2d    2
 b 5   4

c

a
 แลวคาของ b + c เทากับ

เทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   
14. ให a, b, c, d, t เปนจํานวนจริง ถา A = 













d   c
  ba

 โดยที่ det A = t ≠ 0 และ det (A + t2A-1) = 0 แลว

คาของ det (A - t2A-1) เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   
15. กําหนดให A = 













1   1
1   1

-  และ B = 







z   y

x   y
 ถา A-1BA = 













   40 
0  2-

 แลวคาของ xyz เทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  
  1) -3 2) -1 3) 0 4) 1  

16. กําหนดให X เปนเมทริกซท่ีสอดคลองกับสมการ 












3    4
2  1 -

 + 4X = 












3    1   0
2  1  2 -



















1   3
   41 

2   3 

-
 แลวคาของ 

det (2Xt(X + Xt)) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  
17. กําหนดให x เปนจํานวนเต็มและ A = 












 x   x

12x    เปนเมทริกซท่ีมี det A = 3 ถา B เปนเมทริกซมีมิติ 2 × 2 

โดยที่ BA + BA-1 = 2I เมื่อ I เปนเมทริกซเอกลักษณการคูณมิต ิ2 × 2  แลวคาของ det B อยูในชวงใด
ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) [1, 2] 2) [-1, 0]  3) [0, 1] 4) [-2, -1]  

18. กําหนดให A = 
















1     10 sec 
3   10 cosec

o

o
, B = 

















o

oo

50 cos       0     
 40sin   70 cos
2

2
 และ C = 

















oo

o

10 cos    80 sin
0      20 cos
2

2
 

คาของ det [A(B + C)] เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ฟงกชันเอกซโพเนนเชียลและลอการิทึม 
 
การหารากที่สองของ x ± 2 y  
 จาก   x ± 2 y  = ( m ± n )2 
 จะได   x = m + n 
 และ   y = mn  
ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 
 - f = {(x, y) ∈ R × R+ | y = ax}โดยที่ a > 0 และ a ≠ 1 
 - ถา 0 < a < 1

 
แลว จะเปนฟงกชันลด 

 - ถา 1 < a แลว จะเปนฟงกชันเพ่ิม 
 - ax จะมีคามากกวา 0 เสมอ  
สมการเอกซโพเนนเชียล 
 - ถา am = an แลว m = n  
อสมการเอกซโพเนนเชยีล 
 จาก am < an 
 กรณี 0 < a < 1  จะได  m > n 
 กรณี 1 < a  จะได  m < n  
ฟงกชันลอการิทึม 

 
- f = {(x, y) ∈ R+ × R | y = loga x} โดยที่ a > 0 และ a ≠ 1 

 - ตัวเลขหลงั log ตองเปนบวกเสมอ 
 - จาก am = n  ก็ตอเมื่อ m = loga n 
 สมบัติของ log 
 1. loga 1 = 0 2. loga a = 1 
 3. loga M + loga N = loga (MN) 4. loga M - loga N = loga 







N
M  

 5. loga Mp = p loga M 6. logap M = p
1  loga M 

 7. loga b = a log
 blog

c
c  8. loga b = a log

1
b

 

 9. aloga M = M   
สมการลอการิทึม 
 จาก loga M = loga N จะได M = N   
อสมการลอการิทึม 
 จาก loga M 

<
 
loga N 

 
 กรณี 0 < a < 1 จะได  M > N 
 กรณี 1 < a จะได  M < N 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องฟงกชันเอกซโพเนนเชียลและลอการิทึม 
 
1. ถา 4x-y = 128 และ 32x+y = 81 แลวคาของ y เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) -2  2) -1 3) 1 4) 2  
2. ผลบวกของคําตอบท้ังหมดของสมการ log3 x = 1 + logx 9 อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) [0, 4) 2) [4, 8) 3) [8, 12) 4) [12, 16)  
3. กําหนดสมการ  

x
15
4 





  + 

x
25
9 





  = 1 จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 

  ก. ถา a เปนคําตอบของสมการ แลว a > 1 
   ข. ถาสมการมีคําตอบ แลวคําตอบจะมีเพียงคําตอบเดียว 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
  3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
4. คําตอบของสมการ 

2
log  (4 - x) = log2 (9 - 4x) + 1 อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) [-10, -6) 2) [-6, -2) 3) [-2, 2) 4) [2, 6)  
5. กําหนดให x, y > 0 ถา xy = yx และ y = 5x แลวคาของ x อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) [0, 1) 2) [1, 2) 3) [2, 3) 4) [3, 4)  
6. กําหนดให a, b, c > 1 ถา loga d = 30, logb d = 50 และ logabc d = 15 แลวคาของ logc d เทากับขอ

ใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 75 2) 90 3) 120 4) 150  
7. ถา x > 0 และ 8x + 8 = 4x + 2x+3 แลวคาของ x อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52) 
 1) [0, 1) 2) [1, 2) 3) [2, 3) 4) [3, 4)  
8. กําหนด logy x + 4 logx y = 4 แลว logy x3 มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
9. รากท่ีมีคานอยที่สุดของสมการ 2log (x-2) ⋅ 2log (x-3) = 2log 2 มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)    
10. กําหนดให x และ y เปนจํานวนจริงบวกและ y ≠ 1 ถา logy 2x = a และ 2y = b แลว x มีคาเทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
  1) 2

1  (log2 b)a 2) 2 (log2 b)a  3) 2
a  (log2 b)

 
4) 2a (log2 b)  

11. เซตคําตอบของอสมการ 72x + 72 < 23x+3 + 32x+2 เปนสับเซตของชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) (log8 7, log9 8) 2) (log9 8, log8 9) 3) (log8 9, log7 8) 4) (log9 10, log8 9)  
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12. ถาสมการ 
x

4
1 





  + 

1x
2
1 -






  + a = 0 มีคําตอบเปนจํานวนจริงบวก แลวคาของ a ท่ีเปนไปไดอยูในชวง  

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) (-∞, -3)  2) (-3, 0) 3) (0, 1) 4) (1, 3)  
13. กําหนดให A = 7(77), C = 777, C = 777 และ D = (777)7 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) B < A < C < D 2) B < C < A < D 3) C < B < D < A 4) C < A < D < B  
14. พิจารณาขอความตอไปนี ้

   ก. 23/2 < 34/3   ข. log2 






8
3  < log3 







2
1  (ก.ค. 53) 

  1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก แต ข. ผิด  
 3) ก. ผิด แต ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
15. ถา A เปนเซตคําตอบของสมการ 32x+2 - 28(3x) + 3 = 0 และ 
  B เปนเซตคําตอบของสมการ log x + log (x - 1) = log (x + 3) 
 แลวผลบวกของสมาชิกท้ังหมดในเซต AU B เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) 1  2) 2 3) 3 4) 4  
16. กําหนดให x เปนจํานวนจริงบวกท่ีสอดคลองกับสมการ 35x ⋅ 9x2 = 27 และ y = 7) 5)(log 3)(log (log

7)5)(log 3)(log (log
864
642  

คาของ xy เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) - 8

1   2) 8
1  3) -27 4) 27 

 
17. กําหนด a = 248, b = 336 และ c = 524 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) b

1  > c
1  > a

1  2) a
1  > b

1  > c
1  3) b

1  > a
1  > c

1  4) a
1  > c

1  > b
1  

 
18. ถา a, b และ c เปนรากของสมการ x3 + kx2 - 18x + 2 = 0 เมื่อ k เปนจํานวนจริง แลว             

log27 







++ c1  b
1  a1  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  

 1) 9
1  2) 3

1
 

 3) 3
2  4) 1 

 
19. เซตคําตอบของสมการ log3 x2 - log27 x3 = 6 ตรงกับเซตคําตอบของสมการในขอใดตอไปนี้  
 (PAT 1 ต.ค. 53)  
  1) log1/4 log1/3 log1/2 3 2 29244x   9x

1
+-

 = 0 

 2) 2 log2 (x + 1) - log2 (x2 - 14x + 41) = 1 

 3) )58x2x(13 --+  + )58x2x(23 ---  = 28 
 4) log3x 3 + log27 3x + 3

4  = 0 
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20. ให R แทนเซตของจํานวนจริง และถา B = 
























=+++ π∈ 1  1  7  x cos3  10) 7x   x( logR x 222  ---  

แลวผลบวกของสมาชิกในเซต B เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
21. ให R แทนเซตของจํานวนจริง และให C = {x ∈ R | (3x2 - 11x + 7)(3x2+4x+1) = 1} จํานวนสมาชิกของ

เซต C เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
22. กําหนดให a, b, c และ d เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 1 ถา (logb a)(logd c) = 1 แลวคาของ                

a(logb c - 1)b(logc d - 1)c(logd a - 1)d(loga b - 1) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
23. ถา A แทนเซตคําตอบของ 2 (log3 x - 1)1/2 + log1/3 x3 + 4 > 0 แลวเซต A  เปนสับเซตของชวงใด

ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) (0, 3) 2) (1, 4) 3) (2, 5)  4) (2, 9)  
24. ให R แทนเซตของจํานวนจริง 

  A = 



























 +++

<∈
112x73x22x

4
1  2

1R x    

  B = 












≥∈ +
+ 0  1 x 

5 6x   xR x 2
  -  

 BIA′ เปนสับเซตในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) {x ∈ R | -1 ≤ x < 0}   2) {x ∈ R | -1 ≤ x < 2} 
 3) {x ∈ R | 0 ≤ x < 1}  4) {x ∈ R | 0 ≤ x < 3}  
25. ให R แทนเซตของจํานวนจริง และ ถา A = {x ∈ R | 32x - 34(15x-1) + 52x = 0} และ                 

B = 








++=+∈ 2x
1  1  6  log 125)  (5 logR x 51/x5   แลวจํานวนสมาชิกของเซต AU B เทากับเทาใด 

(PAT 1 มี.ค. 54)   
26. กําหนดให A, B และ C เปนเซตจํากัด โดยที่ n(P(A)) = 

2
log  4, n(P(B)) = ( 5 )log5 256 และ 

n(P(AU B)) = 32 log9 32 เมื่อ P(S) แทนเพาเวอรเซตของเซต S จงหาคาของ n(P(A)U P(B)) (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ฟงกชันตรีโกณมิติ 
 
 บทนิยาม กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก 
 
   ไซน (sine) ของมุม A = sin A = c

a  

   โคไซน (cosine) ของมุม A = cos A = c
b  

   แทนเจนต (tangent) ของมุม A = tan A = b
a  

 
 
เอกลักษณของตรีโกณมิติ 
 csc A = A sin

1 , sec A = A cos
1 , cot A = Atan

1  

 tan A = A cos
A sin , cot A = A sin

A cos  

 sin2 A + cos2 A = 1 tan2 A + 1 = sec2 A 1 + cot2 A = csc2 A   
Co-function ของตรีโกณมิติ 
 sin A = cos (90° - A), cos A = sin (90° - A) 
 csc A = sec (90° - A), sec A = csc (90° - A) 
 tan A = cot (90° - A), cot A = tan (90° - A)  
อัตราสวนตรีโกณมิติ 
  *** π = 180° ***   

มุม sin cos tan 

30° หรือ 





 π
6  2

1  
2
3

3
1  

45° หรือ 





 π
4  

2
2

2
2 1 

60° หรือ 





 π
3  

2
3

2
2 3  

 
 
 
 
 
 
 

b

a
c

A C

B
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วงกลมรัศมี 1 หนวย 

X

Y

O (1,0)

(x,y)

 
 θ ความยาวของสวนโคงรูปวงกลมมีหนวยเปนเรเดียน 
 ให  cos θ แทนคาของ x 
 และ sin θ แทนคาของ y 

 - θ > 0 ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 - θ < 0 ทิศทางตามเข็มนาฬิกา  
เครื่องหมายของฟงกชันในแตละจตุภาค 
 

จตุภาค sin, cosec cos, sec tan, cot 
1 + + + 
2 + - - 
3 - - + 
4 - + - 

 
การยุบมุม  
 ให 0 < θ < 2

π  และ n เปนจํานวนเต็ม 
 

มุมที่วัดจากแกน X มุมที่วัดจากแกน Y 

-  nπ ± θ  -  2
1)(2n π-  ± θ  

-  ไดฟงกชันเดิม -  ได Co-function 
-  เครื่องหมายตามจตุภาคของมุม -  เครื่องหมายตามจตุภาคของฟงกชันเดิม 

 
ผลบวก - ผลตางของมุม 
 sin (A ± B) = sin A cos B ± cos A sin B 

 cos (A ± B) = cos A cos B m  sin A sin B 

 
tan (A ± B) = B  tanA  tan 1

B  tan A tan
m

±  

 cot (A ± B) = Bcot   Acot 
1  Bcot  Acot 

±
m  

 

θ
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มุมสองเทา 
 sin 2A = 2 sin A cos A  =  

Atan1
Atan2
2+

 

 cos 2A = cos2 A - sin2 A  =  1 - 2 sin2 A  =  2 cos2 A - 1 
 tan 2A = 

A  tan1
A tan2
2-

 
 
มุมสามเทา 
 sin 3A = 3 sin A - 4 sin3 A  
 cos 3A = 4 cos3 A - 3 cos A 

 tan 3A = 
A  tan3  1

A  tan A  tan3
2

3

-
-  

 
มุมคร่ึงเทา 
 sin 2

A  = ± 2
A cos  1 -  

 cos 2
A  = ± 2

A cos  1 +  

 tan 2
A  = ± A cos  1

A cos  1
+
-  

 
ผลคูณของฟงกชันตรีโกณมิติ 
 2 sin A cos B = sin (A + B) + sin (A - B) 
 2 cos A sin B = sin (A + B) - sin (A - B) 
 2 cos A cos B = cos (A + B) + cos (A - B) 
 2 sin A sin B = cos (A - B) - cos (A + B)  
ผลบวกและผลตางของฟงกชันตรีโกณมิติ 
 sin A + sin B = 2 sin 






 +

2
B A  cos 








2
B A -  

 sin A - sin B = 2 cos 





 +

2
B A  sin 








2
B A -  

 cos A + cos B = 2 cos 





 +

2
B A  cos 








2
B A -  

 cos A - cos B = -2 sin 





 +

2
B A  sin 








2
B A -  
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อินเวอรสของฟงกชันตรีโกณมิติ   
ฟงกชัน โดเมน เรนจ 

y = sin x 



 ππ

2 ,2   -  [-1, 1] 

y = arcsin x [-1, 1] 



 ππ

2 ,2   -  

y = cos x [0, π] [-1, 1] 
y = arccos x [-1, 1] [0, π] 

y = tan x 





 ππ

2 ,2   -  R 

y = arctan x R 





 ππ

2 ,2   -  

y = cot x (0, π) R 
y = arccot x R (0, π) 

y = sec x 




 π

2 0,  U 




 ππ    ,2   (-∞, 1]U [1, ∞) 

y = arcsec x  (-∞,-1]U [1, ∞) 




 π

2 0,  U 




 ππ    ,2  

y = csc x 




 π 0 ,2   - U 




 π

2 0,   (-∞, 1]U [1, ∞) 

y = arccse x  (-∞,-1]U [1, ∞) 




 π 0 ,2   - U 




 π

2 0,   
 
ความสัมพันธของฟงกชันและอินเวอรสฟงกชัน มีดังนี้ 
 1. sin (arcsin x) = x เมื่อ -1 ≤ x ≤ 1 
  arcsin (sin x) = x เมื่อ - 2

π  ≤ x ≤ 2
π  

 2. cos (arccos x) = x เมื่อ -1 ≤ x ≤ 1 
  arccos (cos x) = x เมื่อ 0 ≤ x ≤ π 
 3. tan (arctan x) = x เมื่อ x ∈ R 
  arctan (tan x) = x เมื่อ - 2

π  ≤ x ≤ 2
π  

 4. cot (arccot x) = x เมื่อ x ∈ R 
  arccot (cot x) = x เมื่อ 0 ≤ x ≤ π 
 5. sec (arcsec x) = x เมื่อ x ≤ -1 หรอื x ≥ 1 
  arcsec (sec x) = x เมื่อ 0 ≤ x < 2

π  หรอื 2
π  < x ≤ π 

 6. csc (arccsc x) = x เมื่อ x ≤ -1 หรอื x ≥ 1 
  arccsc (csc x) = x เมื่อ - 2

π  < x < 0 หรือ 0 < x ≤ 2
π  
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 รูปสามเหลี่ยม ABC เมื่อ a, b, c เปนความยาวของดานตรงขามมุม A, B และ C ตามลําดับ 
 กฎของโคไซน กฎของไซน 
 a2 = b2 + c2 - 2bc cos A a

Asin   =  b
Bsin   =  c

Csin  

 b2 = a2 + c2 - 2ac cos B 
 c2 = a2 + b2 - 2ab cos C  
 การหาพื้นท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC เมื่อ a, b, c เปนความยาวของดานตรงขามมุม A, B และ C 

ตามลําดับ 
 พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม ABC = 2

1 ab sin C = 2
1 bc sin A = 2

1 ac sin B 

 

ตัวอยางขอสอบเรื่องฟงกชันตรีโกณมิติ 
 

1. ถา cos θ - sin θ = 3
5  แลวคาของ sin 2θ เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 13
4  2) 13

9  3) 9
4  4) 9

13  
 
2. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมท่ีมีมุม A เทากับ 60°, BC = 6  และ AC = 1 คาของ cos (2B) 

เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 4
1  2) 2

1  3) 2
3  4) 4

3  
 
3. ให -1 ≤ x ≤ 1 เปนจํานวนจริงซ่ึง arccos x - arcsin x = 2552

π  แลวคาของ sin 





 π
2552  เทากับ   

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 2x 2) 1 - 2x2 3) 2x2 - 1 4) -2x  
4. คาของ 














o
o

o
o

10 cos
30 cos  

10 sin
30 sin -  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) -1 2) 1  3) 2 4) -2   
5. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยม และ D เปนจุดก่ึงกลางดาน BC ถา AB = 4 หนวย, AC = 3 หนวย 

และ AD = 2
5  หนวย แลวดาน BC ยาวเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 3 2) 4  3) 5 4) 6  
6. ถา arcsin (5x) + arcsin (x) = 2

π  แลวคาของ tan (arcsin x) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

  1) 5
1  2) 3

1  3) 
3

1  4) 2
1  
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7. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลีย่มท่ีมีดาน AB ยาว 2  หนวย ถา BC3 + AC3 = 2BC + 2AC แลว 
cot C มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) 
3

1  2) 2
1  3) 1 4) 3  

 
8. ถา 1 – cot 20° = o25cot   1

x
-

 แลว x มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
 
9. ถา (sin θ + cos θ)2 = 2

3  เมื่อ  0 ≤ θ ≤ 4
π   แลว arccos (tan 3θ) มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
10. กําหนดให x เปนจํานวนจริง ถา sin x + cos x = a และ sin x - cos x = b แลวคาของ sin 4x เทากับ

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) 2

1 (a3b - ab3) 2) 2
1 (ab3 - a3b)

 
 3) ab3 - a3b 4) a3b - ab3 

 
11. กําหนดให f 








1 x 
x
-  = x

1  เมื่อ x ≠ 0 และ x ≠ 1 ถา 0 < θ < 2
π  แลว f(sec2 θ) เทากับขอใดตอไปนี้  

 (PAT 1 มี.ค. 53)  
  1) sin2 θ 2) cos2 θ 3) tan2 θ 4) cot2 θ  
12. ให α และ β เปนมุมแหลมของรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก โดยที่ tan α = b

a   

 ถา cos 
































+ 22  b a
a arcsin  + sin 

































+ 22  b a
a arccos  = 1 แลว sin β มีคาเทากับเทาใด 

(PAT 1 มี.ค. 53)   
13. คาของ ooo

oo

36 cos  18  tan36 sin
72 cos  36 cos

+
-  เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)  

 
14. กําหนดให x เปนจํานวนจริง ถา arcsin x = 4

π  แลวคาของ sin 







+π )(x arccos  15
2  อยูในชวงใด       

(PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 







2
1 0,  2) 














2
1 ,2

1  3) 













2
3 ,

2
1  4) 







 1 ,2
3  

 
15. ในรูปสามเหลี่ยม ABC ใดๆ ถา a, b และ c เปนความยาวของดานตรงขามมุม A มุม B และมุม C 

ตามลําดับ แลว a
1  cos A + b

1  cos B + c
1  cos C เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

  1) 2abc
c   b a 222 ++  2) abc

c)   b (a 2++  3) 2abc
c)   b (a 2++  4) abc

c   b a 222 ++  
 
16. ถา sin 15° และ cos 15° เปนคําตอบของสมการ x2 + ax + b = 0 แลว คาของ a4 - b เทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) -1 2) 1  3) 2 4) 1 + 3 2   
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17. ให T(x) = sin x - cos2 x + sin3 x - cos4 x + sin5 x - cos6 x + ... แลวคาของ 3T 





 π
3  เทากับ  

ขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) 4 3  - 1 2) 5 3  - 1  3) 6 3  - 1 4) 7 3  - 1  
18. ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยม ดังรูป 
 

A

B D E C

 

 
 ถามุม CBAˆ  = 30° , CABˆ  = 135° และ AD และ AE แบงมุม CABˆ  ออกเปน 3 สวนเทาๆ กันแลว 

BC
EC  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53) 

  1) 3
1  2) 3  3) 2

1  4) 2  
 

19. คาของ 












+

+

13
12 arcsin  13

5 arcsin sin
9
7 arctan  3

1arccot   5
1arccot  tan -

 เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  

 
20. กําหนดให (sin 1°)(sin 3°)(sin 5°)...(sin 89°) = n2

1  คาของ 4n เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  
 
21. กําหนดให a เปนจํานวนจริง และสอดคลองกับสมการ 5 (sin a + cos a) + 2 sin a cos a = 0.04 คาของ 

125 (sin3 a + cos3 a) + 75 sin a cos a เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
22. ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยม โดยที่ sin A = 5

3  และ cos B = 13
5  คาของ cos C เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 65

16  2) - 65
16

 
3) 65

48  4) - 65
33  

 
23. คาของ cot (arccot 7 + arccot 13 + arccot 21 + arccot 31) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 4

11   2) 4
13

 
3) 2

9  4) 2
25  

 
24. คาของ log2 (1 + tan 1°) + log2 (1 + tan 2°) + ... + log2 (1 + tan 44°) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
 
25. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมใดๆ มีความยาวตรงขามมุม A, B และ C เปน a, b และ c หนวย 

ตามลําดับ ถา a2 + b2 = 31c2 แลวคาของ 3 tan C (cot A + cot B) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   
26. ให A เปนเซตคําตอบของ cos x = cos 







4
x  จํานวนสมาชิกในเซต AI (0, 24π) เทากับเทาใด      

(PAT 1 มี.ค. 54)  
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เวกเตอรในสามมิติ 
 
เวกเตอร 
 ปริมาณท่ีมีแตขนาดเพียงอยางเดียว เรียกวา ปริมาณสเกลาร  
 ปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง เรียกวา ปริมาณเวกเตอร  
  
 AB  เปนสัญลักษณแทนเวกเตอร AB โดยมีจุดเริ่มตนท่ี A 

และจุดสิ้นสุดท่ี B  
 | AB | เปนสัญลักษณแทนขนาด ของAB  
 
 
การขนานกนัของเวกเตอร 
 u  และ v  ขนานกัน ก็ตอเมื่อ เวกเตอรท้ังสอง มีทิศทางเดียวกัน หรอื ทิศทางตรงกันขาม  
การเทากนัของเวกเตอร 
 u  เทากับ v  ก็ตอเมื่อ เวกเตอรท้ังสอง มีขนาดเทากันและทิศทางเดียวกัน เขียนแทนดวย u  = v   
นิเสธของเวกเตอร 
 นิเสธของ u  คือ เวกเตอรมีขนาดเทากับขนาดของ u แตมีทิศทางตรงกันขาม เขียนแทนดวย - u   
การบวกเวกเตอร  
 ผลบวกของ AB  และ BC  เขียนแทนไดดวย AC  = AB  + BC    
การลบเวกเตอร 
 ผลลบของ u  ดวย v  หมายถึง ผลบวกของ u  และนิเสธของ v  เขยีนแทน ดวย u  - v  น่ันคือ    
u  - v  = u  + (- v )  
การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
 ua  โดย a ∈ R  และ u  เปนเวกเตอรท่ีมิใช 0  จะได 
 - ถา a = 0 จะได ua  = 0  
 - ถา a > 0 จะได |ua|  = a| u | โดย ua  กับ u  มีทิศทางเดียวกัน 
 - ถา a < 0 จะได |ua|  = |a|| u | โดย ua  กับ u  มีทิศทางตรงขามกัน  
ทฤษฎีเกีย่วกับการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
  สําหรับ u  ≠ 0   และ v  ≠ 0  
 - u  ขนานกับ v   ก็ตอเมื่อมีจํานวนจริง a ≠ 0 ท่ีทําให u  = va  
 - u  ไมขนานกับ v   ถา ua  + vb  = 0  แลว a = 0 และ b = 0 
 

B

A
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เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

 จุดเริ่มตนท่ี A(x1, y1) และจุดสิ้นสุดท่ี B(x2, y2) จะเขียนแทน AB  ดวย 












12
12

 y y
xx

-
-

  
 
เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

 จุดเริ่มตนท่ี A(x1, y1, z1) และจุดสิ้นสุดท่ี B(x2, y2, z2) จะเขียนแทน AB  ดวย 




















12
12
12

z  z
 y y
 x x

-
-
-

  

 
บทนิยาม เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ

การเทากนั  










b
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 = 











d
c

  ก็ตอเมื่อ 

a = c และ c = d 
















c
b
a

 = 


















f
e
d

  ก็ตอเมื่อ 

a = d, b = e และ c = f 

การบวกเวกเตอร 
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เวกเตอรศูนย เวกเตอรศูนย คือ 












0
0

 เวกเตอรศูนย คือ 


















0
0
0

 

การลบเวกเตอร 
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การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
α












b
a

 = 











α
α

b
a

 

เมื่อ α เปนจํานวนจริงใดๆ  

α
















c
b
a

 = 
















α
α
α

c
b
a

 

เมื่อ α เปนจํานวนจริงใดๆ  
 
ขนาดของเวกเตอรในสองมิติ และสามมิติ 

 AB  = 











b
a

 และขนาดของเวกเตอร 











b
a

 เทากับ 22 ba +  

 

AB  = 
















c
b
a

  และขนาดของเวกเตอร 
















c
b
a

 เทากับ 222 cba ++  
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เวกเตอรหนึ่งหนวยในสองมิติและสามมิติ 

 เวกเตอรท่ีมีขนาดหน่ึงหนวยของเวกเตอร 











b
a

 คือ 
22 ba

1
+












b
a

  

 เวกเตอรท่ีมีขนาดหน่ึงหนวยของเวกเตอร 


















d
b
a

 คือ 
222 cba

1
++ 
















c
b
a

 

 ให u  = 











b
a

 สามารถเขียนเปน u  = a i  + b j  

 และ u  = 
















c
b
a

 สามารถเขียนเปน u  = a i  + b j  + c k   

 
โคไซนแสดงทิศทาง 

 OP  = 


















3
2
1

a
a
a

 กําหนด α, β, γ ∈ [0, π] เปนมุมท่ีวัดจากแกนพิกัดดานบวกท้ังสามตามลําดับไปยัง OP   

 จะได cos α = 
|OP|

a1  , cos β = 
|OP|

a2  , cos γ = 
|OP|

a3  
 
ผลคูณเชิงสเกลาร 
 ใหผลคูณเชิงสเกลารของ u  และ v  เขียนแทนดวย u  ⋅ v  
 เวกเตอรสองมิต ิ ให  u  = x1 i  + y1 j   และ v  = x2 i  + y2 j  
  จะได u  ⋅ v  = x1x2 + y1y2  
 เวกเตอรสามมิต ิ ให  u  = x1 i  + y1 j  + z1 k  และ v  = x2 i  + y2 j  + z2 k    
  จะได u  ⋅ v  = x1x2 + y1y2 + z1z2   
 สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร 
 1. ถา θ เปนมุมระหวาง เวกเตอร u  กับ v  แลว u  ⋅ v  = | u || v | cos θ  
 2. ถา u  ตั้งฉากกับ v  แลว u  ⋅ v  = 0  
 3. u  ⋅ u  = | u |2 
 4. | u  ± v |2 = | u |2 ± 2 u  ⋅ v  + | v |2  
ผลคูณเชิงเวกเตอร  

 ผลคูณเชิงเวกเตอร ของ u  = 


















3
2
1

a
a
a

 และ v  = 


















3
2
1

b
b
b

 คือเวกเตอร 


















1221
3113
2332

ba  ba
ba  ba
ba  ba

-
-
-

 

 หรือ
32
32

   bb
a   a

i  - 
31
31

   bb
a   a

j  + 
21
21

   bb
a  a

k  

 เขียนแทนดวย u  × v  อานวา “เวกเตอรยูครอสเวกเตอรวี” 
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สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร 
 1. กําหนด u , v , w  เปนเวกเตอรใดๆ ในสามมิติ และ k เปนจํานวนจริงใดๆ  

  u  × v  = -( v  × u ) 

  ( u  + v ) × w  = ( u  × w ) + ( v  × w ) 

  u  × ( v  + w ) = ( u  × v ) + ( u  × w ) 

  u  × (k v ) = k( u  × v ) 

  (k u ) × v  = k( u  × v ) 
  u  × u  = 0  

  i  × j  = k , j  × k  = i , k  × i  = j  
 2. ให u , v , w  เปนเวกเตอรใดๆ ในสามมิติ จะไดวา u  ⋅ ( v  × w ) = ( u  × v ) ⋅ w  
 3. ถา u  ≠ 0  และ v  ≠ 0  จะไดวา | u  × v | = | u || v | sin θ  
  เมื่อ θ เปนมุมระหวาง u  และ v , 0° ≤ θ ≤ 180° 
 4. ให u  และ v  เปนเวกเตอรในสามมติิ ซ่ึงไมใชเวกเตอรศูนยและไมขนานกัน  
  จะไดวา u  × v  ตั้งฉากกับ u  และ v    
พ้ืนที่รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 
 
 พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมดานขนานเทากับ | u  × v | = | u || v | sin θ 
 
 
 
ปริมาตรรูปทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 
 
 
   ปริมาตรของรูปทรงเทากับ | u  ⋅ ( v  × w )| 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

v

u

θ sin |v|

θ

v

u
r  v ×

r

h
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ตัวอยางขอสอบเรื่องเวกเตอรในสามมิติ 
 
1. กําหนดให ABCD เปนรูปสี่เหลีย่มดานขนาน M เปนจุดบนดาน AD ซ่ึง AM  = 5

1 AD  และ N เปน     

จุดบนเสนทแยงมุม AC ซ่ึง AN  = 6
1 AC  ถา MN  = aAB  + b AD  แลว a + b เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 15

2  2) 5
1  3) 3

1  4) 1 
 
2. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย ถาเวกเตอร u  + 2 v  ตั้งฉากกับเวกเตอร 2 u  + v  

แลว u  ⋅ v  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) - 5

4  2) 0 3) 5
1  4) 5

3  
 
3. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย ถาเวกเตอร 3 u  + v  ตั้งฉากกับเวกเตอร u  + 3 v  

แลวเวกเตอร 5 u  - v  มีขนาดเทากับขอใดตอไปนี้  
 (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 3 หนวย 2) 3 2  หนวย 3) 4 หนวย 4) 4 2  หนวย  
4. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรซ่ึง | u  ⋅ v | ≠ | u || v | ถา a( v  - 2 u ) + 3 u  = b(2 u  + v ) 

แลวคาของ a อยูในชวงใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 







2
1 0,  2) 





 1 ,2
1  3) 







2
3 1,  4) 





 2 ,2
3  

 
5. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีไมเทากับเวกเตอรศูนยซ่ึง u  ตั้งฉากกับ v   และ u  + v  ตั้งฉากกับ 

u  - v  พิจารณาขอความตอไปนี้ 
    ก. | u | = | v |    ข. u  + 2 v  ตั้งฉากกับ 2 u  - v  
 ขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 52)  
  1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
6. กําหนดให ABC เปนรูปสามเหลีย่มท่ีมี D เปนจุดบนดาน AC และ F เปนจุดบนดาน BC  
 ถา AD  =  4

1 AC , BF  =  3
1 BC  และ DF  =  a AB  + b BC   แลว b

a  มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
 
7. ให a  และ b  เปนเวกเตอร กําหนดโดย a  = i  + 2

1 j  - 3p k  และ b  = -2p i  + 2 j  + p k  เมื่อ p 
เปนจํานวนจริง ถา a  ตั้งฉากกับ b  และขนาดของ b  เทากับ 3 แลว คาของ p อยูในชวงขอใดตอไปนี ้ 

 (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 







2
3 3,  --   2) 






 0 ,2

3 -  3) 







2
3 0,  4) 






 3 ,2
3  

 
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________________ คณิตศาสตร (57) 

8. ให u , v  และ w  เปนเวกเตอร กําหนดโดย u  = i  + 2 j  + 3 k  , v  = 2 i  - d j  + k ,             
w  = a i  + b j  + c k  เมื่อ a, b, c และ d เปนจํานวนจริง ถา u  ⋅ w  = 2, u  ⋅ ( v  + w ) = 3,        
v  + w  = i  + q j  + r k  เมื่อ q, r เปนจํานวนจริง และ w  ขนานกับ - i3

2  + j2
1  + k3

1  แลวคาของ  
a + 4b + 2c เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

9. กําหนด u  และ v  เปนเวกเตอร โดยท่ี u  = i  + 3 j , | v | = 3 และ | u  - v | = 4 คาของ     
| u  + v | เทากับขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 6  2) 10  3) 13  4) 4  
10. กําหนดให u  = 2 i  - 5 j  และ v  = i  + 2 j  ให w  เปนเวกเตอร โดยที่ u  ⋅ w  = -11 และ v  ⋅ w  = 8 

ถา θ เปนมุมแหลมท่ีเวกเตอร w  ทํามุมกับเวกเตอร 5 i  + j  แลว tan θ + sin 2θ เทากับเทาใด     
(PAT 1 ก.ค. 53)   

11. กําหนดให u , v  และ w  เปนเวกเตอรในระนาบและ x, y เปนจํานวนจริง โดยที่ u  = x i  + y j ,        
v  = 4 i  - 3 j  และ w  = 2 i  + j  ถา | u  - v |2 = | u |2 + | v |2 และ 5x + 5y = 21 แลวคาของ 
u  ⋅ w  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  

 1) 5  2) 6 3) 10 4) 14  
12. กําหนดให u , v  และ w  เปนเวกเตอรในระนาบ ขอใดตอไปนี้ถูกตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ( u ⋅ v )2 ≥ ( u ⋅ u )( v ⋅ v ) 
 2) ถา ( u ⋅ v )2 = (| u || v |)2 แลว u  ตั้งฉากกับ v  
  3) ถา u  + v  + w  = 0 , | u | = 3, | v | = 4 และ | w | = 7 แลว u  ⋅ v  = 12 
 4) | u  - v |2 = | u |2 - | v |2  
13. กําหนดให u  และ v  เปนเวกเตอรใดๆ โดยที่ | u | = 1, | v | = 3 และ u  ทํามุม 60° กับ v  คาของ 

v  u2
|v  u|

-
+  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) 19
13  2) 7

13

 
3) 1 4) 19

7  
 
14. กําหนดให A(a, b), B(4, -6) และ C(1, -4) เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม ABC ถา P เปนจุดบนดาน AB 

ซ่ึงอยูหางจากจุด A เทากับ 5
3  ของระยะระหวาง A และ B และเวกเตอร CP  = i  + 2 j  แลว a + b 

เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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จํานวนเชิงซอน 
 
จํานวนเชิงซอน 
 ประกอบดวย จํานวนจริง และจํานวนจินตภาพ  
การเขียนจํานวนเชิงซอน 
 ใช z แทนจํานวนเชิงซอน 
  z = a + bi 
 โดยที่ a คือ สวนจริง Re(z) 
  b คือ สวนจินตภาพ Im(z) 
 และ กําหนดให i = 1-   
คาของ in 
 4 หาร n แลวเหลือเศษ 1 จะมีคาเทากับ  i  
 4 หาร n แลวเหลือเศษ 2 จะมีคาเทากับ  -1 
 4 หาร n แลวเหลือเศษ 3 จะมีคาเทากับ  -i 
 4 หาร n ลงตัว จะมีคาเทากับ   1  
การดําเนินการของจํานวนเชิงซอน 
 กําหนดให z1 = a + bi และ z2 = c + di 
 1. z1 ± z2 = (a ± c) + (b ± d)i 
 2. z1 ⋅ z2 = (ac - bd) + (ad + bc)i 

 3. 
2
1

z
z  = 22 d  c

di)   bi)(c (a
+

+ -  
 
สังยุค (Conjugate) 
 คาสังยุคของ z = a + bi เทากับ z  = a - bi 
 สมบัติของสังยุค 
 1. z  = z 
 2. cz  = c z  

 3. 21 z  z ±  = 1z  ± 2z  

 4. 21 zz   ⋅   = 1z ⋅ 2z  

 
5.

 









2
1z

z  = 
2
1

z
z  
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คาสัมบูรณ 
 คาสัมบูรณหรอืขนาดของ z = a + bi คือ |z| = 22 ba +  
 สมบัติของคาสัมบูรณ 
 1. | z | = |-z| = |z| 
 2. z ⋅ z  = |z|2 
 3. |z1 ⋅ z2|  = |z1| ⋅ |z2| 

 4.   

2
1z

z  =   

2
1z

z   เมื่อ | z2| ≠ 0 

 
5. |zn| = |z|n 

 
6. |z-1|= |z|

1  เมื่อ |z| ≠ 0 

 
7. |z1 + z2|2 = |z1|2 + z1 ⋅ 2z  + 1z  ⋅ z2 + |z2|2 

 
อินเวอรสของจํานวนเชิงซอน 
 อินเวอรสของ z คือ z-1 = 2|z|

z  
 
จํานวนเชิงซอนในรูปเชิงข้ัว 
 จากรูป 
 

  
 จะไดวา  z = a + bi 
 เปลี่ยนเปน z = r(cos θ + i sin θ) โดยที่ r = 22 ba +   
 
 สมบัติของจํานวนเชิงซอนในรูปของเชิงข้ัว 
 กําหนดให z1 = r1 (cos θ1 + i sin θ1) และ z2 = r2 (cos θ2 + i sin θ2) 

 1. z1 ⋅ z2 = r1 ⋅ r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2)) 
 2. 

2
1

z
z  = 

2
1
r
r  (cos (θ1 - θ2) + i sin(θ1 - θ2)) 

 
3. |z1|n  = rn (cos (nθ1) + i sin (nθ1))  
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รากที่ n ของจํานวนเชิงซอน 

 z1/n = r1/n 























 θπθπ +++ n   2k sin  i n   2kcos  เมื่อแทนคา  

 k = 0, 1, 2, 3, ..., n - 1 
 
กําหนดให P(x) = 0 เปนสมการพหุนามที่มีสัมประสิทธิ์ของพจนทุกพจนเปนจํานวนจริงจะไดวา 
 ถา z = a + bi เปนรากคําตอบของ P(x) แลว z  = a - bi จะเปนรากคําตอบของ P(x) ดวย 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องจํานวนเชิงซอน 
 
1. กําหนดให S เปนเซตคําตอบของสมการ  z2 + z + 1 = 0 เมื่อ z เปนจํานวนเชิงซอน เซตในขอใดตอไปนี้

เทากับเซต S (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) {-cos 120° - i sin 60°, cos 60° + i sin 60°} 
 2) {cos 120° + i sin 60°, -cos 60° + i sin 60°} 
 3) {-cos 120° - i sin 120°, -cos 60° + i sin 60°} 
  4) {cos 120° + i sin 120°, -cos 60° + i sin 60°}  
2. กําหนดให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง |z1 + z2|2 = 5 และ |z1 - z2|2 = 1 คาของ               

|z1|2 + |z2|2 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 1 2) 2  3) 3 4) 4  
3. กําหนดให z เปนจํานวนเชิงซอนที่สอดคลองกับสมการ z4 + 1 = 0 คาของ 

2
z1  z +  เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 1 2) 2  3) 3 4) 4  
4. กําหนดให z1 ⋅ z2 เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง |z1 + z2| = 3 และ z1 ⋅ 2z  = 3 + 4i คาของ |z1|2 + |z2|2 

เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
  1) 3 2) 4 3) 5 4) 6  
5. กําหนดให z เปนจํานวนเชิงซอนท่ีสอดคลองกับ z3 - 2z2 + 2z = 0 และ z ≠ 0 ถาอารกิวเมนตของ z อยู

ในชวง 




 π

2 0,  แลว 2
4

)z(
z  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) -2i 2) 1 - i 3) 1 + i 4) 2i  
6. กําหนดให w, z เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง w  = z - 2i และ |w|2 = z + 6 ถาอารกิวเมนตของ w อยู

ในชวง 



 π

2 0,  และ w = a + bi เมื่อ a, b เปนจํานวนจริง แลว a + b มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
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7. ให z1, z2, z3, ... เปนลําดับของจํานวนเชิงซอน โดยที่ z1 = 0, zn+1 = 2
nz  + i สําหรับ n = 1, 2, 3, ... 

เมื่อ i = 1-  คาสัมบูรณของ z111 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) 1 2) 2  3) 3  4) 110   
8. ให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ และ 2z  แทนสังยุค (Conjugate) ของ z2 ถา 5z1 + 2z2 = 5 และ 

2z  = 1 + 2i เมื่อ i2 = -1 แลวคาของ | 1
15z- | เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

9. ให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอน ถา 1
1z
-  = 5

3  - 5
4 i เมื่อ i2 = -1 และ 5z1 + 2z2 = 5 แลว 2z  

เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) 3 - 2i 2) 3 + 2i 3) 1 - 2i  4) 1 + 2i  

10. ถา n เปนจํานวนเต็มบวกท่ีนอยที่สุดท่ีทําให 
n

2
2i  2

2













+  = 1 เมื่อ i2 = -1 แลว n มีคาเทากับเทาใด 

(PAT 1 ก.ค. 53)   
11. พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ถา z เปนจํานวนเชิงซอนท่ีสอดคลองกับสมการ z2 = i2

i2
+
+  + 2i1

4i3
+
+  +  i 3

15i  5
-
+  เมื่อ i = 1-  

แลวคาสัมบูรณของ z เทากับ 37  
  ข. ถา x และ y เปนจํานวนจริงท่ีสอดคลองกับสมการ  yix 

2i5
+
+-  =  4) 3)(i  2)(i 1)(ii(i

10
++++  แลว

คาของ x + y = 15 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก    4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
12. ถา (1 + bi)3 = -107 + ki เมื่อ b, k เปนจํานวนจริง และ i = 1-  แลว |k| เทากับเทาใด  
 (PAT 1 ต.ค. 53)   
13. กําหนดให a, b และ z เปนจํานวนเชิงซอน โดยที่ |a| ≠ |b|, |a| ≠ 1 และ |b| ≠ 1 ถา              

|az + b| = |a zb| +  แลว |z| เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 1 2) 2 3) 3 4) 4  
14. ถา x - 1 + i เปนตัวประกอบของพหุนาม P(x) = x3 + ax3 + 4x + b เมื่อ a และ b เปนจํานวนจริง แลว

คาของ a2 + b2 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 17  2) 13 3) 8 4) 5  
15. กําหนดให z1 และ z2 เปนจํานวนเชิงซอน โดยที่ |z1| = |z1 + z2| = 3 และ |z1 - z2| = 3 3  คาของ  

|zz  zz|
|5z|  |z11|
2121
21

+
-  เทากับเทาใด ( z  แทนสังยุค (Conjugate) ของ z) (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ลําดับและอนุกรม 
 
ลําดับ คือ ฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก 
 เขียนแทนในรูป a1, a2, a3, ..., an  
ลําดับเลขคณิต 
 ผลตางรวม d = an+1 - an 
 พจนท่ัวไป an = a1 + (n - 1)d  
ลําดับเรขาคณิต 
 อัตราสวนรวม  r = 

n
1n

a
a +  

 พจนท่ัวไป  an = a1rn-1  
ลิมิตของลําดับ an เขียนแทนดวย nn

alim
∞→

 

 ถา nn
alim

∞→
 หาคาได  จะเรียกวา  ลําดับลูเขา หรือลําดับคอนเวอรเจนต 

 ถา nn
alim

∞→
 หาคาไมได จะเรียกวา  ลําดับลูออก หรือลําดับไดเวอรเจนต 

 
การหาคา limit ของลําดับอนันต 
 กําหนดให k > 1 
 - n

n
klim

∞→
 หาคาไมได 

 - 
∞→n

lim
n

k
1 





  = 0 

 
ทฤษฎีของ limit 
 ถา an และ bn เปนลําดับคอนเวอรเจนตและ c เปนคาคงท่ีแลว 
 1. 

∞→n
lim c = c 

 2. 
∞→n

lim can = c nn
alim

∞→
 

 
3. 

∞→n
lim (an ± bn) = nn

alim
∞→

 ± nn
blim

∞→
  

 
4. 

∞→n
lim (an ⋅ bn) = nn

alim
∞→

 ⋅ nn
blim

∞→
   

 

5. 
∞→n

lim 













n
n

b
a  = 

n

n

b
n
lim

a
n
lim

∞→

∞→  โดยที่ 
∞→n

lim bn ≠ 0 

 
6. 

∞→n
lim (an)k = (

∞→n
lim an)k  
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สัญลักษณแทนการบวก 
 ใชสัญลักษณ ∑ อานวา “ซิกมา”  
 ∑ an =  a1 + a2 + a3 + ... + an 

 
 สมบัติของ ∑ เมื่อ c เปนคาคงตัว 

  1. ∑
n

=1i
c  = c ⋅ n   2. ∑ ⋅

n

=1i
i )a  (c  = c ∑

n

1=i
ia  

 
3. ∑ ±

n

=1i
ii ) b(a   = ∑

n

1=i
ia ± ∑

n

1=i
i b  

 
 
 
 
 ทฤษฎีบทเกี่ยวกบั ∑ 
 1. ∑ n = 2

1)+ n(n  2. ∑ n2 = 6
1)+1)(2n+n(n  

 3. ∑ n3 = 
2

2
1)  n(n




 +  

 
ผลบวก n พจนแรกของอนุกรมสามารถเขียนแทนดวย Sn  
 น่ันคือ Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an 

 
  Sn = ∑ an  
 และ an = Sn - Sn-1 

 
 
อนุกรมเลขคณิตจํากัด 
 Sn = 2

n [2a1 + (n - 1) d] หรือ Sn = 2
n [a1 + an]  

 
อนุกรมเรขาคณิตจํากัด 

 Sn = r  1
)r  (1a n

1
-
-  

 
อนุกรมอนันต 
 S∞ = a1 + a2 + a3 + ...โดยที่ S∞ = 

∞→n
lim Sn 

 

 - ถา 
∞→n

lim Sn หาคาได  จะเรียกวา  อนุกรมลูเขา หรือ อนุกรมคอนเวอรเจนต 

 - ถา 
∞→n

lim Sn หาคาไมได จะเรียกวา  อนุกรมลูออก หรือ อนุกรมไดเวอรเจนต 
 
อนุกรมเรขาคณิตอนันต 
 S∞  =  r  1

a1
-  โดยที่ -1 < r < 1 

ขอตกลง ∑
n

=1i
 i  สามารถเขียนแทนดวย ∑ n 
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ตัวอยางขอสอบเรื่องลําดับและอนุกรม 
 

1. ถา 
∞→n

lim
1 a2n
1  bn

2
2

-
+  = 1 แลวผลบวกของอนุกรม ∑

∞

+ 













=1n

n

22 ba
ab  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 3
1  2) 3

2
  

3) 1 4) หาคาไมได 
 

2. กําหนดให an เปนลําดับท่ีสอดคลองกับ 
n
2n

a
a +  = 2 สําหรับทุกจํานวนนับ n ถา ∑

10

=1n
na  = 31 แลว 

∑
2552

=1n
na  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 21275 - 1 2) 21276 - 1 3) 22552 - 1 4) หาคาไมได  

3. ถา a1, a2, a3, ... เปนลําดับเรขาคณิตซ่ึง ∑
∞

=1n
na = 4 แลวคามากที่สุดท่ีเปนไปไดของ a2 เทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 4   2) 2 
  3) 1   4) หาคาไมไดเพราะ a2 มีคามากไดอยางไมมีขีดจํากัด  
4. กําหนดให an เปนลําดับเลขคณิตท่ีสอดคลองกับเงื่อนไข 

∞→n
lim 








n
aa 1n -  = 5 ถา a9 + a5 = 100 แลว 

a100 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 500    2) 515 
 3) 520    4) หาไมไดเพราะขอมูลไมเพียงพอ  
5. ถา A = 

∞→n
lim 














++++ 3
k

n  ...  27  8 1
2n  มีคาเปนจํานวนจริงบวกแลว แลวคาของ A เทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 0 2) 2 3) 4 4) 8  

6. ถา ∑
∞

2=n 24 n  n
1 
-

 = A แลว ∑
∞

2=n 2n
1  มีคาเทากับเทาใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 4
3  + A

 
2) 4

5  + A
 

3) 4
3  - A 4) 4

5  - A 
 
7. กําหนดให an เปนลําดับซ่ึงสอดคลองกับเงื่อนไข 

na
1  + 

1na
1
+

 = 1 สําหรับทุกจํานวนนับ n ถา          

a1 + a2 + ... + a100 = 250 แลว |a2552 - 2.5| มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 1 + 5  2) 2 + 5   3) 2
5

 
4) 2 5  
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8. พิจารณาขอความตอไปนี ้

   ก. ถา ลําดับ an ลูเขา แลว อนุกรม ∑
∞

=1n
na  ลูเขา 

   ข. ถา อนุกรม ∑
∞

=1n
na  ลูเขา แลว อนุกรม ∑

∞
+ 














=1n n
n

2
a  1  ลูเขา 

 ขอใดตอไปนี้เปนจริง (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  

9. ถา an เปนลําดับเลขคณิตซ่ึง 
∞→n

lim 












+ n

a  a 2n2 1n -  = 4 แลว 2
aa 917 -  มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
10.

 
∞→n

lim 













++++
++++
3

3
n  ...  27 8  1

3n  ...  27n  12n  3n  มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
 
11. ผลบวกของอนุกรม 3 + 4

11  + 16
33  + ... + 1n

nn

4
2  2  3

-
-+  + ... เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 3
20  2) 3

29  3) 3
31  4) 3

40  
 
12. ถา {an} เปนลําดับของจํานวนจริงท่ี an = 2n

2n...642 ++++  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n แลว 

∞→n
lim an มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)  

 

13. กําหนดให Sn = ∑ 













+++

n

=1k 1  kk  1)  (kk
1  สําหรับ n = 1, 2, 3, ... คาของ 

∞→n
lim Sn เทากับเทาใด 

(PAT 1 มี.ค. 53)   
14. กําหนดให x, y, z เปนลําดับเรขาคณิต มีอัตราสวนรวมเทากับ r และ x ≠ y ถา x, 2y, 3z เปนลําดับเลขคณิต 

แลวคา r เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) 4

1  2) 3
1  3) 2

1  4) 2 
 

15. กําหนดใหอนุกรมตอไปนี ้  A = ∑
1000

=1k
k1)(- , B = ∑

20

3=k
2k , C = ∑

100

=1k
k , D = ∑

∞








=1k

k
2
12  คาของ         

A + B + C + D เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 
 1) 7,917 2) 7,919 3) 7,920 4) 7,922  

16. คาของ 
∑

∑

=

=
44

1n

44

1n

n sin 

n cos 
 - 

∑

∑

=

=
44

1n

44

1n

n cos 

n sin 
 เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  
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17. ให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ a1 + a2 + a3 + ... + an = n2an สําหรับ n = 1, 2, 3, ...      

ถา a1 = 100 แลว ∞→n
lim n2an

 
 มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  

 
18. กําหนดให β เปนจํานวนจริง และให {an} เปนลําดับของจํานวนจริงท่ี นิยามโดย an = 2  n

7  n
+

β -  สําหรับ  
n = 1, 2, 3, ... ถาผลบวก 9 พจนแรกมีคามากกวาผลบวก 7 พจนแรกของลําดับ {an} เปนจํานวนเทากับ 
a108 แลว ∞→n

lim an มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  
 
19. กําหนดให an = 

2
n1  1  1 




 ++  + 2

n1  1  1 




+ -  สําหรับ n = 1, 2, 3, ...  

 คาของ 
1a
1  + 

2a
1  + 

3a
1  + ... + 

20a
1   เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  

 
20. ให k เปนคาคงท่ี และถา 

∞→n
lim 5

45

2)(n
2  3n  n)  k(n

+

+++  = 15 + 6 + 5
12  + ... + 15

1n
5
2 -






  + ... แลว k 

มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   

21. กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ an = ∑ +

n

=1k

2
1)  1)(2k  (2k

k -  สําหรับ n = 1, 2, 3, ... 

∞→n
lim n

16 an เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  

  1) 4 2) 3
16

 
3) 8 4) 16 

 
22. กําหนดให {an} เปนลําดับเลขคณิต โดยมีสมบัติ ดงัน้ี 
   ก. a15 - a13 = 3 
  ข. ผลบวก m พจนแรกของลําดับเลขคณิตน้ี เทากับ 325  
  ค. ผลบวก 4m พจนแรกของลําดับเลขคณิตน้ี เทากับ 4900 
 แลวพจน a2m เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) 2

61   2) 2
121

  
3) 2

125   4)119 
 
23. กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ a1 = 2 และ an = 






 +

1n
1  n

- (a1 + a2 + a3 + ... + an-1) 

สําหรับ n = 2, 3, ... แลวคาของ 
∞→n

lim
n21 a  ...  a  a

n
+++  เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  

 
24. บทนิยาม ให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง 
   เรียกพจน an วา พจนคู ถา n เปนจํานวนคู และ 
  เรียกพจน an วา พจนค่ี ถา n เปนจํานวนคี่ 
 กําหนดให {an} เปนลําดับเลขคณิต โดยที่มีจํานวนพจนเปนจํานวนคู และผลบวกของพจนค่ีท้ังหมด เทากับ 

36 และผลบวกของพจนคูท้ังหมดเทากับ 56 ถาพจนสุดทายมากกวาพจนแรก เปนจํานวนเทากับ 38 แลว
ลําดับเลขคณิต {an} น้ี มีท้ังหมดกี่พจน (PAT 1 ต.ค. 53)  
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25. ให {bn} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ b1 = -3 และ bn+1 = n

n
 b 1
b1

-
+  สําหรับ n = 1, 2, 3, ... คาของ 

b1000 เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  
 

26. คาของ ∑
++++

9999

=1n )1  n  n)(1  n  n(
1 44   

 เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  
 
27. กําหนดให Sk = 13 + 23 + 33 + ... + k3 สําหรับ k = 1, 2, 3, ...  

 คาของ 
∞→n

lim  
















++++
n321 S

1  ...  
S
1  

S
1  

S
1  เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)  

 
28. ถาผลคูณของลําดับเรขาคณิต 3 จํานวนที่เรียงติดกัน เทากับ 343 และผลบวกของทั้งสามจํานวนนี้ เทากับ 

57 แลวคามากที่สุดในบรรดา 3 จํานวนนี้ เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
29. กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ an+1 = n2 - an สําหรับ n = 1, 2, 3, ... คาของ a1 ท่ีทํา

ให a101 = 5100 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 50 2) 25 3) 1 4) 0  
30. กําหนดให 4 พจนแรกของลําดับเลขคณิต คือ 2a + 14, 2b - 1, 3b - a และ a + 3b เมื่อ a และ b เปน

จํานวนจริง พจนท่ี 1000 ของลําดับเลขคณิตนี้เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 3,997 2) 3,999  3) 4,001 4) 4,003  
31. ให a, b, c เปนจํานวนจริง โดยท่ี 2a, 3b, 4c เปนลําดับเรขาคณิต และ a

1 , b
1 , c

1  เปนลําดับเลขคณติ  

คาของ c
a  + a

c  เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
 
32. กําหนดให {an} เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ a1 = 1 และ an + 1 ≤ an+1 และ an+5 ≤ an + 5 

สําหรับ n = 1, 2, 3, ... แลวคาของ 
∞→n

lim n
1















∑
=

+
n

1k
k k)  6  (a -  เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  

 
33. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ xf(x) + f(1 - x) = 2x - x2   

เมื่อ x ∈ R แลว คาของ ∑ +
54

25=x
)(  f(x)x   เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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แคลคูลัสเบื้องตน 
 
ลิมิตของฟงกชัน 
 การพิจารณาวา เมื่อ x เขาใกลจํานวนจริง a ใดๆ จะพิจารณาท้ัง 2 กรณี คือ 
 1. เมื่อ x เขาใกล a โดยที่ x < a จะกลาววา x เขาใกล a ทางดานซาย เขียนแทนดวยสัญลักษณ       

x → a- 
 2. เมื่อ x เขาใกล a โดยที่ x > a จะกลาววา x เขาใกล a ทางดานขวาเขียนแทนดวยสัญลักษณ        

x → a+ 
  

ax
lim
→

f(x) = L ก็ตอเมื่อ 
-ax

lim
→

 f(x) = 
+→ax

lim f(x) = L
 
 

 
การหาคาลิมิตของฟงกชัน 

ax
lim
→

f(x) ใหแทนคา x = a ใน f(x) 

 - ถาแทนออกมาแลวเปนจํานวนจริงใหตอบคาน้ันได 
 - ถาแทนออกมาแลวเปน 0

k  โดยที่ k ≠ 0 ใหตอบวา หาคาไมได 

 - ถาแทนออกมาแลวเปน 0
0 , ∞

∞  เรียกวา รูปแบบไมกําหนด ตองจัดรูปฟงกชันใหมดังน้ี 

  1. การแยกตัวประกอบ 
  2. การหาจํานวนท่ีเหมาะสมคูณท้ังเศษและสวน  
ทฤษฎีบทลิมิตของฟงกชัน 
 เมื่อ a เปนจํานวนจริงใดๆ ถา f และ g เปนฟงกชันท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของ R  
 1. clim  

ax→
 = c เมื่อ c เปนคาคงตัวใดๆ  

 
 2. xlim  

ax→
 = a 

 
 3. n

ax
xlim  

→
 = an, n ∈ I+

 
 

 
 4. ถา  

ax
lim
→

f(x) = L และ  

ax
lim
→

g(x) = M เมื่อ L และ M เปนจํานวนจริงใดๆ แลว 
 
 1. cf(x)lim  

ax→
 = c f(x)lim  

ax→
= cL, c เปนคาคงตัว 

 
 2. ][ g(x) f(x)lim  [ 

ax
±

→
 =  f(x)lim  

ax→
 ± g(x)lim  

ax→
 = L ± M 

 
 3. ][ g(x)f(x)lim     

ax
⋅

→
 =  f(x)lim  

ax→
⋅ g(x)lim  

ax→
 = L ⋅ M 
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 4. 








→ g(x)
f(x)lim  

ax
 =  g(x) lim

f(x)lim

ax

ax

→

→  = M
L  เมื่อ M ≠ 0 

 

 5. n
ax

][f(x)lim ( 

→
 =  

n

ax
 f(x)lim













→
 = Ln, n ∈ I+ 

 
 6. n

ax
f(x)lim  

→
 =  n

ax
f(x)lim  

→
 = n L , n ∈ I+ - {1} และ n L  ∈ R 

 
ความตอเนื่องของฟงกชัน 
 ให a เปนจํานวนจริงใดๆ ฟงกชัน f เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องท่ี x = a เมื่อฟงกชัน f มีสมบัติตอไปนี ้
 1. f(a) หาคาได 
 2.  

ax
lim
→

f(x) หาคาได [น่ันคือ 
-ax

lim
→

 f(x) = 
+→ax

lim f(x)] 

  3.  

ax
lim
→

f(x) = f(a)  
 
อัตราการเปลี่ยนแปลง 
 ถา y = f (x) เปนฟงกชันใดๆ เมือ่คาของ x เปลี่ยนไปเปน x + h โดยที่ h ≠ 0 และคาของ y เปลี่ยนจาก 
f(x) ไปเปน f(x + h) แลว 
 1. อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x ในชวง x ถึง x + h คือ h

f(x)h)+ f(x  -  

 2. อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y เทียบกับ x ขณะ x มีคาใดๆ คือ h
f(x)h)+ f(x lim  

0h
 - 

→
 

 
อนุพันธของฟงกชัน 
 ใชสัญลักษณ f ′(x), dx

dy , y ′ แทนอนุพันธของฟงกชัน f ท่ี x  

 โดยที่  f ′(x) = h
f(x)h)+ f(x lim  

0h
 - 

→
 

 สูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 
 1. dx

d (xn) = nxn-1 
 
 2. dx

d [f(x) ± g(x)] = f ′(x) ± g ′(x) 
 
 3. dx

d [f(x) ⋅ g(x)] = f(x) ⋅ g ′(x) + g(x) ⋅ f ′(x) 
 
 4. dx

d









g(x)
f(x)  = 2][g(x)

(x)g f(x) (x)f  g(x) ′′ ⋅⋅ - , g(x) ≠ 0 
 
 5. dx

d [f(x)]n = n[f(x)]n-1 ⋅ f ′(x) 
 

 
6. (fog)′(x) = f′(g(x)) ⋅ g′(x) 
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อนุพันธอันดับสูง  

 คือ การหาอนุพันธไปเรื่อยๆ ใชสัญลักษณ n
n

dx
yd  หรือ n

n

dx
f(x)d ][  แทน f(n)(x) 

 
ความชันของเสนโคง 
 ถา y = f(x) เปนสมการของเสนโคง ดังน้ัน 
 1. ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด (x, y) ใดๆ = f′(x) 
 2. ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด (x1 , y1) = f′(x1) 

 3. ความชันของเสนปกติท่ีจุด (x1 , y1) = )(xf
1
1′

- , f′(x1) ≠ 0 

 4. สมการเสนตรงท่ีมี ความชัน = m และผานจุด (x1 , y1) คือ y - y1 = m(x - x1)  
ฟงกชันเพิ่มและฟงกชนัลด 
 กําหนดให f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a ,b] และหาอนุพันธไดบนชวง (a, b) 
 1. ถา f′(x) > 0 สําหรับทุกๆ x ใน (a, b) แลว f จะเปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง [a, b] 
 2. ถา f′(x) < 0 สําหรับทุกๆ x ใน (a, b) แลว f จะเปนฟงกชันลดบนชวง [a, b]  
คาสูงสุดสัมพัทธและคาตํ่าสุดสมัพัทธของฟงกชัน 
 ถา x0 อยูในโดเมนของฟงกชัน f โดยที่ f′(x0) = 0 หรือ f หาอนุพันธไมไดท่ี x0 แลวจะเรียกวา x0 วา   
คาวิกฤต (Critical value) ของฟงกชัน f และ จุด (x0, f(x0)) บนกราฟของฟงกชัน f เรียกวา จุดวิกฤต (Critical 
point) 
 การทดสอบคาสูงสุดสัมพัทธและต่ําสุดสัมพัทธ โดยใชอนุพันธอันดับหนึ่ง f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงเปด 
I ซ่ึงมีคาวิกฤต x0 ของ f และพิจารณา f′(x) บนชวง เวนแตท่ี x = x0 
 1. ถา f′(x) เปลี่ยนเครื่องหมายจาก + เปน - ผาน x0 แลว f จะมีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี x = x0 
 2. ถา f′(x) เปลี่ยนเครื่องหมายจาก - เปน + ผาน x0 แลว f จะมีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี x = x0  
คาสูงสุดสัมบูรณและคาตํ่าสุดสมับูรณของฟงกชัน 
 วิธีการหาคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน f ท่ีเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a, b]  
 1. หาคาวิกฤตของฟงกชัน f บนชวงเปด (a, b) 
 2. หาคาของฟงกชันท่ีคาวิกฤตทุกๆ คา และคาของฟงกชัน ณ จุดปลายของฟงกชัน f นั้นคือ หาคา f(a) 
และ f(b) 
 3. จะไดวา คาสูงสุดสัมบูรณของฟงกชัน f คือ คาฟงกชันท่ีมากท่ีสุดและ คาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน f 
คือ คาฟงกชันท่ีนอยที่สุด 
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การอินทิเกรต 
 ฟงกชัน F(x) จะถูกเรียกวาเปน ปริพันธของฟงกชัน f (x) ถา F′(x) = f(x) 
 สูตรการหาอินทิกรัลไมจํากัดเขต เมื่อ k และ c เปนคาคงตัว 
 1. ∫ kdx = kx + c 

 2. ∫ xndx = 1+ n
x 1+n

 + c, n ≠ -1 
 3. ∫ kf(x)dx = k∫ f(x)dx 
 4. ∫[f(x) ± g(x)]dx = ∫ f(x)dx ±  g(x)dx 
 
อินทิกรัลจํากัดเขต  
 อินทิกรัลจํากัดเขตของ f(x) ท่ีเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [a, b] โดยที่ฟงกชัน F(x) เปนปริพันธของ

ฟงกชัน f(x) คือ ∫
b

a
f(x)dx  = b

aF(x)  = F(b) - F(a)
 
 

 
อินทิกรัลจํากัดเขตกับการหาพื้นที่ใตเสนโคง 
 ถา y = f(x) เปนฟงกชันตอเนื่องบน [a, b] พ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง y = f(x) และแกน x ในชวง x = a 
และ x = b หาไดดังน้ี 
 ข้ันตอนที่ 1  หาจุดตัดแกน x ซ่ึงอยูในชวง [a, b] 
 ข้ันตอนที่ 2  หาคาสัมบูรณของอินทิกรัลจํากัดเขตในแตละชวงของ x ท่ีตอเนื่องกัน 
 ข้ันตอนที่ 3  พ้ืนท่ีท่ีตองการเทากับผลรวมของคาสัมบูรณของอินทิกรัลจํากัดเขตท้ังหมดท่ีหาได 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องแคลคูลัสเบ้ืองตน 
 
1. กําหนดให 
  A แทนพ้ืนท่ีของอาณาบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง y = 1 - x2 และแกน x 

  B แทนพ้ืนท่ีของอาณาบริเวณท่ีใตเสนโคง y = 4
x2

  เหนือแกน x จาก x = -c ถึง x = c 

 คาของ c ท่ีทําให A = B เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 2  2) 2 3) 2 2  4) 4  
2. กําหนดให f(x) = x4 - 3x2 + 7  
 f เปนฟงกชันเพ่ิมบนเซตในขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) (-3, -2)U (2, 3) 2) (-3, -2)U (1, 2)  3) (-1, 0)U (2, 3) 4) (-1, 0)U (1, 2)  

3. ถา f′(x) = 2
1

















+
3x

1  
x

1   แลวคาของ  f(4) h)+  f(4
f(1)h)+ f(1lim  

0h -
 - 

→
 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 1 2) 5
16

 
3) 5

7  4) 5
1  
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4. ถา f′(x) = 3x2 + x - 5 และ f(0) = 1 แลว ∫
1
1
f(x)dx

-
 มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 3
5  2) 3

7
 

3) 3
2  4) 3

1  
 
5. ถา f, g และ h สอดคลองกับ f(1) = g(1) = h(1) = 1 และ f′(1) = g′(1) = h′(1) = 2 แลวคาของ        

(fg + h)′(1) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 1 2) 2 3) 4   4) 6  
6. เสนตรงซ่ึงตดัตั้งฉากกับเสนสัมผัสของเสนโคง y = 2x3 - x

1  ท่ีจุด x = 1 คือ เสนตรงในขอใดตอไปนี้ 

(PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 13x - 2y - 11 = 0   2) 13x + 2y - 15 = 0 
 3) 2x - 13y + 11 = 0    4) 2x + 13y - 15 = 0  
7. ถา f′(x) = x3 - 1 และ ∫

1
0
f(x)dx  = 0 แลว |f(1)| มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
8. กําหนดให f(x) = ax2 + b x  เมื่อ a และ b เปนจํานวนจริงท่ี b ≠ 0 ถา 2f′(1) = f(1) แลว (9)f

f(4)
′   

 มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
9. กําหนดให y = f(x) เปนฟงกชันซ่ึงมคีาสูงสุดท่ี x = 1 ถา f″(x) = -4  ทุก x และ f(-1) + f(3) = 0 แลว f 

มีคาสูงสุดเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
10. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R และ g : R → R  เปนฟงกชัน โดยที่ f(x) = 3x2/3, 

g(1) = 8 และ g′(1) = 3
2  คาของ (fog)′(1) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 3
1  2) 3

2   3) 1 4) 3
4  

 

11. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริง และ f เปนฟงกชัน ซ่ึงกําหนดโดย f(x) = 












>

<

++

=

2  x ;   1 ax   x
2  x ;         b a  
2  x ;   2 x 

2 3x   x

2

3

-
-

--
  

ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนเซตของจํานวนจริงแลว คาของ a2 + b2 เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
12. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ f′(x) = 3 x  + 4 สําหรับทุก

จํานวนจริง x และ f(1) = 5 แลวคาของ f(x)
2)f(xlim

2

4x
 

 - 
→

 เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)  
 
13. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ f″(x) = 6x + 4 สําหรับทุกจํานวน

จริง x และความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (2, 19) เทากับ 19 แลว คาของ f(1) เทากับเทาใด 
(PAT 1 มี.ค. 53)   
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14. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R เปนฟงกชัน โดยที่ f(x) = ax + b เมื่อ a, b เปน
จํานวนจริง ถา f เปนฟงกชันลด และ f(f(f(f(x)))) = 16x + 45 แลวคาของ a + b เทากับขอใดตอไปนี ้
(PAT 1 ก.ค. 53) 

  1) -11 2) -5 3) 11 4) 5  

15. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริง และให f เปนฟงกชัน  โดยที่ f(x) = 














≥
<≤
<<

+
5  x ,      5    

5  x  1 ,   bax  
1  x  1 ,   1 x 

|1  x|

 

3 --
-

        
ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง (-1, ∞) แลวคาของ ab เทากับขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 4
5  2) - 4

7  3) 15 4) -10 
 
16. กําหนดให f(x) เปนฟงกชันพหุนามกําลังสอง ถาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (1, 2) มีคา

เทากับ 4 และ ∫
2
1
f(x)dx

-
 = 12 แลว f(-1) + f″(-1) มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  

 
17. กําหนดให h(x) = f(x)g(x) โดยที่ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) ท่ีจุด (x, y) เทากับ 2 - 2x และ

เสนสัมผัสเสนโคง y = f(x) มีคาสูงสุดสัมพัทธเทากับ 5 ถา g เปนฟงกชันพหุนาม ซ่ึงมีสมบัติ g(2) = g′(2) = 5 
แลว h′(2) มีคาเทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)   

18. โรงงานผลิตตุกตาแหงหนึ่ง มีตนทุนในการผลิตตุกตา x ตัว โรงงานจะตองเสยีคาใชจาย 
x3 - 450x2 + 60,200x + 10,000 บาท ถาขายตุกตาราคาตัวละ 200 บาท โรงงานจะตองผลิตตุกตากี่ตวั  
จึงจะไดกําไรมากท่ีสุด (PAT 1 ก.ค. 53)   

19. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง  
  ให f : R → R เปนฟงกชันตอเนื่อง ท่ี x = 1 และ  

  ให g เปนฟงกชันท่ีกําหนดโดย g(x) = 










≤

>

+

+

1   x ;  7  |x|
f(x)  

1   x ;   
1  x

2  3 x 

        

-
-

 

 ถาฟงกชัน g มีความตอเนื่องท่ี x = 1 แลวคาของ (gof)(1) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) 2 - 3  2) 2 3) 2 - 7   4) 7  - 2  
20. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริง และให f เปนฟงกชันพหุนาม โดยที่ f(x) = x4 + 2x3 - x2 + ax + b 

ถามีฟงกชันพหุนาม Q(x) โดยที่ f(x) = (Q(x))2 แลวคาของ ∫
1
0
f(x)dx   เทากับขอใดตอไปนี้  

 (PAT 1 ต.ค. 53)  
  1) 30

71  2) 30
31

 
3) 30

11  4) 30
1  

 
21. ให f เปนฟงกชัน ซ่ึงมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยที่ f(2x + 1) = 4x2 + 14x  

คาของ f(f′(f″(2553))) เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
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22. คาของ 
-0x

lim
→

2
  23

x
x x x ++  เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

  1) - 2
1  2) 2

1
 

3) -1 4) 1 
 
23. กําหนดให f เปนฟงกชันพหุนามท่ีมี f″(x) = ax + b เมื่อ a และ b เปนจํานวนจริง ถา f(0) = 2 และกราฟ

ของ f มีจุดต่ําสุดสัมพัทธท่ี (1, -5) แลว 2a + 3b เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) -12 2) 20 3) 42  4) 48  
24. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ให g : R → R เปนฟงกชันกําหนดโดย g(x) = 3 2x 

1
+  เมื่อ x ≠ - 2

3  

ถา f : R → R เปนฟงกชันท่ี (fog)(x) = x สําหรับทุกจํานวนจริง x แลว f″ 






2
1  เทากับขอใดตอไปนี ้ 

(PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) - 2

1  2) 2
1

 
3) -8  4) 8 

 
25. กําหนดให R แทนเซตของจํานวนจริง ถา f : R → R และ g : R → R เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดทุก x ∈ R 

โดยที่ g(x) = x2 - 2x + 5, (gof)(x) = x6 + 2x4 - 2x3 + x2 - 2x + 5 และ f(0) = 0 คาของ         
(f′og′)(1) + (g′of′)(0) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   

26. กําหนดใหเสนโคง y = f(x) สัมผัสกับเสนตรง 2x - y + 3 = 0 ท่ีจุด (0, 3) และ ∫ ′′
2
0

(x)dxf  = -3 ถา  

g(x) = 2 x + f(x) และ g′(2) = 0 แลว f(2) เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)   

27. กําหนดให f(x) = 








≤

≠
++

3   x เมื่อ             a         

3   x เม่ือ   
13 x   10 2x 

3 x 

       

-
-

  

 โดยที่ a เปนจํานวนจริง ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีจุด x = 3 แลว a เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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ความนาจะเปน 
 
กฎการคูณ 
 จํานวนวิธีทํางานทั้งหมด = ผลคูณของทางเลือกท่ีเกิดขึ้นไดในแตละขั้นตอน  
กฎการบวก 
 จํานวนวิธีทํางานทั้งหมด = ผลบวกของแตละกรณีท่ีเกิดขึ้นได  
แฟกทอเรียล 
 n! = n × (n - 1) × (n - 2) × ... × 1 
การเรียงสับเปลี่ยนและการจัดหมู  

รูปแบบ จํานวนวิธ ี
ของ n ช้ินนํามาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน n! 

ของ n ช้ินนํามา r ช้ินเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน Pn, r = r)!  (n
n!
-  

ของ n ช้ินนํามาเรียงสับเปลี่ยนเปนวงกลม(พลิกไมได) (n - 1)! 

ของ n ช้ินนํามาเรียงสับเปลี่ยนเปนวงกลม(พลิกได) 2
1)!  (n -  

ของ n ช้ิน อยางหนึ่งซํ้ากัน p ช้ิน อีกอยางซํ้ากัน q ช้ิน นํามาเรียง
สับเปลี่ยนเชิงเสน q!p!

n!  

ของ m + n + p ช้ินแบงออกเปนกลุม กลุมละ m, n, p ช้ิน p!n!m!
 p)! n (m ++  

ของ kn ช้ินแบงออกเปนกลุม กลุมละ n ช้ินท้ังหมด k กลุม k!)(n!
(kn)!

k  

ของ n ช้ินเลือกมา r ช้ิน Cn, r  = r!r)!  (n
n!
-  

เลือกของจาก n ช้ิน 2n  
เลือกของอยางนอยหนึ่งช้ินจาก n ช้ิน 2n - 1 
เลือกของอยางนอยหนึ่งช้ินจากของ n ช้ิน แบบที่หนึ่งซํ้ากัน p ช้ิน 
แบบที่สองซํ้ากัน q ช้ิน โดยที่ n = p + q 

(p + 1)(q + 1) - 1 
 
ความนาจะเปน 
 S  คือ เซตของเหตุการณท่ีเกิดขึ้นไดท้ังหมด 
 E  คือ เซตของเหตุการณท่ีตองการ 
 n(S) คือ จํานวนของเหตุการณท่ีเกิดขึน้ไดท้ังหมด 
 n(E) คือ จํานวนของเหตุการณท่ีตองการ 
 ความนาจะเปนของเหตุการณท่ีตองการ P(E) = n(S)

n(E)  
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 สมบัติของความนาจะเปน 
 1. 0 ≤ P(E) ≤ 1 
 2. P(E) = 1 - P(E′) 
 3. P(E1U E2) = P(E1) + P(E2) - P(E1I E2)  
ทฤษฎีบททวนิาม 
 สูตรการกระจาย 

 (x + y)n = 









0
n

xny0 + 









1
n

xn-1y1 + 









2
n

xn-2y2 + ... + 









2
n

x0yn  

 สมบัติของทฤษฎีบททวินาม 

 1. พจนท่ี r + 1 ของการกระจายหาไดจาก Tr+1 = 







r
n

xn-ryr 

 2. 









0
n

, 









1
n

, 









2
n

, ..., 









3
n

 เรียกวา “สัมประสิทธ์ิทวินาม” มีผลบวกท้ังหมดเทากับ 2n  

 

ตัวอยางขอสอบเรื่องความนาจะเปน 
 
1. กําหนดให A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c} เซต S = {f | f : A → B เปนฟงกชันท่ัวถึง} มีจํานวน

สมาชิกเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 12 2) 24 3) 36 4) 39  
2. คุณลุง คุณปา ลูกชาย และลูกสาว มาเย่ียมครอบครัวเรา ซ่ึงมี 4 คนคือ คุณพอ คุณแม ตัวฉัน และนองชาย 

ในการจัดท่ีน่ังรอบโตะอาหารกลมที่มี 8 ท่ีน่ัง โดยใหคุณลุงน่ังตดิกับคุณพอ คุณปาน่ังติดกับคุณแม ลูกชาย
ของคุณลุงน่ังตดิกับนองชายของฉัน และลูกสาวของคุณลุงน่ังตดิกับฉัน จะมีจํานวนวิธีจัดไดเทากับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

   1) 96 วิธี 2) 192 วิธี 3) 288 วิธี 4) 384 วิธี  
3. ขาวสารบรรจุถุงแลวกองหนึ่งประกอบดวย ขาวหอมมะลิ 4 ถุง ขาวเสาไห 3 ถุง ขาวขาวตาแหง 2 ถุง และ

ขาวบัสมาตี 1 ถุง สุมหยิบขาวจากกองน้ีมา 4 ถุง ความนาจะเปนท่ีจะไดขาวครบทุกชนิด เทากับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

  1) 35
4  2) 35

3
 

3) 5
2

 
4) 4

1  
 
4. กิตติและสมาน กับเพ่ือนๆ รวม 7 คน ไปเท่ียวตางจังหวัดดวยกัน ในการคางแรมท่ีมีบานพัก 3 หลัง หลัง

แรกพักได 3 คน สวนหลังท่ีสองและหลังท่ีสามพักไดหลังละ 2 คน ซ่ึงแตละหลังมีความแตกตางกัน พวกเขา
จึงตกลงท่ีจะจับสลากวาใครจะไดพักท่ีบานหลังใด ความนาจะเปนท่ีกิตติและสมานจะไดพักบานหลังเดียวกัน
ในหลังท่ีหนึ่งหรือหลังท่ีสาม เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

  1) 21
4  2) 21

5
 

3) 21
8  4) 21

10  
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5. กําหนดให n เปนจํานวนนับ ในการสุมหยิบเลข n จํานวนพรอมๆ กันจากเซต {1, 2, ..., 2n} ถาความนาจะ
เปนท่ีจะไดเลขคูท้ังหมดเทากับ 20

1  แลว ความนาจะเปนท่ีจะไดเลขคูเพียง 1 จํานวนเทากับขอใดตอไปนี ้
(PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 20
1  2) 20

3
 

 3) 20
9  4) 20

11  
 
6. ตองการสรางจํานวนคูบวก 4 หลัก จากเลขโดด 0, 1, 2, 3, 7, 8 โดยแตละจํานวนท่ีสรางขึ้นไมมีเลขโดดใน

หลักใดท่ีซํ้ากันเลย จะมีจํานวนวิธีท่ีสรางไดเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 180  2) 156 3) 144 4) 136  
7. จํานวนเต็มท่ีมีคาตั้งแต 100 ถึง 999 ท่ีหารดวย 2 ลงตัว แตหารดวย 3 ไมลงตัว มีจํานวนเทากับขอใด

ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 250 2) 283  3) 300 4) 303  
8. ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกกวาดรสสตรอเบอรี่ 5 ลูก รสชอคโกแลต 4 ลูก รสกาแฟ และรสมินทอยางละ 2 ลูก หาก

สุมหรือหยิบลูกกวาดจากถุงใบนี้มา 3 ลูก ความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกกวาดตางรสกันท้ังหมด เทากับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 143
57  2) 143

58
 

3) 143
59

 
4) 143

60  
 
9. กําหนดให A = {(0, n) | n = 1, 2, ..., 10} และ B = {(1, n) | n = 1, 2, ..., 10} ในการเลือกจุดสองจุดท่ี

แตกตางกันจากเซต A และอีกหนึ่งจุดจากเซต B เพ่ือเปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมบนระนาบ ความนาจะ
เปนจะไดรูปสามเหลี่ยมท่ีมีพ้ืนท่ี 1 ตารางหนวย เทากับขอใดตอไปนี้ 

  (PAT 1 ก.ค. 52) 
  1) 45

8  2) 45
9

 
3) 45

10  4) 45
11  

 
10. ในลิ้นชักมีถุงเทาสีขาว 4 คู สีดํา 3 คู และสีนํ้าเงิน 2 คู แตไมไดจัดเรียงไวเปนคูๆ ถาสุมหยิบถุงเทามา 2 ขาง 

ความนาจะเปนท่ีจะไดถุงเทาสีเดียวกันเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 2

1  2) 3
2

 
3) 153

43   4) 153
49  

 
11. ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกแกวสีแดง 5 ลูก สีเขียว 4 ลูก และสีเหลือง 3 ลูก ถาหยิบลูกแกวจากถุงทีละลูก 3 ครั้ง 

โดยไมใสคืน แลวความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกแกว ลูกท่ีหนึ่ง สอง และสาม เปนสีแดง สีเขียว และสีเหลือง 
ตามลําดับเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) 21
1  2) 22

1
 

3) 22
3

 
4) 25

3  
 
12. กลองใบหนึ่งบรรจุหลอดไฟ 12 หลอด เปนหลอดชํารุด 3 หลอด ถาหยิบหลอดไฟ จากกลองมา 4 หลอด 

แลวความนาจะเปนท่ีจะได หลอดชํารุดไมเกิน 1 หลอด เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  
 1) 3

1  2) 4
1

 
3) 99

14  4) 55
14   
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13. ในการโยนลูกเตา 2 ลูก หนึ่งครั้ง ความนาจะเปนท่ีจะไดแตมรวมเปน 7 โดยท่ีมีลูกเตาลูกหนึ่งขึ้นแตมไมนอย
วา 4 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 1) 3
1  2) 4

1  3) 6
1

 
4) 12

1  
 
14. มีสิ่งของซ่ึงแตกตางกันอยู 8 ช้ิน ตองแบงใหคน 2 คน คนหนึ่งได 6 ช้ิน และอีกคนหนึ่งได 2 ช้ิน จะมีจํานวน

วิธีแบงก่ีวิธี (PAT 1 ต.ค. 52)   
15. ในการแขงขันฟุตบอลฤดูกาลหนึง่ มีทีมเขารวมการแขงขัน 7 ทีม จัดแขงแบบพบกันหมด (แตละทีมตองลง

แขงกับทีมอื่นทุกทีม) จะตองจัดการแขงขันกี่นัด (PAT 1 ต.ค. 52)   
16. กลองใบหนึ่งบรรจุเสื้อยืด 13 สีๆ ละ 4 ตัว โดยที่ เสื้อยืดในแตละสีมีขนาด S, M, L และ XL ตามลําดับ สุม

หยิบเสื้อจากกลองมา 3 ตัวพรอมๆ กัน ความนาจะเปนท่ีจะไดเสื้อยืดท่ีมีสีเหมอืนกัน 2 ตัว เทากับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

   1) 425
72  2) 5525

72  3) 221
3  4) 22100

3  
 
17. กําหนดให S เปนแซมเปลสเปซ และ A, B เปนเหตุการณใดๆ ใน S จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
   ก. P(A) = P(AI B) + P(AI B′) 
   ข. ถา P(A) = 0.5, P(B) = 0.6 และ P(AU B′) = 0.7 แลว P(A - B) = 0.4 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 มี.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
18. กําหนดให A = {0, 1, 2, 3, 4} จํานวนเต็มบวกท่ีมีคานอยกวา 300 โดยสรางมาจากตัวเลขในเซต และ

ตัวเลขแตละหลักไมซํ้ากัน เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   
19. คณะกรรมการชุดหนึ่งมี 7 คน ประกอบดวย ประธาน รองประธาน เลขานุการ และกรรมการอีก 4 คน 

จํานวนวิธีท่ีจัดกลุมคน 7 คนที่น่ังประชุมรอบโตะกลม โดยใหประธานและรองประธานนั่งติดกันเสมอ แต
เลขานุการไมน่ังติดกับรองประธานเทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

20. ในการทอดลูกเตา 2 ลูกพรอมๆ กัน ความนาจะเปนท่ีผลรวมของหนาลูกเตาท้ังสองเทากับ 7 หรือผลคูณ
ของหนาลูกเตาท้ังสองเทากับ 12 เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) 18
1  2) 6

1   3) 9
2  4) 9

4  
 
21. ขอสอบปรนัย 20 ขอ คะแนนเต็ม 50 คะแนน โดยกําหนดขอ 1-10 ขอละ 4 คะแนน ขอ 11-20 ขอละ 1 

คะแนน ถาหากนักเรียนตอบขอใดถูกตอง จะไดคะแนนเต็มของขอนั้น แตถาตอบผิดหรือไมตอบ จะได
คะแนน 0 คะแนน จะมีก่ีวิธีท่ีนักเรียนคนหนึ่ง จะทําขอสอบชุดน้ีไดคะแนนรวม 45 คะแนน (PAT 1 ก.ค. 53)   

22. กําหนดให A = {1, 2, 3, ..., 9, 10} จงหาจํานวนสับเซตของ A ท้ังหมดท่ีประกอบดวยสมาชิก 8 ตัวท่ี
แตกตางกันโดยที่ ผลรวมของสมาชิกท้ัง 8 ตัว เปนพหุคูณของ 5 (PAT 1 ก.ค. 53)   
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23. ในการสอบถามนักเรียน จํานวน 100 คน ปรากฏวา มี 50 คน ชอบวิชาคณิตศาสตร มี 40 คน ชอบวิชา
ฟสิกส มี 33 คน ชอบวิชาภาษาอังกฤษ มี 5 คน ชอบทั้งสามวิชา มี 10 คน ชอบวิชาภาษาอังกฤษอยาง
เดียว มี 12 คน ชอบวิชาฟสิกสอยางเดียว และมี 20 คน ชอบวิชาคณิตศาสตรและวิชาฟสิกส  

 พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนหนึ่งไมชอบทั้งสามวิชา เทากับ 0.15 

   ข. ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนหนึ่งชอบวิชาคณิตศาสตรอยางเดียว เทากับ 0.40 
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
24. กําหนดให a, b, c, d, e, f เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่ a < b < c < d < e < f ถาผลบวกของสองจํานวน

ท่ีแตกตางกันในเซต {a, b, c, d, e, f} มีท้ังหมด 15 จํานวน คือ 37, 50, 67, 72, 80, 89, 95, 97, 102, 
110, 112, 125, 132, 147 และ 155 แลวคาของ c + d เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   

25. มีเลขโดด 3, 4, 6 และ 7 นํามาจัดเรียงสรางจํานวน 4 หลัก โดยท่ีแตละหลักไมซํ้ากัน จะมีจํานวน 4 หลัก 
ท้ังหมดกี่จํานวนท่ีหารดวย 44 ไมลงตัว (PAT 1 ต.ค. 53)   

26. โยนเหรียญบาท (เท่ียงตรง) หนึง่เหรียญ จํานวน 10 ครั้ง ความนาจะเปนท่ีไดหัวอยางนอย 2 ครั้งติดกัน 
เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) 512
193  2) 512

314
 

3) 64
9   4) 64

55  
 
27. มีถุงยังชีพ 5 ถุง ตองการแจกใหครอบครัวท่ีถูกนํ้าทวม 4 ครอบครัว ครอบครัวละไมเกิน 2 ถุง  ความนาจะเปน

ท่ีครอบครัวของนายสมชายซึ่งเปนหนึ่งในสี่ครอบครวัน้ันไมไดรับของแจกเลยเทากับขอใดตอไปนี้  
 (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 0.15 2) 0.2 3) 0.4 4) 0.6  
28. จงหาจํานวนสับเซต {a1, a2, a3} ของเซต {1, 2, 3, ..., 14} ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับ a2 - a1 ≥ 3 และ  

a3 - a2 ≥ 3 (PAT 1 มี.ค. 54)   
29. ถา S เปนผลบวกของจํานวนเต็มบวกท้ังหมดท่ีสรางมาจากเลขโดด 1, 2, 3 หรือ 4 โดยที่ตัวเลขในแตละ

หลักไมซํ้ากัน แลวเศษเหลือจากการหาร S ดวย 9 เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 54)  
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สถิติ 
 
ตารางแจกแจงความถี ่
 ความถี่ (f) คือ จํานวนขอมูลท่ีอยูในอันตรภาคช้ันนั้น 
 ความถี่สะสม (∑ f) คือ ผลรวมของความถี่ในอันตรภาคช้ันนั้นกับความถ่ีของอันตรภาคชั้นท่ีต่ํากวา 
 ขอบลาง (L) (ผลบวกระหวางคะแนนต่ําสุดของช้ันนั้นกับคะแนนสูงสุดของช้ันท่ีต่ํากวา) ÷ 2 
 ขอบบน (ผลบวกระหวางคะแนนสูงสุดของช้ันนั้นกับคะแนนต่ําสุดของช้ันท่ีสูงกวา) ÷ 2 
 จุดกึ่งกลางชั้น (ผลบวกระหวางขอบบนกับขอบลาง) ÷ 2 
 ความกวางของชั้น (I) ขอบบน - ขอบลาง  
 ความถี่สัมพัทธ เทากับ N

f  
 
คากลางของขอมูล 
 คาเฉลี่ยเลขคณิต x  
  ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่ x  = N

xΣ  

  ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ x  = N
xf iiΣ  

 สมบัติของคาเฉลี่ย 
 1. ถา yi = axi + b แลว y  = a x  + b 

 2. ∑
=

N

1  i
i )x  (x -  จะมีคาเทากับศูนยเสมอ 

 3. ∑
=

N

1  i
2

i k)  (x - จะมีคาต่ําสุดเมื่อ k = x  
 
 คาเฉลี่ยรวม 

 รวมx  = N

xN 
k

1i
ii∑

=  
 
 คาเฉลี่ยแบบถวงน้ําหนกั 

 wx  = 
∑

∑

=

=
k

1i
i

k

1i
ii

w 

xw 
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 มัธยฐาน(Me) 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่เรียงขอมูลจากนอยไปมากและดูคาของขอมูลตําแหนงท่ี 2

1 N +  

 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ Me = LMe + If
 f  2

N

Me
L












 Σ-
 

 
 สมบัติของมัธยฐาน 

  ∑
=

N

1  i
i |k  |x -  มีคาต่ําสุดเมื่อ k = Me 

 
 ฐานนิยม(Mo) 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่ ดูคาของขอมูลท่ีมีจํานวนความถีม่ากท่ีสุด 
  (ฐานนิยมมีคาไดไมเกิน 3 คา) 

 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ Mo = LMo + Id  d
d

21
1















+  

 เมื่อ d1 คือ ผลตางของความถี่ช้ันท่ีฐานนิยมอยูกับความถ่ีของช้ันท่ีต่ํากวา 
 และ d2 คือ ผลตางของความถี่ช้ันท่ีฐานนิยมอยูกับความถ่ีของช้ันท่ีสูงกวา  
ตําแหนงของขอมูล ควอรไทล (Qr), เดไซล (Dr) และเปอรเซน็ไทล (Pr) 
 ขอมูลที่ไมไดแจกแจงความถี ่ 
 - เรียงขอมูลจากนอยไปมาก 
 - หาตําแหนงจากสูตร 
  1. ตําแหนง Qr = 4

1) r(N +  

  2. ตําแหนง Dr = 10
1) r(N +  

  3. ตําแหนง Pr = 100
1) r(N +  

 - ดูคาขอมูลจากตําแหนงท่ีไดถาตําแหนงของขอมูลไมใชจํานวนเต็มใหเทียบบัญญัติไตรยางศหาคา 
 ขอมูลที่แจกแจงความถี ่
 - หาคาตําแหนงจากสูตร 
  1. ตําแหนง Qr = 4

rN  

  2. ตําแหนง Dr = 10
rN  

  3. ตําแหนง Pr = 100
rN  
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 - แทนคาตําแหนงในสูตร 

 1. Qr = LQr + If
 f  4

rN

rQ
L














 Σ-

 

 

 2. Dr = LDr + If
 f  10

rN

rD
L














 Σ-
 

 3. Pr = LPr + If
 f  100

rN

rP
L














 Σ-
 

 
การวัดการกระจายของขอมูล  
 พิสัย 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่ คาสูงสุด - คาต่ําสุด 
 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ ขอบบนของชั้นสูงสุด - ขอบลางของช้ันต่ําสุด  
 สวนเบี่ยงเบนควอรไทล (Q.D.) 
     Q.D. = 2

QQ 13 -  
 
 สวนเบี่ยงเบนเฉลีย่(M.D.) 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่

      M.D. = N
|xx| i -Σ  

 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ 

      M.D. = N
|xx|f ii -Σ  

 
 สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน(S.D.) 
 ขอมูลท่ีไมไดแจกแจงความถี ่

      S.D. = N
)x  (x 2

i -Σ

 

     
 S.D. = 2

2
i x  N

 x -Σ  

 ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ 

     
 S.D. = N

)x  (x f 2
ii -Σ  

 สมบัติของสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
 1. มีคามากกวาหรือเทากับศูนยเสมอ 
 2. ถามีคาเทากับศูนย แสดงวาขอมูลทุกจํานวนมีคาเทากันหมด 
 3. จาก yi = axi + b มี sx เปนคาสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของขอมลูชุด x แลว sy = |a| ⋅ sx 
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ความแปรปรวน เทากับ S.D.2 

ความแปรปรวนรวม เทากับ 
21

2
21

2
11

N  N
SN  SN

+
+   เมื่อ 1x  = 2x   

 เทากับ 
21

2
2

2
1

N  N
 x   x

+
+ ΣΣ  - ( รวมx )2 เมื่อ 1x  ≠ 2x  

การวัดการกระจาย 
 สัมประสิทธ์ิพิสัย เทากับ 

minmax
minmax

 x x
xx

+
-  

 สัมประสิทธ์ิของสวนเบ่ียงเบนควอรไทล เทากับ 
13
13

Q  Q
QQ

+
-  

 สัมประสิทธ์ิของสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ย เทากับ x
M.D.  

 สัมประสิทธ์ิของการแปรผัน เทากับ x
S.D.  

เสนโคงกับการกระจายขอมูล 
  

 เสงโคงเบขวา : Mo < Me < x   

 

 เสนโคงปกติ : Mo = Me = x    

  

 เสนโคงเบซาย : Mo > Me > x   

  
คามาตรฐาน (z) z = S.D.

x x i -  
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 สมบัติของพื้นที่ใตโคงปกติ 
 1. เปนรูปสมมาตร 
 2. พ้ืนท่ีใตโคงมีคาเทากับ 1.00 หรือ 100% 
 3. ขอมูลทางดานซายของแกนสมมาตร (z = 0) จะเปนลบ ดานขวาจะเปนบวก 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องสถิติ 
 
1. ขอมูลชุดหนึ่งมี 99 จํานวน เรียงลําดับจากนอยไปมากไดเปน x1, x2, ..., x99 ถาคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูล

ชุดน้ีเทากับมัธยฐาน แลวขอใดตอไปนี้ถูก (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) ∑
=

49

1  i
ix  = ∑

=

99

51 i
ix    2) ∑

=

49

1i
i50 ) x (x -  = ∑

=

99

51i
i50 ) x (x -  

  3) ∑
=
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2. โรงเรียนอนุบาลแหงหนึ่ง มีนักเรยีน 80 คน โดยการแจกแจงของอายุนักเรียนเปนดังตาราง 
 

อายุ (ป) 3.5 4 4.5 5 5.5 6
จํานวนนกัเรียน (คน) a 15 10 20 b 5

 
 ถาคาเฉลี่ยของอายุนักเรียนมีคา 4.5 ป แลวสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ยของอายุนักเรียนมีคาเทากับขอใดตอไปนี ้

(PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) 16

5  2) 16
7

 
3) 16

9   4) 16
11  

 
3. ถาตารางแจกแจงความถี่แสดงน้ําหนักของเด็กจํานวน 40 คน เปนดังน้ี 
 

น้ําหนัก (กิโลกรัม) จํานวน 
9-11 15 
12-14 5 
15-17 5 
18-20 10 
21-23 5 

 
 ถา x  แทนคาเฉลี่ยของน้ําหนักเด็กกลุมน้ี แลวขอใดตอไปนี้ถูก (PAT 1 มี.ค. 52)  
 1) x  = 17.444 และมัธยฐานนอยกวาฐานนิยม 2) x  = 14.875 และมัธยฐานนอยกวาฐานนิยม 
 3) x = 17.444 และมัธยฐานมากกวาฐานนิยม 4) x  = 14.875 และมัธยฐานมากกวาฐานนิยม  
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4. ขอมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ถาหยิบขอมูล a, b, c, d มาคํานวณคามาตรฐาน ปรากฏวาไดคาดังตาราง 
 

ขอมูล a b c d 
คามาตรฐาน (z) -3 -0.45 0.45 1 

 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 มี.ค. 52)  
  1) -a + 2b + 2c - 3d = 0  2) -a + b + c - 3d = 0 
 3) a - 2b + 3c + 2d = 0  4) a - b + c - d = 0  
5. ขอมูลความสูงของนักเรียนช้ัน ม.6 โรงเรียนแหงหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ถาจํานวนนักเรียนที่มีความสูงนอย

กวา 140.6 เซนติเมตร มีอยู 3.01% และจํานวนนักเรียนที่มีความสูงมากกวาคามัธยมฐานแตนอยกวา 
159.4 เซนติเมตร มีอยู 46.99% แลวจํานวนนักเรียนที่มีความสูงไมนอยกวา 155 เซนติเมตร แตไมเกิน 160 
เซนติเมตร มเีปอรเซ็นตเทากับขอใดตอไปนี้ เมื่อกําหนดตารางแสดงพ้ืนท่ีใตเสนโคงปกติมาตรฐาน ระหวาง 
0 ถึง z เปนดังน้ี (PAT 1 มี.ค. 52)  

 
z 1.00 1.12 1.88 2.00 

พ้ืนที่ใตเสนโคง 0.3413 0.3686 0.4699 0.4772
 
 1) 12.86% 2) 13.14% 3) 15.87%  4) 13.59%  
6. ถาความยาวรัศมีของวงกลม 10 วงมีคาเฉลี่ยเลขคณติเทากับ 3 และมีความแปรปรวนเทากับ 5 แลวผลรวม

ของพ้ืนท่ีวงกลมท้ัง 10 วงน้ี มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 90π 2) 95π  3) 140π 4) 340π   
7. กําหนดตารางแจกแจงความถ่ีแสดงความสูงของนักเรียนในโรงเรยีนแหงหนึ่ง เปนดังน้ี 
 

ความสูง (เซนติเมตร) จํานวน (คน) 
120-129 10 
130-139 20 
140-149 40 
150-159 50 
160-169 30 

 
 ขอใดตอไปนีถู้ก (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) มัธยฐานของความสูงมีคานอยกวา 149 เซนติเมตร 
 2) ฐานนิยมของความสูงมีคานอยกวา 147 เซนติเมตร 
  3) ควอไทลท่ี 3 ของความสูงมีคามากกวา 150 เซนติเมตร 
 4) เปอรเซ็นไทลท่ี 20 ของความสูงมีคามากกวา 145 เซนติเมตร 
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8. จากการแจกแจงขอมูลเงินเดือนของพนักงานบริษัทแหงหนึ่งพบวา 
 

เดไซลที่ 1 3 5 7 9 
เงินเดือน (บาท) 10,000 15,000 20,000 25,000 40,000 

 
 ถานายเอกและนายยศมีเงินเดือนรวมกันเทากับ 40,000 บาท และมีพนักงานจํานวนท่ีไดเงินเดือนมากกวา

นายยศอยูประมาณ 30% ของพนักงานท้ังหมด แลวเปอรเซ็นตของจํานวนพนักงานท่ีไดเงินเดอืนนอยกวา
นายเอกเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 10%   2) 30% 3) 50% 4) 70%  
9. กําหนดใหขอมูลชุดหนึง่มีการแจกแจงแบบปกติ ถาหยิบขอมูล x และ y จากขอมูลชุดน้ีมาพิจารณา พบวา 

13.14% ของขอมูลมีคามากกวา x และ x มากกวา y อยู 2% ของสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน แลวจํานวน
ขอมูล (คิดเปนเปอรเซ็นต) ท่ีมคีานอยกวา y เทากับขอใดตอไปนี้ เมื่อกําหนดตารางแสดงพ้ืนท่ีใตเสนโคง
ปกติมาตรฐานระหวาง 0 ถึง z เปนดังน้ี (PAT 1 ก.ค. 52) 

 
z 1.00 1.10 1.12 1.14 1.16 

พ้ืนที่ใตเสนโคง 0.3413 0.3643 0.3686 0.3729 0.3770 
 
 1) 36.43% 2) 37.29%   3) 86.43% 4) 87.29%  
10. คะแนนสอบวิชาความถนัดของนักเรียนกลุมหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ถาผลรวมของคามาตรฐานของคะแนน

ของนายแดงและนายดําเทากับ 0 และ ผลรวมของคะแนนนายแดงและนายดําเปน 4 เทาของสวนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน แลวสัมประสิทธ์ิของความแปรผันของคะแนนสอบของนักเรียนกลุมน้ีเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 
ก.ค. 52) 

  1) 0.5 2) 1 3) 1.5 4) 2  
11. กําหนดใหความสูงของคนกลุมหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ ถาจะมีคนสูงกวา 145 เซนติเมตร และ 165 

เซนติเมตรอยู 84.13% และ 15.87% ตามลําดับ แลวสัมประสิทธ์ิของความแปรผันของความสูงของคนกลุม
น้ีเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ต.ค. 52)  

 
z 1.00 1.12 1.14 1.16 

พ้ืนที่ใตเสนโคงปกติมาตรฐานจาก 0 ถึง z 0.3413 0.3686 0.3729 0.3770 
 
 1) 31

1   2) 31
2

  
3) 31

3
 

4) 31
4  

 
12. กําหนดใหขอมูลจุดหนึง่มีการแจกแจงปกติ หยิบขอมูล x1, x2, x3 มาคํานวณคามาตรฐานปรากฏวาไดคา

เปน z1, z2, z3 ตามลําดับ ถา z1 + z2 = z3 แลวคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดน้ีเทากับขอใดตอไปนี ้ 
(PAT 1 ต.ค. 52)  

  1) x1 + x2 - x3 2) x1 - x2 - x3 3) x3 - x2 - x1 4) x1 + x2 + x3  
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13. ขอมูลชุดหนึ่งเรียงจากนอยไปมากเปนดังน้ี 1, 4, x, y, 9, 10 ถามัธยฐานของขอมูลชุดน้ีเทากับคาเฉลี่ยเลขคณิต 
และสวนเบ่ียงเบนเฉลี่ย ของขอมูลชุดน้ีเทากับ 3

8  แลว y - x  มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)  
 
14. ขอมูลชุดหนึ่งมี 5 จํานวนและมีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 12 ถาควอไทลท่ี 1 และ 3 ของขอมลูชุดน้ีมีคา

เทากับ 5 และ 20 ตามลําดับ แลวเดไซลท่ี 5 ของขอมูลชุดน้ีมีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
15. กําหนดตารางแจกแจงความถ่ีแสดงอายุของคนในหมูบานแหงหนึง่ เปนดังน้ี 
 

อายุ (ป) 0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 
จํานวน (คน) 5 10 A 20 10 10 

 
 ถาอายุเฉลี่ยของคนในหมูบานนี้เทากับ 33.33 ป แลว จํานวนคนในหมูบานนี้เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
16. นักเรียนหองหนึ่งสอบวิชาคณิตศาสตรไดคะแนนเฉลี่ยเลขคณิต เทากับ 40 คะแนน ถานักเรียนชายสอบได

คะแนนเฉลี่ยเลขคณิต 35 คะแนน และนักเรียนหญิงสอบไดคะแนนเฉลี่ยเลขคณิต 50 คะแนน อัตราสวน
ของนักเรียนชายตอนักเรียนหญิงตรงกับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 53)  

 1) 3 : 2 2) 2 : 3  3) 2 : 1 4) 1 : 2  
17. คาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบของนักเรียนกลุมหนึง่เทากับ 72 คะแนน ความแปรปรวน (ประชากร) 

เทากับ 600 ถามีนักเรียนมาเพ่ิมอีก 1 คน ซ่ึงสอบได 60 คะแนน ทําใหคาเฉลี่ยเปลี่ยนไปเปน 70 คะแนน 
ความแปรปรวนของขอมูลชุดใหมเทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

18. จากการสํารวจนํ้าหนักของนักเรยีนกลุมหนึ่งจํานวน 4 คน มี 2 คน นํ้าหนักเทากันและหนักนอยกวาอีก 2 
คนท่ีเหลือ ถาฐานนิยม มัธยฐาน และพิสัยของน้ําหนักของนักเรียน 4 คนนี้คือ 45, 46 และ 6 กิโลกรัม 
ตามลําดับ แลวความแปรปรวนของน้ําหนักของนักเรียน 4 คนนี้เทากับเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

19. ในการสอบคัดเลือกเขาศึกษาตอของโรงเรียนแหงหนึ่ง ถาสอบไดคะแนน 700 คะแนน แปลงคะแนนเปนคา
มาตรฐานได 4 แตถาสอบได 400 คะแนน แปลงเปนคามาตรฐานได -2 แลวสัมประสิทธ์ิการแปรผันเทากับ
รอยละเทาใด (PAT 1 มี.ค. 53)   

20. ถาคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียน 30 คน มีคะแนนเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 60 คะแนน และมีสวน
เบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 10 ถาผลรวมของคามาตรฐานของคะแนนของนักเรียนกลุมน้ีเพียง 29 คน 
เทากับ 2.5 แลวนักเรียนอีก 1 คนที่เหลือ สอบไดคะแนนเทากับขอใดตอไปนี ้(PAT 1 ก.ค. 53) 

  1) 35 2) 58 3) 60  4)85  
21. มีนักเรียน 5 คน รวมกันบริจาคเงิน ไดเงินรวม 360 บาท ความแปรปรวน (ประชากร) เทากับ 660 ถามี

นักเรียนเพ่ิมอีก 1 คน มารวมบริจาคเปนเงิน 60 บาท ความแปรปรวน จะเพ่ิมขึ้นหรอืลดลงตรงกับขอใด
ตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 53) 

 1) เพ่ิมขึ้น 80 2) เพ่ิมขึ้น 90 3) ลดลง 80  4) ลดลง 90  
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22. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียนหองหนึ่ง ถานักเรียนคนหนึ่งในหองนี้สอบได 55 คะแนน คิดเปน
คะแนนมาตรฐานไดเทากับ 0.5 และสัมประสิทธ์ิของการแปรผัน (Coefficient of Variation) ของคะแนน
นักเรียนหองนี้ เทากับ 20% คะแนนเฉลี่ยของนักเรียนหองนี้เทากับเทาใด (PAT 1 ก.ค. 53)  

23. สรางตารางแจกแจงความถ่ีของคะแนนสอบของนักเรียนกลุมหนึง่ โดยใหความกวางของแตละอนัตรภาคชั้น
เปน 10 แลวปรากฏวามัธยฐานของคะแนนการสอบเทากับ 57 คะแนนซึ่งอยูในชวง 50-59 ถามีนักเรียนที่
สอบไดคะแนนต่ํากวา 49.5 คะแนน อยูจํานวน 12 คน และมีนักเรียนไดคะแนนต่ํากวา 59.5 คะแนน อยู
จํานวน 20 คน จงหาวานักเรียนกลุมน้ีมีท้ังหมดกี่คน (PAT 1 ก.ค. 53)    

24. นักเรียนกลุมหนึ่ง จํานวน 50 คน มีสวนสูงแสดงดงัตารางตอไปนี้ 
 

สวนสูง (เซนติเมตร) จํานวนนกัเรียน (คน)
156-160 6 
161-165 15 
166-170 21 
171-175 8 

 
 ให a เปนคาเฉลี่ยเลขคณิตของสวนสูง และ b เปนสวนสูง โดยที่มีจํานวนนักเรียน 75% ของนักเรียน

ท้ังหมด ท่ีมีสวนสูงนอยกวา b ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
 1) a = 166.1 และ b = 168.73  2) a = 166.1 และ b = 169.43 
 3) a = 166.7 และ b = 168.73 4) a = 166.7 และ b = 169.43  
25. พิจารณาขอความตอไปนี ้
  ก. ในการสอบของนักเรียน 3 คน พบวาคาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบ เทากับ 80 คะแนน คามัธย

ฐานเทากับ 75 คะแนน และพิสัย เทากับ 25 คะแนน คะแนนสอบของนักเรียนที่ไดคะแนนต่าํสุด
เทากับ 70 คะแนน 

  ข. ขอมูลชุดท่ีหนึ่งมี 5 จํานวน คือ x1, x2, x3, x4, x5 และขอมูลชุดท่ีสองมี 4 จํานวน คือ           
x1, x2, x3, x4 โดยที่คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลท้ังสองชุดเทากัน ถา a และ b เปนสวนเบ่ียงเบน

มาตรฐานของขอมูลชุดท่ีหนึ่งและชุดท่ีสองตามลําดับ แลว a
b  = 2

5   
 ขอใดตอไปนีถู้กตอง (PAT 1 ต.ค. 53)  
  1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
26. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียน 2 หอง ซ่ึงทําคะแนนเฉลี่ยได 60 คะแนน โดยหองแรกมีนักเรียน

จํานวน 40 คน และหองท่ีสองมีนักเรียนจํานวน 30 คน ถาคะแนนสอบในหองแรก เปอรเซ็นไทลท่ี 50 มีคา 
64 คะแนน และฐานนิยมมีคาเปน 66 คะแนน แลวคะแนนเฉลี่ยของนักเรียนหองท่ีสองมีคาเทากับเทาใด 
(PAT 1 ต.ค. 53)   

27. ขอมูลชุดหนึ่งมี 6 จํานวน คือ 2, 3, 6, 11, a, b ถาคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดน้ี เทากับ 8 และคามัธยฐาน 
เทากับ 7 แลว |a - b| เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 53)   
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28. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรคะแนนเต็ม 60 คะแนน มีนักเรียนเขาสอบ 30 คน นาย ก. เปนนักเรียนคนหนึ่ง
ท่ีเขาสอบในครั้งน้ี นาย ก. สอบได 53 คะแนน และมีจํานวนนักเรียนที่มีคะแนนสอบนอยกวา 53 คะแนนอยู 
27 คน ถามีการจัดกลุมคะแนนสอบเปนชวงคะแนนโดยมีอันตรภาคช้ันกวางเทาๆ กัน คะแนนสอบของนาย 
ก. อยูในชวงคะแนน 51-60 จํานวนนักเรียนที่สอบไดคะแนนในชวงคะแนน 51-60 มีท้ังหมดกี่คน       
(PAT 1 มี.ค. 54) 

 1) 3  2) 4 3) 5 4) 9  
29. กําหนดตารางแสดงพ้ืนท่ีใตโคงปกติมาตรฐาน ท่ีอยูระหวาง 0 ถึง z 
 

z 1.14 1.24 1.34 1.44 
พ้ืนที่ 0.373 0.392 0.410 0.425 

 
 ความสูงของนักเรียน 2 กลุม มีการแจกแจงปกติ ดังน้ี 
 

กลุม คาเฉลี่ยเลขคณิต สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
นักเรียนหญิง 158 เซนติเมตร 4 เซนติเมตร 
นักเรียนชาย 169.06 เซนติเมตร 5 เซนติเมคร 

 
 ถานักเรียนหญิงคนหนึ่งมีความสงูตรงกับเปอรเซ็นไทลท่ี 91 ของกลุมนักเรียนหญิงน้ี แลวจํานวนนักเรียน

ชายท่ีมีความสูงนอยกวาความสูงของนักเรียนหญิงคนนี้ คิดเปนรอยละเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 54) 
  1) 12.7 2) 11.4 3) 10.7 4) 9.4  
30. บริษัทผลิตหลอดไฟตองการรับประกันคุณภาพผลิตภัณฑของบริษทั โดยจะเปลี่ยนเปนหลอดใหมถาหลอดเดิม

ชํารุด บริษัทจะรับประกันไมเกิน 4.1% ของจํานวนท่ีผลิต หลอดไฟมีอายุใชงานเฉลี่ย 2500 ช่ัวโมง มี
สัมประสิทธ์ิของความแปรผันเทากับ 0.20 ถาคาดวาตามปกติคนจะใชหลอดไฟวันละ 5 ช่ัวโมง บริษัทนี้ควร
กําหนดเวลาประกันมากท่ีสุดก่ีวนั 
 กําหนดตารางแสดงพ้ืนท่ีใตโคงปกติมาตรฐาน ท่ีอยูระหวาง 0 ถึง z 

 
z 1.34 1.44 1.54 1.74 1.84 

พ้ืนที่ 0.410 0.425 0.438 0.459 0.467 
 
 (PAT 1 มี.ค. 54) 
 1) 362 วัน 2) 352 วัน 3) 346 วัน  4) 326 วัน 
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ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางขอมูล 
 
ให x เปนตัวแปรตน(คาที่โจทยกําหนด) และ y เปนตัวแปรตาม(คาที่ตองการทํานาย) 
 1. สมการเสนตรง 
 จาก y = ax + b 
 จะได ∑ y = a ∑ x + bn ...(1) 
 และ ∑ xy = a ∑ x2 + b ∑ x ...(2) 
 2. สมการพาราโบลา 
 จาก y = ax2 + bx + c 
 จะได ∑ y = a ∑ x2 + b ∑ x + cn ...(1) 
  ∑ xy = a ∑ x3 + b ∑ x2 + c ∑ x ...(2) 
 และ ∑ x2y = a ∑ x4 + b ∑ x3 + c ∑ x2 ...(3)  
อนุกรมเวลา 
 มีตัวแปรตน (x) เปนเวลา เชน เดือน ป โดยใหเราสมมติตัวเลขขึน้มาแทนเวลาดังกลาว 
 หลักการสมมติคา x ใหดูจากจํานวนคาของ x ดังน้ี 
 - จํานวนคี่ สมมติ x เปน ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... 
 - จํานวนคู สมมติ x เปน ..., -5, -3, -1, 1, 3, 5, ... 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางขอมูล 
 
1. ในการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร (X) และวิชาฟสิกส (Y) ของนักเรียน 

100 คนของโรงเรียนแหงหนึง่ ไดพจนตางๆ ท่ีใชในการคํานวณคาคงตัวจากสมการปกติของความสัมพันธเชิง
ฟงกชันท่ีมีรูปสมการเปน Y = a + bX ดังน้ี 

∑
=

100

1 i
ix  = ∑

=

100

1  i
iy  = 1000, ∑

=

100

1i
ii yx  = 2000, ∑

=

100

1i
2
ix  = 4000 

 ถาคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนายสมชายเทากับ 15 คะแนน แลวคะแนนสอบวิชาฟสิกส 
(โดยประมาณ) ของนายสมชายเทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52) 

 1) 16 คะแนน   2) 16.67 คะแนน  3) 17 คะแนน 4) 17.67 คะแนน.  
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2. ในการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางปริมาณสารปนเปอนชนิดท่ี 1 (X) และ ปริมาณสารปนเปอนชนิด
ท่ี 2 (Y) จากตัวอยางอาหารจํานวน 100 ตัวอยาง พบวา ความแปรปรวนของปริมาณสารชนดิท่ี 1 มีคา

เทากับ 1.75, คาเฉลี่ยเลขคณิตของปริมาณสารชนิดท่ี 2 มีคาเทากับ 0.5, ∑
=

100

1i
ii yx  = 100 และ ∑

=

100

1  i
2
ix  

ถาสมการปกติของความสัมพันธเชิงฟงกชันดังกลาวอยูในรูป Y = a + bX แลว เมื่อพบสารปนเปอนชนิดท่ี 
1 อยู 4 หนวย จะพบสารปนเปอนชนิดท่ี 2 (โดยประมาณ) เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 

 1) 0.5 หนวย 2) 1 หนวย 3) 1.5 หนวย  4) 2 หนวย  
3. กําหนดใหขอมูล x และ y มีความสัมพันธกันดังตารางตอไปนี ้
 

X 1 2 3 3
Y 1 3 4 6

 
 ถาสมการปกติของความสัมพันธเชิงฟงกชันดังกลาวอยูในรูป Y = a + bX แลวเมื่อ X = 10 คาของ Y 

เทากับเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   
4. ขอมูลความสูง (เซนติเมตร) และน้ําหนัก (กิโลกรัม) ของนักเรียนหญิง 4 คน ดังน้ี 
 

นักเรียนหญิง คนที่ 1 คนที่ 2 คนที่ 3 คนที่ 4 
ความสูง (เซนติเมตร) 150 152 154 156 
นํ้าหนัก (กิโลกรัม) 45 45 48 50 

 
 ถาสวนสูงและน้ําหนักของนักเรียนมีความสัมพันธเชิงฟงกชันเปนเสนตรง y = a + 0.9x เมื่อ x เปนสวนสูง  

และ y เปนน้ําหนัก และ นักเรียนที่มีสวนสูง 155 เซนติเมตร จะมีนํ้าหนักก่ีกิโลกรัม (PAT 1 มี.ค. 54) 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

คณิตศาสตร (92) ______________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

กําหนดการเชิงเสน 
 
ข้ันตอนการทําโจทย 
 1. ใหสิ่งของในโจทยเปนตัวแปร x และตัวแปร y 
 2. สรางสมการจุดประสงค(สิง่ท่ีโจทยตองการรู) 
 3. สรางอสมการขอจํากัดจากเง่ือนไข(สวนใหญเปนสมการเสนตรง)ของโจทย 
 4. วาดกราฟของอสมการเงือ่นไข การวาดกราฟเสนตรงใหหาจุดตัดแกน X แกน Y  
  แลวลากเสนตรงเช่ือม 
 5. เลือกพ้ืนท่ีแรเงาโดยการสุมเลือกจุดใดก็ไดแทนคาในอสมการเงื่อนไข  
  ถาแทนแลวอสมการเปนจริงใหแรเงาฝงท่ีจุดน้ันอยู  
  ถาแทนแลวอสมการเปนเท็จใหแรเงาอีกฝงหนึ่ง 
 6. หาจุดตัดของอสมการเงื่อนไขโดยการแกสมการสองตวัแปร 
 7. นําจุดตัดดังกลาวมาแทนในสมการจุดประสงคและสรุปคําตอบตามท่ีโจทยตองการ 
 

ตัวอยางขอสอบเรื่องกําหนดการเชิงเสน 
 
1. ถา C เปนปริมาณท่ีมีคาขึ้นกับคาของตัวแปร x และ y ดวยความสัมพันธ C = 3x + 5y เมื่อ x, y เปนไป

ตามเงื่อนไข 3x + 4y ≥ 5, x + 3y ≥ 3, x ≥ 0 และ y ≥ 0 แลวคาต่ําสุดของ C ตามเงื่อนไขขางตน มีคา
เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 มี.ค. 52)  

 1) 5
21  2) 5

29
 

3) 4
25  4) 4

27  
 
2. ถา P = 5x + 4y เมื่อ x, y เปนไปตามเงื่อนไข x + 2y ≤ 40, 3x + 2y ≤ 60, x ≥ 0 และ y ≥ 0 แลว

คาสูงสุดของ P เทากับขอใดตอไปนี้ (PAT 1 ก.ค. 52) 
 1) 90 2) 100  3) 110 4) 115  
3. กําหนดให a และ b เปนจํานวนจริงบวกซ่ึง a < b ถาคามากสุดและคานอยสุดของ P = 2x + y เมื่อ x, y 

เปนไปตามเงื่อนไข a ≤ x + 2y ≤ b, x ≥ 0 และ y ≥ 0 มีคาเทากับ 100 และ 10 ตามลําดับ แลว a + b 
มีคาเทาใด (PAT 1 ต.ค. 52)   

4. จงหาผลคูณของคาสูงสุดและคาตํ่าสุดของฟงกชัน f(x, y) = x + y + 2 ภายใตเงื่อนไขขอจํากัดตอไปนี ้ 
   ก. x + 2y ≥ 8   ข. 5x + 2y ≥ 20 
  ค. x + 4y ≤ 22    ง. x ≥ 1 
   จ. 1 ≤ y ≤ 8 
 (PAT 1 มี.ค. 54)  
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เฉลย 
 
เซต 
1. 2)   2. 1)   3. 2)   4. 4)   5. 3)  
6. 4)   7. 18   8. 4)   9. 26   10. 4) 
11. 97   12. 415          
 
จํานวนจรงิ 
1. 2)   2. 4)     3. 4)     4. 1)   5. 1)    
6. 3)   7. 1)   8. 2)   9. 1)   10. 1) 
11. 5   12. 4)   13. 3)   14. 2   15. 4)  
16. 13   17. 4)    
 
ตรรกศาสตรเบ้ืองตน 
1. 2)   2. 1)     3. 2)     4. 4)     5. 4)    
6. 1)     7. 4)     8. 3)     9. 2)     10. 3)   
11. 3)   12. 2)   13. 3)   14. 2)       
 
ทฤษฎีจํานวนเบ้ืองตน 
1. 4)    2. 3)     3. 30     4. 25     5. 1)    
6. 3)     7. 234     8. 11     
          
ฟงกชัน 
1. 1)   2. 2)     3. 1)     4. 2)     5. 1)    
6. 1)     7. 1)     8. 4)     9. 7.5     10. 6   
11. 2)   12. 4)   13. 7   14. 3)   15. 1  
16. 2)   17. 50   18. 262   19. 3)   20. 4) 
21. 8    22. 911         
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เรขาคณิตวิเคราะห 
1. 3)   2. 3)     3. 1)     4. 1)     5. 4)    
6. 1)     7. 1)     8. 4)     9. 2)     10. 1)   
11. 5.5   12. 8   13. 3)   14. 4)   15. 1)  
16. 1)   17. 2)   18. 4)   19. 2)   20. 4 
21. 4)     22. 1)     23. 4        
   
เมตริกซ 
1. 4)   2. 3)     3. 1)     4. 4)     5. 1)    
6. 4)     7. 3)     8. 4)     9. 0.2     10. 32   
11. 6   12. 3)   13. 4   14. 4   15. 1)  
16. 396   17. 3)   18. 3    
 
ฟงกชันเอกซโพเนนเชยีลและลอการิทมึ 
1. 2)   2. 3)   3. 3)   4. 3)   5. 2)    
6. 1)     7. 2)     8. 6     9. 4     10. 1)   
11. 2)   12. 2)   13. 3)   14. 1)   15. 2)  
16. 2)   17. 4)   18. 3)   19. 1)   20. 4 
21. 5    22. 1     23. 4)     24. 2)   25. 4    
26. 18       
 
ฟงกชันตรีโกณมิต ิ
1. 3)   2. 4)   3. 2)   4. 3)   5. 3)    
6. 1)     7. 1)     8. 2     9. 0     10. 3)   
11. 1)   12. 0.5   13. 0.5   14. 4)   15. 1)  
16. 3)   17. 3)   18. 1)   19. 1   20. 178 
21. 1   22. 1)     23. 2)     24. 22     25. 0.2    
26. 20       
 
เวกเตอรในสามมิต ิ
1. 1)   2. 1)     3. 4)     4. 2)     5. 1)    
6. 9     7. 2)     8. 3     9. 2)     10. 2   
11. 2)   12. 3)   13. 2)   14. 3       
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จํานวนเชิงซอน 
1. 4)     2. 3)     3. 2)     4. 1)     5. 1)    
6. 4     7. 2)     8. 5     9. 4)     10. 8   
11. 4)   12. 198   13. 1)   14. 2)   15. 2   
 
ลําดับและอนุกรม 
1. 2)   2. 2)     3. 3)     4. 2)     5. 4)    
6. 3)     7. 3)     8. 4)     9. 2.38    10. 4   
11. 4)   12. 1   13. 1   14. 2)   15. 2)  
16. 2   17. 200   18. 2   19. 7   20. 25 
21. 1)     22. 2)     23. 0     24. 20     25. 2    
26. 9     27. 2     28. 49     29. 1)     30. 3)   
31. 2.5   32. 6   33. 30        
 
แคลคูลัสเบ้ืองตน 
1. 2)   2. 3)   3. 2)     4. 3)     5. 4)    
6. 4)     7. 0.3     8. 12     9. 8     10. 2)   
11. 53   12. 6   13. 7   14. 1)   15. 4)  
16. 18   17. 10   18. 200   19. 4)   20. 1) 
21. 120     22. 1)     23. 4)     24. 4)     25. 1    
26. 8     27. 8      
 
ความนาจะเปน 
1. 3)   2. 1)     3. 1)     4. 1)     5. 3)    
6. 2)     7. 3)     8. 2)     9. 1)     10. 4)   
11. 2)   12. -   13. 3)   14. 56   15. 21 
16. 1)   17. 2)   18. 44   19. 192   20. 3) 
21. 352     22. 9     23. 4)     24. 102    25. 22    
26. 4)     27. 1)     28. 120     29. 4    
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สถิต ิ
1. 3)   2. 4)     3. 4)     4. 1)     5. 4)   
6. 3)     7. 3)     8. 2)     9. 3)     10. 1)  
11. 2)   12. 1)   13. 2   14. 10   15. 57 
16. 3)   17. 520   18. 6   19. 10   20. 1) 
21. 4)     22. 50     23. 36     24. 2)     25. 1)  
26. 56     27. 10     28. 2)     29. 1)     30. 4)  
 
ความสัมพันธเชงิฟงกชันระหวางขอมูล 
1. 2)   2. 4)     3. 19   4. 48.8     
 
กําหนดการเชิงเสน 
1. 2)   2. 3)     3. 70   4. 157.5       
 
 

 


