


 

คณิตศาสตร (2) ________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

 

 
กําลังใจจากคนที่ไมเกงเลข จนสอบเลขได O-NET, A-NET 100 คะแนนเต็ม 

 
 การที่คนเราจะประสบความสําเร็จไดนั้นไมจําเปนตองเกงมาตั้งแตตน เนื่องจากเราทุกคน
สามารถสรางความเกงข้ึนมาได หากเรามีความมุงมั่น อดทนและมีวินัยอยางสม่ําเสมอ ซ่ึงก็เหมือนกับ
การเรียนหนังสือ ที่ทุกคนก็สามารถเปนที่หนึ่งได  ถามีความพากเพียรอุตสาหะ แตถาเราพยามยามแลว 
และผลยังไมเปนอยางที่เราตองการ จงอยายอทอ สูตอไป สักวันความเพียรที่เราสั่งสมไวจะกอใหเกิด
ตนไมแหงความสําเร็จที่สวยงาม 
 พี่เชื่อวาพวกเราทุกคนคงผานอุปสรรคอันนี้ไปไดอยางแนนอน พี่เปนกําลังใจใหเสมอ 
 
  ครูพี่โอม 
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เซต 
 

1. สับเซต และพาวเวอรเซต 
สับเซต เพาเวอรเซต 

นิยาม  
เซต A  เปนสับเซตของเซต B   ก็ตอเมื่อ 
สมาชิกทุกตัวของเซต A เปนสมาชิกของเซต B    
เขียนแทนดวย BA⊂  

นิยาม   
เพาเวอรเซตของเซต A  คือเซตใหมท่ีมีสมาชิก 
เปนสับเซตของ A  ท้ังหมด 
เขียนแทนดวย )(AP  

อธิบายงายๆ 
สับเซตคือ นําสมาชิกใสปกกา 

อธิบายงายๆ 
เพาเวอรเซตคือ นําสับเซตทั้งหมดใสปกกา.. 

 

            คุณสมบัติของสับเซตและเพาเวอรเซต 
สับเซต ⊂ เพาเวอรเซต )(AP  

A∅ ⊂  ( )P A∅∈  
A A⊂  ( )A P A∈  

จํานวนสับเซตท้ังหมด คือ ( )2n A  ( )( ) ( )2n An P A =  
 
2. การดําเนินงานของเซตพื้นฐาน 
 1. BA∪  เอาทั้งหมด 2. BA∩  เอาตัวที่ซ้ํากัน 
 3. BA−  หักสวนที่ซ้ํากัน 4. A′  หัก A  แตตองอยูในU  
 
 
 
 
 
 
 



 

คณิตศาสตร (4) ________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

3. กฎและคุณสมบัติของเซต  
ชื่อสมบัติ สมบัติ 

1. สมบัติสลับท่ี   ABBA ∪=∪  
ABBA ∩=∩  

2. สมบัติการเปลี่ยนกลุม   ( ) ( )CBACBA ∪∪=∪∪  
( ) ( )CBACBA ∩∩=∩∩  

3. สมบัติแจกแจง  ( ) ( ) ( )CABACBA ∩∪∩=∪∩  
( ) ( ) ( )CABACBA ∪∩∪=∩∪  

( ) ( ) ( )C A B C A C B− ∩ = − ∪ −   
( ) ( ) ( )C A B C A C B− ∪ = − ∩ −  

4. กฎเอกลักษณ  A A∪∅ =               A∩∅ = ∅  
 A U U∪ =              A U A∩ =  

5. กฎการซ้ํา AAA =∪  
AAA =∩  

6. กฎการเดอรมอแกน  ( ) BABA ′∩′=′∪                    
( ) BABA ′∪′=′∩  

7. กฎของคอมพลีเมนต   A A U′∪ = ,  A ∩ A′ = ∅, ' U∅ = , U = ∅ ,  

( ) AA =′′  =− BA, ( ) ' ' 'A A B A B B A− ∩ = ∩ = − , 
( )'A B− = 'A B∪  
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4. การหาจํานวนสมาชิกของเซตจํากัด  
วิธี ควรใชเมื่อ 

1. วิธีการใชสูตรหาจํานวนสมาชิก โจทยไมซับซอน 
2. วิธีใชแผนภาพเวนน-ออยเลอร โจทยซับซอน 

 
 1.  การใชสูตรหาจํานวนสมาชิก      
       

 สูตรกลุมท่ี 1 
 

 1. )()()()( BAnBnAnBAn ∩−+=∪  
 2. )()()()()()()()( CBAnCBnCAnBAnCnBnAnCBAn ∩∩+∩−∩−∩−++=∪∪  

 
 สูตรกลุมท่ี 2  
 1. )()()( BAnAnBAn ∩−=−               
 2. )()()( BAnBnABn ∩−=−  

 
 สูตรกลุมท่ี 3 
 

 1. n( A ) n(U ) n( A )′ = −                              
 2. n( A ) n(U ) n( A )′= −  
 
 

 2.  วิธีใชแผนภาพเวนน – ออยเลอรหาจํานวนสมาชิก 

 
 

  หลัก  1. เขียนแผนภาพและเซตที่เกี่ยวของ (ถามีเงื่อนไขจะตองเขียนใหตรงกับเงื่อนไขกอน) 
    2. เติมจํานวนสมาชิกลงในแตละสวนของภาพ ถาเติมไมไดตองสมมุติตัวแปร )(x  
    3. สรางสมการและแกสมการเพื่อหาคาตัวแปร 
    4. นําคาตัวแปรที่ไดไปตอบคําถาม ซึ่งคําถามอาจจะไมใชแคคาตัวแปร )(x  
 แนะนํา  ควรเติมในสวนที่อินเตอรเซกกันมากสุดกอนหรือไมก็เปนสวนที่โจทยถามหา 



 

คณิตศาสตร (6) ________________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง เซต 
 
Problem.1 กําหนดให  {A x x=   เปนจํานวนคูบวก   และ  }100x ≤  
 และ  {B x x A= ∈   และ  3  หาร x  ลงตัว }  
 จํานวนสมาชิกของเซต ( )P B  เทากับขอใดตอไปนี้   
 *1. 162  2. 172  3. 182  4. 192  
 

Problem.2 กําหนดให { }{ }, 1 , 1A = ∅   ขอใดตอไปนี้ 
 1. A∅ ⊂    *2. { } A∅ ⊄   
 3. { }{ }1 , 1 A⊂   4. { } { }{ }{ }1 , 1 , 1 A⊄   
Problem.3  กําหนดให  { } { }{ }1,2, 1,2 , 1,2,3A =    ขอใดตอไปนี้ผิด  
 1. { }1,2 A∈  2. { }1,2,3 A∈  3.  { }1,2 A⊂  *4. { }1,2,3 A⊂  

 
Problem.4 กําหนดให I แทนเซตของจํานวนเต็ม และ ( )P S  แทนพาวเวอรเซตของ S   
 ให { }2 1 8A x I x= ∈ − <   และ 
  { }23 2 0B x I x x= ∈ + − ≥  
 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง   
 1. จํานวนสมาชิกของ ( )P A B−  เทากับ 4  
 2.  จํานวนสมาชิกของ ( )( )P I A B− ∪  เทากับ 2  
 3. ( ) ( ) ( )P A B P A P A B− = − ∩  
 *4. ( ) ( ) { }{ }0P A B P A B− − ∩ =   
Problem.5 กําหนดให  { }{ }0,1,2 0,1,2A =  และ ( )P A แทนเซตกําลังของ A   พิจารณา

ขอความตอไปนี้ 
  ก. ( ) { }0,1,2A P A∩ =  ข. ( )( ) ( )( )n A P A n P A A− < −  
 ขอใดตอไปนี้ถูก   
 1. ก  ถูก  และ  ข  ถูก  2. ก  ถูก  และ  ข  ผิด 
 *3.  ก  ผิด  และ  ข  ถูก  4. ก  ผิด  และ  ข  ผิด 
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Problem.6 ให  { }{ }1 , 1A =  และ  ( )P A  เปนพาวเวอรเซตของ A  ขอใดตอไปนี้ผิด   
 1. จํานวนสมาชิกของ  ( )P A A−  เทากับ  3  
 2. จํานวนสมาชิกของ  ( )( )P P A   เทากับ  16  
 3. { }{ } ( )1 P A A∈ −  
 *4. { } ( ), A P A∅ ∈   
Problem.7 ให  { } { }{ }{ }A , , ,= ∅ ∅ ∅ ∅  และ  ( )P A  เปนพาวเวอรเซตของ A   ขอใดตอไปนี้

ถูกตอง 
 1. จํานวนสมาชิกของ ( )P A  เทากับ 16   
 2. จํานวนสมาชิกของ ( ) { }{ }P A ,− ∅ ∅  เทากับ 7  
 3. { }{ }{ } ( ) { }{ }, , P A ,∅ ∅ ∅ ⊂ − ∅ ∅   
 *4. { } { }{ }{ } ( ), , P A∅ ∅ ∅ ⊂  
Problem.8 ในการสํารวจความเห็นของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาตอนปลายจํานวน 880  คน เพื่อ

สอบถามขอมูลเกี่ยวกับการศึกษาตอปรากฏผลดังนี้ 
  มีผูตองการศึกษาตอ   725    คน 
  มีผูตองการทํางาน   160    คน 
  มีผูตองการศึกษาตอหรือทํางาน   813   คน 
 ผูที่ตองการศึกษาตอและทํางานดวยมีจํานวนเทากับขอใดตอไปนี้   
 1. 67  คน *2. 72  คน 3. 85  คน 4. 90  คน 
 
Problem.9 กําหนดให A,B  และ C  เปนเซตจํากัด โดยที่ ( )( ) 2

4n P A log ,=  
 ( )( ) ( ) 5 256

5
log

n P B = และ  ( )( ) 92 323 logn P A B∪ =  
 เมื่อ ( )P S  แทนพาวเวอรเซตของ S  
 จงหาคาของ ( ) ( )( )n P A P B∪   ( ตอบ  18  )  
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Problem.10  กําหนดเซตและจํานวนสมาชิกของเซตตามตารางดังนี้ 
 

เซต A B C A ∪ B B ∪ C A ∪ C (A ∩ B) ∪ C 
จํานวนสมาชิก 15 17 22 23 29 32 28 

 
 จํานวนสมาชิกในเซตของ  A B C∪ ∪  เทากับเทาใด  ( ตอบ  33  ) 

 
Problem.11  กําหนดให  ,A B   และ  C  เปนเซตใดๆ 
 ถา  ( ) ( ) ( ) ( )( )' '91 , 11 , 15,n A B C n A B C n B A B C∪ ∪ = ∩ ∩ = − ∩ − =  
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )20 , 47, 59n A B C n A B A C B C n C∩ ∩ = ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ = =  
 แลว  n(A′ ∩ B′ ∩ C) เทากับเทาใด   ( ตอบ  18  ) 
 
Problem.12 ในการสอบวิชาภาษาไทย วิชาภาษาอังกฤษ และวิชาคณิตศาสตรของโรงเรียนแหงหนึ่ง 

มีนักเรียนสอบเขาทั้งหมด 66 คน ปรากฏวามีนักเรียนสอบตกทั้งสามวิชา จํานวน 13 คน 
นักเรียนที่สอบไดทั้งสามวิชามีจํานวน 17 คน นักเรียนที่สอบไดวิชาภาษาไทย และวิชา
ภาษาอังกฤษ แตสอบตกวิชาคณิตศาสตรมีจํานวน 10 คน นักเรียนที่สอบไดวิชา
ภาษาไทยและวิชาคณิตศาสตรแตสอบตกวิชาภาษาอังกฤษมีจํานวน 11 คน นักเรียนที่
สอบไดเพียงวิชาเดียวมีจํานวน 6 คน จํานวนนักเรียนที่สอบไดวิชาภาษาอังกฤษ และ
วิชาคณิตศาสตรเทากับเทาใด ( ตอบ  26  ) 

 
Problem.13 โรงเรียนแหงหนึ่งมีจํานวนนักเรียน 750  คน พบวามีนักเรียนจํานวน 30  คน ไมเลน

กีฬาเลย นอกน้ันเลนกีฬาอยางนอยหน่ึงประเภทคือ ปงปอง แบดมินตัน เทนนิส จาก
การสํารวจเฉพาะกลุมนักเรียนที่เลนกีฬา พบวามีนักเรียนจํานวน 630  คน เลนกีฬา
เพียงประเภทเดียวเทานั้น มีนักเรียน 30  คน เลนเทนนิสและปงปอง มีนักเรียน 50  คน  
เลนปงปองและแบดมินตัน มีนักเรียน 40  คน เลนเทนนิสและแบดมินตัน มีนักเรียน
ไมเลนเทนนิสจํานวน 250  คน จงหาวามีนักเรียนกี่คนที่เลนเทนนิสเพียงอยางเดียว     
( ตอบ  415  ) 

 
Problem.14 กําหนดให A,B  และ C  เปนเซตใดๆ 
 ถา ( ) ( ) ( ) 301n A n B n C+ + =   และ  ( ) 102n A B C∪ ∪ =  
 แลว ( )n A B C∩ ∩  มีคาอยางนอยเทากับเทาใด   ( ตอบ  97  ) 
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LOGIC 
 
1. การหาตารางคาความจริง  

p  q  p q∧  p q∨  qp→  qp↔  
T T T T T T 
T F F T F F 
F T F T T F 
F F F F T T  

 ขอควรจํา     
 1. T T T∧ ≡     ที่เหลือ  F  2. F F F∨ ≡  ที่เหลือ  T   
 3. T F F→ ≡  ที่เหลือ  T  4. ก็ตอเมื่อ เหมือนกัน T  ไมเหมือนกัน F  
 
2. รูปแบบของประพจนท่ีสมมูลกัน 
 ประพจนที่สมมูลกัน    คือ    ขอความที่มีคาความจริงในตารางคาความจริงเหมือนกันทุกประการ     
     จะใชสัญลักษณ ≡  แทนขอความที่สมมูลกัน 
 กฎสมมูลท่ีในตรรกศาสตรสําคัญ   
กฎสมมูลหลัก ( จํานะแค3 ขอเองก็ทําโจทยไดหมด ) กฎสมมูลรอง 
1. p → q ≡ ∼p ∨ q ≡ ∼q → ∼p 
2. p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p) 
3. ∼(p ↔ q) ≡ ∼p → q ≡ p → ∼q 

1. p → (q ∨ r) ≡ (p → q) ∨ (p → r) 
 p → (q ∧ r) ≡ (p → q) ∧ (p → r) 
2. (p ∨ q) → r ≡ (p → r) ∧ (q → r) 
 (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r) 

 

3. สัจนิรันดร คือ รูปแบบของประพจนที่มีคาความจริงเปนจริงทุกกรณี เรียกวา สัจนิรันดร 
 การตรวจสอบสัจนิรันดรทําได 4 วิธี  คือ 
     1.ใชตาราง 2.ใชกฎสมมูล 3.ใชวิธีขัดแยง 4.ใชกฎใหญจริงของ P’ Ohm 
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4. การอางเหตุผล (Logical Implication) 
 การอางเหตุผลจะประกอบดวย 2 สวน คือ 
 (1)  สิ่งที่กําหนดให หรือ เหตุ  : p p pn1 2, ,...,  
 (2)  ขอสรุป หรือ ผล :  c  
 การอางเหตุผลอาจจะสมเหตุสมผลหรือไมสมเหตุสมผลก็ไดซึ่งสามารถตรวจสอบไดโดยใช
ตัวเชื่อม ∧  เชื่อมเหตุทั้งหมดเขาดวยกันและใชตัวเชื่อม →   เชื่อมสวนที่เปนเหตุกับผลดังนี้ 

cppp n →∧∧∧ )...( 21  
 ถารูปแบบ  cppp n →∧∧∧ )...( 21  เปนสัจจนิรันดรการอางเหตุผลจะสมเหตุสมผล 
 Note   การอางเหตุผล เหมือนการตรวจสอบสัจนิรันดร ที่มีตัวเชื่อมหลัก คือ ↔   
5. ตัวบงปริมาณ 
 การหาคาความจริงของประโยคที่มีตัวบงปริมาณ 1 ตัว 
 1. เทคนิคการหาคาความจริงของ x∀  
  ใหยกตัวอยาง x  1 ตัวใน U  ที่ทําให ( )P x  เปน F  ใหได ถาสามารถยกตัวอยางได 
  ( )x P x F∀ ≡    ทันที ( แนนอนวาถายกตัวอยางไมได ( )x P x T∀ ≡    ) 
 2. เทคนิคการหาคาความจริงของ x∃  
  ใหยกตัวอยาง x  1 ตัวใน U  ที่ทําให ( )P x  เปน T  ใหได ถาสามารถยกตัวอยางได  
  ( )x P x T∃ ≡    ทันที ( แนนอนวาถายกตัวอยางไมได ( )x P x F∃ ≡    )  
 การหาคาความจริงของประโยคท่ีมีตัวบงปริมาณสองตัว 
 1. ( )x y P x, y T∀ ∀ ≡    ↔  ใช x  ไดหมด โดยแตละตัวของ x  ตองใช y  ไดหมดดวย 
  ( )x y P x, y F∀ ∀ ≡    ↔  มี x  และ y  อยางนอย 1 คูที่ทําให ( )P x, y  เปนเท็จ 
 2. ( )x y P x, y T∀ ∃ ≡    ↔  ใช x  ไดหมดโดยแตละตัวของ x  ตองใช y  ไดอยางนอย 1 ตัว 
  ( )x y P x, y F∀ ∃ ≡    ↔  มี x  อยางนอย 1 ตัวที่ไมสามารถใช y  ไดเลย 
 3. ( )x y P x, y T∃ ∀ ≡    ↔  มี x  อยางนอย 1 ตัวที่สามารถใช y  ไดหมด 
  ( )x y P x, y T∃ ∀ ≡    ↔  ไมมี x  ที่สามารถให y  ไดหมด 
 4. ( )x y P x, y T∃ ∃ ≡    ↔  มี x  และ y  อยางนอย 1 คูที่ทําให ( )P x, y  เปนจริง 
  ( )x y P x, y F∃ ∃ ≡    ↔  x  ทุกตัว และ y  ทุกตัว ที่ทําให ( )P x, y  เปนเท็จเสมอ 
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง ตรรกศาสตร 
 
Problem.1 กําหนดให p.q,r  และ s  เปนประพจนที่  
 ประพจน ( ) ( )p q r s∨ → ∨  มีคาความจริงเปนเท็จ  และ  
 ประพจน p r↔  มีคาความจริงเปนจริง 
 ประพจนใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนจริง   
 1. (q → p) ∧ (q → r)  *2. q → [p ∨ (q ∧ ∼r)] 
 3. (p → s) ↔ (r ↔ q)  4. (r ↔ s) ∧ [q → (p ∧ r)] 
 Problem.2 กําหนดให p,q  และ r  เปนประพจนที่ p → (q → r), r ∨ ∼p และ p  
 มีคาความจริงเปนจริง ประพจนในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ  
 1. [p → (q → ∼r)] ↔ ∼(q ∧ r) 2. [p → (r → q)] ↔ [(r → p) → q] 
 *3. [p → ∼(r ∧ q)] ↔ [r → (p ∧ q)] 4. [p ∨ (q → r)] ↔ [r → (p → q)] 
 Problem.3 กําหนดให  p  , q  , r   เปนประพจนพิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. ถา q r∧  มีคาความจริงเปนจริง  แลว  p   และ ( )p q r p∨ ∧ →    มีคา

ความจริงเหมือนกัน 
  ข. ถา p  มีคาความจริงเปนเท็จ  แลว r  และ ( )p q r→ ∧  มีคาความจริง

เหมือนกัน 
 ขอใดตอไปนี้ถูก 
 *1. ก  ถูก  และ  ข  ถูก  2. ก  ถูก  และ  ข  ผิด 
 3.  ก  ผิด  และ  ข  ถูก  4. ก  ผิด  และ  ข  ผิด 
 Problem.4  กําหนดให , ,p q r  เปนประพจน จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. ประพจน ( )( )p p q r→ → ∨   สมมูลกับประพจน ( )p q r→ ∨  
  ข. ประพจน ( )p q r∧ →  สมมูลกับประพจน  ( ) ( )~ ~q p p r→ ∨ →  
 ขอใดตอไปนี้ถูก    
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก  *2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก  4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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Problem.5 กําหนดให A,B  และ C  เปนประพจนใดๆ 
 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง  
 1. ถา A B↔  มีคาความจริงเปนจริงแลว (B ∧ C) → (∼A → C) มีคาความจริง

เปนเท็จ 
 2. ประพจน ( ) ( )A A B B C→ ∧ ∨ ∨    เปนสัจนิรันดร 
 *3. ประพจน ( ) ( ) ( )A B C A B A C∧ → → → → →        เปนสัจนิรันดร 
 4. ประพจน ( ) ( )A C B C→ ∧ →  สมมูลกับประพจน ( )A B C∧ →  
 
Problem.6 กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ ชวงเปด   

4 2
,π π 

 
   

 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. คาความจริงของ  ( ) ( )sin x cos xx cos x sin x ∀ <   เปนจริง 
  ข. คาความจริงของ  ( ) ( )cos x cos xx cos x sin x ∃ <   เปนเท็จ 
 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง   
 1. ก  ถูก  และ  ข  ถูก  *2. ก  ถูก  และ  ข  ผิด 
 3. ก  ผิด  และ  ข  ถูก  4. ก  ผิด  และ  ข  ผิด 
 Problem.7 กําหนดให    { }10U n I n+= ∈ ≤  
 ประโยคในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ  
 1.  ( ) ( )2 2x y x y x y ∀ ∀ = → =   2. ( ) ( )21x y x x y ∀ ∃ ≠ → >   
 3.   [ ]x y xy x y∃ ∀ ≤ +   *4. ( )2 2 9x y x y y xy ∃ ∃ − ≥ +   
 Problem.8 กําหนดใหเอกภพสัมพัทธ  คือ  เซต  { }2, 1,1,2− −  ประโยคในขอใดตอไปนี้มีคาความ

จริงเปนเท็จ   
 1. 0 1x y x x y∃ ∃  ≤ ∧ = +    2. ( ) 0x y x y x y∃ ∀ ≤ ∧ − + ≥    
 3. [ ]0 0x y x y x y∀ ∃ + = ∨ − =  *4. x y x y x y∀ ∀  < ∨ >    
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Problem.9 กําหนดใหเอกภพสัมพัทธ คือ { } { } { }{ }1 , 2 , 1 , 3 , 2 , 3U =    ขอใด
ตอไปนี้ถูก  

 *1. [ ]x y x y∀ ∀ ∩ ≠ ∅  2. [ ]x y x y U∀ ∀ ∪ ≠  
 3. [ ]x y y x y x∀ ∃ ≠ ∧ ⊂  4. [ ]x y y x y x∃ ∀ ≠ ∧ ⊂  
 Problem.10 กําหนดเอกภพสัมพัทธ คือ เซตของจํานวนจริง และ  
  ( )P x  แทน  ( )21 1x x+ = +  
  ( )Q x  แทน  1 2x + >  
 ขอใดตอไปนี้มีคาความจริงตรงขามกับประพจน ( ) ( )x P x x Q x∃ →∀         
 1. ∃x[∼P(x)] → ∀x[∼Q(x)] *2. ∃x[P(x)] → ∃x[Q(x)] 
 3. ∃x[P(x) ∧ Q(x)] → ∀x[P(x)] 4. ∃x[P(x) ∨ Q(x)] → ∀x[Q(x)] 

 Problem.11 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง    
 1. ถาเอกภพสัมพัทธ  คือ  { }1 , 0 , 1−  
  คาความจริงของ  2 2x y x x y y ∀ ∃ + = +    เปนเท็จ 
 2. ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง   
  คาความจริงของ  33 logx xx  ∃ =    เปนจริง 
 *3. ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง   
  นิเสธของขอความ  ( ) ( )0 0 1x y x y xy∀ ∃  > ∧ ≤ ∧ <    
  คือ  ( ) ( )0 0 0x y xy x y∀ ∃  < → ≤ ∨ >    
 4. ถาเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง   
  นิเสธของขอความ  3 20x x x x ∀ > → ≥   
  คือ  ( ) ( )3 20x x x x ∃ ≤ ∧ ≥   
 Problem.12 กําหนดให  ( )P x  และ ( )Q x  เปนประโยคเปด 
 ประโยค  ∀x[P(x)] → ∃x[∼Q(x)]  สมมูลกับประโยคในขอใดตอไปนี้ 
 1. ∀x[∼P(x)] → ∃x[Q(x)] *2.  ∀x[Q(x)] → ∃x[∼P(x)] 
 3. ∃x[P(x)] → ∀x[Q(x)]  4. ∃x[∼Q(x)] → ∀x[P(x)] 
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ระบบจํานวนจริง 
 
1. สรุปหลักการแกอสมการ 
 หลัก 
 1. ทําใหขางใดขางหนึ่งของอสมการเปนศูนย 
 2. แยก factor ใหเปนวงเล็บคูณกันหรือหารกันก็ได (ถากําลังสูงๆ อาจตองใชการหารสังเคราะหเขาชวย) 
 3. ถา factor ใดมั่นใจวาเปนบวกใหตัดทิ้งได (ถาไมมั่นใจหลังจากตัดทิ้งแลวควรเช็คคาดวย) 
 4. นําคาวิกฤต (คาตรงกันขามกันภายใน factor) ไปเขียนบนเสนจํานวน 
 5. ถา ส.ป.ส. ของ x  ดีกรีสูงสุดเปนบวกใหใสเคร่ืองหมายบวกลบสลับกันโดยเริ่มจากดานขวา 
 ขอควรระวัง 
 1. อยาพยายามยายขางตัวแปรดวยการคูณหรือหาร เพราะการนําเลขลบไปคูณหรือหารจะทําให                 
อสมการกลับขาง 
 2. โปรดจําใหขึ้นใจ สวนจะเปนศูนยไมไดดังนั้นคําตอบที่มาจากสวนจะตองเปนชวงเปดเสมอ 
 
2. บทนิยาม   ให a  เปนจํานวนจริง 

 








<−
=
>

=
0,

0,0
0,

aa
a
aa

a  

 
3. สมบัติท่ีสําคัญของคาสัมบูรณ 
 1. x  ≥  0  2. x  =  x−  
 3. x y−  =  x y−  4. yx ⋅  =  yx ⋅  

 5. 
y
x  =  

y
x    ; 0≠y  6.  nx  =  nx  

 7. x y+  ≤  yx +  8. x y−  ≤  yx +  
 9. yx −  ≥  yx −   10. x y+   ≥  yx −    
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4. การแกสมการคาสัมบูรณ 
 1. ถา x  = a  แลว x a=   หรือ  x a= −  
 2. ถา | |  =   แลว   ≥  0 
  ถา | |  =  -  แลว   ≤  0 
 3. ถา | |  =  |∆| แลว 2  =  ∆2  
 4. ถาเจอหลายคาสัมบูรณ ตองปลดคาสัมบูรณ 
 
5. การแกอสมการคาสัมบูรณ 
 1. x a<   ความหมายตรงกับ  a x a− < <             
  x a≤  ความหมายตรงกับ  a x a− ≤ ≤             
  x a>   ความหมายตรงกับ   x a>  หรือ  x a< −    
  x a≥   ความหมายตรงกับ   x a≥  หรือ x a≤ −   
 2. | |  ≥  |∆| แลว 2  ≥  ∆2  
  | |  ≤  |∆| แลว 2  ≤  ∆2 
 3. ถาเจอ | |  +  |∆| = |  + ∆| จะได  ∆  ≥  0 
  ถาเจอ | |  +  |∆| = |  - ∆| จะได  ∆  ≤  0 
 4. ถาเจอหลายคาสัมบูรณ ตองปลดคาสัมบูรณ  
 
6. การแกสมการที่อยูในรูปเคร่ืองหมายกรณฑ 
 หลักการ 
 1. ตองกําจัดเคร่ืองหมายกรณฑโดยการยกกําลัง 
 2. พยายามยายขางใหตัวแปรของทั้งสองขางของสมการพอๆ กัน 
 3. บางครั้งอาจจะมีการสมมุติตัวแปร 
 4. อยาลืมตรวจคําตอบดวย 
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง ระบบจํานวนจริง 
 
Problem.1 ให N  แทนเซตของจํานวนนับ 
 กําหนดให a b a b∗ = +  สําหรับ a,b N∈  
 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. ( ) ( )a b c a b c∗ ∗ = ∗ ∗  สําหรับ  a,b,c N∈  
  ข. ( ) ( ) ( )a b c a b a c∗ + = ∗ + ∗  สําหรับ  a,b,c N∈  
 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง   
 1. ก. ถูก ข. ถูก   2. ก.ถูก แต ข. ผิด 
 3. ก. ผิด แต ข. ถูก   *4. ก. ผิด ข. ผิด 
 
Problem.2 ให N  แทนเซตของจํานวนนับ 
 สําหรับ a,b N∈  

  
a , a b

a b a , a b
b , a b

Θ
>

= =
 <

   และ   
b , a b

a b a , a b
a , a b

>
∆ = =
 <

 

 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
 สําหรับ a,b,c N∈  
  ก. a b b aΘ Θ=   ข. ( ) ( )a b c a b cΘ Θ Θ Θ=  
  ค. ( ) ( ) ( )a b c a b a cΘ Θ∆ = ∆ ∆  
 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง 
 1. ถูก 1 ขอ คือ ขอ ก.  2. ถูก 2 ขอ คือ ขอ ก. และ ข. 
 3. ถูก 2 ขอ คือ ขอ ก. และ ค. *4. ถูก 3 ขอ คือ ขอ ก. ข. และ ค. 
 
Problem.3 กําหนดให A   เปนเซตคําตอบของสมการ  3 2 27 27 0x x x+ − − =  
   B  เปนเซตคําตอบของสมการ   ( ) ( )3 21 3 36 3 36 0x x x+ − − + − =  
 A B∩   เปนสับเซตของชวงในขอใดตอไปนี้  
 *1. 3 5, 0.9 − −     2. [ ]1.1,0−  
 3. 0,3 5 

     4. 1,5 3 
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Problem.4 กําหนดให ( )P x  และ ( )Q x  เปนพหุนามดีกรี 2551  ซึ่งสอดคลอง
กับ ( ) ( )P n Q n=     

 สําหรับ  1 , 2 ,..., 2551n =   และ ( ) ( )2552 2552 1P Q= + คาของ 
( ) ( )0 0P Q−  เทากับขอใดตอไปนี้   

 1. 0    2. 1  
 *3. 1−    4. หาไมไดเพราะขอมูลไมเพียงพอ 
 
Problem.5 กําหนดให  A   เปนเซตคําตอบของอสมการ  ( )( )2 1 1

0
2

x x
x

+ −
≥

−
      

 และ  B   เปนเซตคําตอบของอสมการ  22 7 3 0x x− + <     
 ถา   [ ),A B c d∩ =     แลว     6c d−     เทากับขอใดตอไปนี้   
 *1. 4  2. 5  3. 6  4. 7  
 
Problem.6 กําหนดให ( )( ){ }2 21 3 15A x x x= − − ≤     
 ถา a   เปนสมาชิกคานอยสุดในเซต  A      
 และ b   เปนสมาชิกคามากสุดในเซต A   แลว   ( )2b a−   เทากับขอใดตอไปนี้  
 *1. 24  2. 16  3. 8  4. 4   
Problem.7 กําหนดให  S   เปนเซตคําตอบของอสมการ   

4 2

2
13 36 0

5 6
x x
x x
− +

≥
+ +

      

 ถา a    เปนจํานวนที่มีคานอยที่สุดในเซต  ( )2,S ∩ ∞   
 และ b   เปนจํานวนลบที่มีคามากที่สุดซึ่ง  b S∉   แลว 2 2a b−  เทากับขอใดตอไปนี้  
 1. − 9  2. − 5  *3. 5  4. 9  

Problem.8 กําหนดให  2 2

2
3 2 1
x xS x

x x x
 + 

= ≥ − + − 
  ชวงในขอใดตอไปนี้เปนสับเซตของ S   

 1. ( ), 3−∞ −  *2. ( )1,0.5−  3. ( )0.5,2−  4. ( )1,∞   
Problem.9 กําหนดให { }1 3A x x x= − ≤ −    และ a   เปนสมาชิกคามากที่สุดของ A  

คาของ a  อยูในชวงใดตอไปนี้   
 1. ( ]0 , 0.5  2. ( ]0.5 , 1  3. ( ]1 , 1.5  *4. ( ]1.5 , 2   
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Problem.10 กําหนดให   { }2 6 9 4A x R x x= ∈ − + ≤   เมื่อ  R  แทนเซตของจํานวนจริง  

 ขอใดตอไปนี้ถูกตอง   
 *1. { }' 3 4A x R x= ∈ − >  2. ( )' 1 ,A ⊂ − ∞  
 3. { }7A x R x= ∈ ≤   4. { }2 3 7A x R x⊂ ∈ − <   
Problem.11 ให R  แทนเซตของจํานวนจริง  ถา 1 2

1
3

x
x R

x x
 − − ∈ > + −  

 แลว [ )0 1A ,∩  เทากบั

ขอใดตอไปนี้ 
 1. 1 2

3 3
, 

 
 

 2. 1 1
3
, 

 
 

 *3. 2 1
3
, 

 
 

 4. 2 3
3 2
, 

 
    

Problem.12 ให R  แทนเซตของจํานวนจริง   ถา  { }1 3 1 7 1S x R x x x= ∈ + + − = −   
 และ { }3 1T y R y x , x S= ∈ = + ∈ แลวผลบวกสมาชิกใน  T   เทากับเทาใด   
 ( ตอบ  2  ) 
 
Problem.13 ให R  แทนเซตของจํานวนจริง และ ถา 
 { }2 22 2 9 2 3 15A x R x x x x= ∈ − + − − + =

 

 
แลวผลบวกของกําลังสองของสมาชิกในเซต A  เทากับเทาใด ( ตอบ  13  ) 
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เรขาคณิตวิเคราะห และภาคตัดกรวย 
 

เรขาคณิตวิเคราะหเบื้องตน 
1. ระยะหางระหวางจุดสองจุด  
 ถา ( )111 , yxP  และ ( )222 , yxP   เปนจุดในระนาบ  ระยะทางระหวางจุด 1P   และ 2P  เทากับ 

( ) ( ) 2
21

2
21 yyxxd −+−=  

2. จุดกึ่งกลางระหวางจุดสองจุด 
 ถา  ( )yxP ,   เปนกึ่งกลางระหวางจุด ( )111 , yxP  และ ( )222 , yxP  แลว 

2
21 xxx +

=       และ    
2

21 yyy +
=  

3. จุดแบงสวนเสนตรง   
 ถา  ( )yxP ,    เปนจุดซึ่งแบงสวนของเสนตรงที่เชื่อมจุด ( )111 , yxP และ  ( )222 , yxP ใน  
     อัตราสวน  m  ตอ n   

แลว 
nm
mxnxx
+
+

= 21       และ    
nm
mynyy
+
+

= 21  

4. การหาจุดตัดของเสนมัธยฐาน 

           กําหนดสามเหลี่ยม ABC  มีพิกดัเปน ( 11, yx ) , ( 22 , yx ) , ( 33 , yx ) O เปนจุดตัดของเสนมัธยฐาน  
     ทั้งสาม 

แลว O จะหาไดจาก      





 ++++

3
,

3
321321 yyyxxx

 

5. การหาพื้นท่ีของรูปหลายเหลี่ยม 
 1. การหาพื้นที่ของรูปสามเหลี่ยมในกรณีที่ทราบจุดยอดของสามเหลี่ยม  

           

   พื้นที่ ∆ ABC   =  

1

3

2

1

1

3

2

1

2
1

y
y
y
y

x
x
x
x

        

                            =  )(
2
1

231231133221 yxyxyxyxyxyx −−−++  
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 2. การหาพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยม 
  การหาพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยม สามารถหาไดโดยอาศัยวิธีเดียวกับการหาพื้นที่รูปสามเหลี่ยม
โดยจะตองเรียงจุดทวนเข็มนาฬิกา (Counterclockwise) และหามเรียงสลับจุดถาเผลอเรียงจุดตาม    
เข็มนาฬิกา (Clockwise) ก็ไมเปนไรแตขอใหรูดวยวาคาที่ไดจะติดลบ 
6. ความชันของเสนตรง   
 ให  l   เปนเสนตรงที่ผานจุด ( )111 , yxP  และ ( )222 , yxP  โดยที่ 21 xx ≠   

m   เปนความชันของเสนตรง  l   ก็ตอเมื่อ  
21

21

xx
yym

−
−

=  

 สรุปความชันจะแบงออกไดเปน 4 ชนิด  คือ  
           รูปแบบ         คาความชัน  θ (มุมที่ทํากับแกน x+ )   ขนาดของความชัน 
 
 

    
 
 

 
0>m  (m เปนบวก) 

       กราฟพุงขึ้น 

 
    0ο <<θ  90ο  
        (มุมแหลม) 

 
      
      

1L
m    >    

2L
m  

 

                  
 

 
     m   หาคาไมได 
   กราฟขนานแกน y  

 
  

      =θ  90ο  

 

 

      
 

 
 0<m  (m เปนลบ) 
        กราฟพุงลง 

 
   90ο <<θ  180ο  
         (มุมปาน) 

 
      
      

1L
m    >    

2L
m  

 

 

             
 
 
 

 
           0=m    
   กราฟขนานแกน x  

 
    
          =θ 180ο  
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ทฤษฎีบทของความชัน  
 ทฤษฎีบท    
 1. เสนตรงสองเสนที่ไมขนานกับแกน  Y   จะขนานกัน  ก็ตอเมื่อ  ความชันของเสนตรงเทากัน 
 2. เสนตรงสองเสนที่ไมขนานกับแกน  Y   จะตั้งฉากกันก็ตอเมื่อผลคูณของความชันของ 
  เสนตรงทั้งสองเทากับ  1−  
7. การสรางสมการเสนตรง 
 ความสัมพันธซึ่งมีกราฟเปนเสนตรงที่มีความชัน  m   และผานจุด  ( )1 1,x y   คือ  

( ) ( ){ }11, xxmyyRRyx −=−×∈  

8. การอานคาตางๆจากสมการเสนตรง 
 ระยะตัดแกน  X   ทําไดโดยการแทน 0Y =  
 ระยะตัดแกน  Y   ทําไดโดยการแทน 0X =  

 สรุป  
สมการ ความชัน ระยะตัดแกน  X  ระยะตัดแกน  Y  

 

          0=++ CByAx                           A
B

−                          C
A

−                            C
B

−  

 

              cmxy +=                                    m                          c
m

−                                c  

8.   ระยะทางระหวางจุดกับเสนตรง 
 ระยะหางระหวางเสนตรง  0=++ CByAx   กับจุด  ( )11 , yx   คือ 

1

2 2

Ax BY C
d

A B

+ +
=

+
 

9. ระยะหางระหวางเสนคูขนาน 
 ระยะหางระหวางเสนตรง  01 =++ CByAx   และสนตรง  02 =++ CByAx  คือ                

1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
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ภาคตัดกรวย 
 1. วงกลม 
  สมการวงกลมมาตรฐาน  ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  
  โดยที่ ( )kh ,  คือ จุดศูนยกลาง และ r  คือ รัศมี 
  สมการทั่วไปของวงกลม  022 =++++ CByAxyx  
  จากสมการทั่วไปเราสามารถหา จุดศูนยกลาง และ  รัศมี ไดอยางรวดเร็วดังนี้ 

( ),h k  =  ,
2 2
A B − − 

 
  และ  2 2r h k C= + −  

 
Note     เราจะทําโจทยเร่ืองวงกลมทุกๆ ขอไดโดยมีหลักคือ  เราจะตองหา 1. จุดศูนยกลาง  2.  รัศมี   
 
    2. วงรี 
 นิยามวงรี ( )Ellipse  คือ ผลบวกของระยะทางจากจุดใดๆ ไปยัง จุด 1F   กับ  2F   ที่ตรึงอยูกับที่มีคา
เทากับ 2a   หรือ 1 1 1 2 2PF PF a+ =    
ขอกําหนด  วงรีมีขอกําหนดที่ตกลงกันกอนเรียนดังตอไปน้ี 

 
1. จุดโฟกัส (จุดคงที่ 2 จุดในนิยาม) จะคือ F  และ F′ในรูป 
2. จุดกึ่งกลางระหวางโฟกัสทั้งสองจะเรียกวา “จุดศูนยกลาง”  ของวงรีซึ่งก็คือ C  ในรูป 
3. เสนตรงที่ลากผานโฟกัสและตัดกับกราฟของวงรีที่จุด V และ V′ และเรียกจุดทั้ง  2  วา “จุดยอด”   
4. สวนของเสนตรงที่เชื่อมระหวางจุดยอดทั้งสองจะเรียกวา “ แกนเอก ”  (Major  Axis) 
5. สวนของเสนตรงที่ต้ังฉากกับแกนเอก และตัดกราฟวงรีที่ B และ B′ และเรียกสวนเสนตรง BB′ 

6.  เสนตรง DD′ และ EE′  เรียกวา “ลาตัสเลกตัม” (Latus  Rectum)โดยมีความยาวเทากับ 
22b
a
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    วงรีจะแบงออกเปน  2   ชนิด  
 
 
 

กราฟ 
 
 

 

 
 

 

 
 

 
สมการมาตรฐาน 

 

 

1)()( 2

2

2

2 =
−

+
−

b
ky

a
hx  

 

 

1)()( 2

2

2

2 =
−

+
−

b
hx

a
ky  

จุดศูนยกลาง ( ),h k  ( ),h k  
จุดยอด ( ),h a k−  ( ),h a k+  ( ),h k a−   ( ),h k a+  
จุดโฟกัส ( ),h c k−  ( ),h c k+  ( ),h k c−   ( ),h k c+  

 
ความยาว 

 

 
ระยะคร่ึงแกนเอก  = a      ระยะคร่ึงแกนโท  = b     ระยะโฟกัส  = c  

 
 

ความสัมพันธ
ของความยาว 

 

 
 

2 2 2a b c= +  

  
 นิยามท่ีควรรูเพิ่มเติม     
 ความเยื้องศูนยกลาง     ce

a
=  
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3. ไฮเพอรโบลา 
 นิยามวงรี ( )Ellipse  คือ ผลตาง ของระยะทางจากจุดใดๆ ไปยัง  1F   และ  2F   ที่ตรึงอยูกับที่มีคา
เทากับ 2a   หรือ 1 1 1 2 2PF PF a− =  
 
ขอกําหนด  ไฮเพอรโบลา ( )Hyperbola  มีขอกําหนดที่ตกลงกันกอนเรียนดังตอไปนี้ 
 

  
1. จุดโฟกัส (จุดคงที่ 2 จุดในนิยาม) จะคือ F  และ F′  ในรูป 
2. จุดกึ่งกลางระหวางโฟกัสทั้งสองจะเรียกวา “จุดศูนยกลาง” ของวงรีซึ่งก็คือ C  ในรูป 
3. เสนตรงที่ลากผานโฟกัสและตัดกับกราฟของวงรีที่จุด V และ V′ และเรียกจุดทั้ง 2 วา “จุดยอด” 
4. สวนของเสนตรงที่เชื่อมระหวางจุดยอดทั้งสองจะเรียกวา “ แกนตามขวาง ” (Transverse Axis) 
5. สวนของเสนตรงที่ต้ังฉากกับแกนเอก และตัดกราฟวงรีที่ B และ B′ และเรียกสวนเสนตรง BB′ 
วา “ แกนสังยุค ”  (Conjugate Axis)  

6. เสนตรง DD′ และ EE′ เรียกวา “ลาตัสเลกตัม” (Latus Rectum) โดยมีความยาวเทากับ 
22b
a

 

7. เสนตรง 1l  และ 2l  เรียกวา “เสนกํากับ” (Asymtote) 
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 ไฮเพอรโบลา  จะแบงออกเปน  2   ชนิด 
 
 

กราฟ 
 

 

 

 

 
 

 
สมการ
มาตรฐาน 

 

 

1)()( 2

2

2

2 =
−

−
−

b
ky

a
hx  

 

1)()( 2

2

2

2 =
−

−
−

b
hx

a
ky  

จุดศูนยกลาง ( ),h k  ( ),h k  
จุดยอด ( ),h a k−  ( ),h a k+  ( ),h k a−   ( ),h k a+  
จุดโฟกัส ( ),h c k−  ( ),h c k+  ( ),h k c−   ( ),h k c+  

 
ความยาว 

 

 
ระยะคร่ึงแกนตามขวาง  = a     ระยะคร่ึงแกนสังยุค  = b    ระยะโฟกัส = c  

 
ความสัมพันธ
ของความยาว 

 

 
 

2 2 2c a b= +  
 

 
 ความรูเพิ่มเติม 
 Ohmtinove Tip เทคนิคการหาสมการเสนกํากับของไฮเพอรโบลา             (asymptote  lines) 
    จัดสมการไฮเพอรโบลาใหอยูในรูปสมการมาตรฐาน แลวเปลี่ยนจากเทากับ 
     1  เปนเทากับ 0  
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4. พาราโบลา 
 บทนิยามเชิงเรขาคณิตของพาราโบลา 
 ระยะทางจากจุดคงที่จุดหนึ่ง (จุดยอด) ไปยังจุดใดๆ บนกราฟพาราโบลา มีระยะทางเทากับ 
ระยะทางจากจุดใดๆ บนกราฟพาราโบลาไปยังเสนตรงที่ตรึงอยูกับที่น้ีเรียกวา เสนกํากับ หรือ
ไดเรกตริกซ ( )Directrix  ของพาราโบลา ( ดังรูป ) 
 

  
 ลักษณะของพาราโบลาจะแบงออกไดดังนี ้
 พาราโบลาหุมแกน y  แบงเปน  2  ชนิด  

 

 
กราฟ 

 

 

 

 

 
 

 

สมการ 
 

 

)(4)( 2 kychx −=−  
 

 

)(4)( 2 kychx −−=−  
 

จุดยอด 
 

 

( ),h k  
 

( ),h k  

 

จุดโฟกัส 
 

 

( ),h k c+  
 

( ),h k c−  

 

สมการ Directrix 
 

 

y k c= −  
 

y k c= +  
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 พาราโบลาหุมแกน x  แบงเปน 2  ชนิด  
 

 
กราฟ 

 

 

 
 

 

 
 

 

สมการ 
 

 

)(4)( 2 hxcky −−=−  
 

 

)(4)( 2 hxcky −=−  
 

จุดยอด 
 

 

( ),h k  
 

( ),h k  

 

จุดโฟกัส 
 

 

( ),h c k−  
 

( ),h c k+  

 

สมการ Directrix 
 

 
 

x h c= +  
 

 
 

x h c= −  
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1 
เรื่อง เรขาคณิตวิเคราะห และภาคตัดกรวย 

 
Problem.1 กําหนดให  ABC   เปนรูปสามเหลี่ยมที่มี ( )0,0A   และ  ( )2,2B   เปนจุดยอด 

และ ( ),C x y  เปนจุดยอดในจตุภาคที่ 2 ที่ทําใหดาน AC  ยาวเทากับดาน BC  ถา
พื้นที่ของสามเหลี่ยม  ABC   มีคาเทากับ 4  ตารางหนวย  แลวจุด C   อยูบนเสนตรง
ในขอใดตอไปนี้  

 *1. 4 0x y− + =    2. 4 3 1 0x y+ − =  
 3. 2 3 0x y− − =   4. 5 0x y+ − =   
 
Problem.2 รูปสามเหลี่ยม ABC  มีมุม ˆABC  เปนมุมฉาก และดานตรงขามมุมฉากยาว 10  หนวย  

ถาพิกัดของจุด A  และ จุด B คือ ( )4 3,−  และ ( )1 2,−  ตามลําดับ แลวสมการ
เสนตรงในขอใดผานจุด C  

 1. 8 27 0x y+ − =   *2. 8 27 0x y+ − =  
 3. 4 5 3 0x y− + =   4. 5 4 3 0x y− + + =  
 

Problem.3 จุด ( )1 0A ,  และ จุด ( )0B b,  เมื่อ 1b >  เปนจุดปลายของเสนผานศูนยกลางของ
วงกลมวงหนึ่ง ถาเสนตรง L  ผานจุด ( )1 0,− และสัมผัสกับวงกลมวงนี้ มีความชัน
เทากับ 4

3
แลวb เทากับเทาใด ( ตอบ 17  ) 

 
Problem.4 กําหนดให 60a tan ο>  และ ( ) ( )3 7 8A a, , B ,   และ  ( )4 9C ,−  เปนจุดยอดของ

สามเหลี่ยมที่มีมุม A  เปนมุมฉาก    ให  L   เปนสมการเสนตรงที่ผาน A  และ จุด B
จงหาจํานวนเต็มบวก k  ที่นอยที่สุดที่ทําใหพาราโบลา 2 2ky x k= +  มีจุดรวมกับ
เสนตรง L  เพียงจุดเดียว  ( ตอบ 4  ) 

 
Problem.5 กําหนดให วงกลมรูปหนึ่งมีจุดศูนยกลางอยูที่จุด ( )2, 1 ถาเสนสัมผัสวงกลมที่

จุด 1x =  เสนหนึ่งมีความชันเทากับ 1
3

 แลวจุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงกลมที่

กําหนด  
 *1. ( )0, 1  2. ( )0, 2  3. ( )1 , 0  4. ( )3 , 0
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Problem.6 ให  a  ,b  , c  เปนจํานวนจริง  ถาวงกลม  2 2 0x y ax by c+ + + + =  มีจุดศูนยกลาง
ที่ ( )2,1  และมีเสนตรง 2 0x y− + =  เปนเสนสัมผัสวงกลม แลว a b c+ +  เทากับ
เทาใด   ( ตอบ 5.5  ) 

 

Problem.7 กําหนดให ( ){ }2 2, 1A x y x y= + =  
 และ  ( ){ }2 2, 10 10 49B x y x y x y= + + − +  
 ถา p A∈  และ q B∈  แลว ระยะทางมากที่สุดที่เปนไปไดระหวางจุด p  และ q  

เทากับเทาใด 
 1. 5 2   หนวย   *2. 2 5 2+   หนวย  
 3. 2 5   หนวย   4. 5 2 5+   หนวย 
 

Problem.8 กําหนดใหเสนตรง  1l   และ  2l   สัมผัสวงกลม   ( )2 25 20x y− + =   ที่จุด P   และ  
Q    ตามลําดับ และจุดศูนยกลางของวงกลมอยูบนเสนตรงที่ผานจุด P และQ  

 ถา 1l  มีสมการเปน 2 5 0x y− + =   แลวจุดในขอใดตอไปนี้อยูบนเสนตรง   2l    

 1. 50,
2

 
 
 

 2. ( )8, 1−  3. ( )1, 8−  *4. ( )15,0  
 

Problem.9 กําหนดให วงรีรูปหนึ่งมีโฟกัสอยูที่จุด ( )3, 0±  และผานจุด 21
2 ,

2
 
 
 

  จุดใน

ขอใดตอไปนี้อยูบนวงรีที่กําหนด   

 *1. ( )4 , 0−  2. 5 2
0 ,

2
 
 
 

 3. ( )6 , 0  4. ( )0 , 3 2−  
 
 
Problem.10 กําหนดวงกลมรูปหนึ่งมีจุดปลายของเสนผานศูนยกลางอยูบนจุดศูนยกลาง และจุด

โฟกัสดานหนึ่งของไฮเปอรโบลา 2 29 16 90 64 17 0x y x y− − + + =  แลววงกลม
ดังกลาวมีพื้นที่เทากับขอใดตอไปนี้  

 *1. 25
4
π  ตารางหนวย  2. 25

2
π  ตารางหนวย 

 3. 4π     ตารางหนวย  4. 5π     ตารางหนวย 
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Problem.11 กําหนดใหวงรี E   มีโฟกัสทั้งสองอยูบนวงกลม   C   ซึ่งมีสมการเปน  2 2 1x y+ =      
 ถา  E   สัมผัสกับC   ที่จุด  ( )1,0   แลว  จุดในขอใดตอไปนี้อยูบน  E   

 1. 1 3,
2 2

 
 
 

 2. 1 5,
2 2

 
 
 

 3. 1 2,
3 3

 
 
 

 *4. 1 4,
3 3

 
 
 

 
 

Problem.12 กําหนดให E   เปนวงรีที่มีโฟกัสอยูที่จุดยอดของไฮเปอรโบลา 2 2 1x y− =   
 ถา E  ผานจุด ( )0,1  แลว จุดในขอใดอยูบน E  

 *1. 21,
2

 
−  

 
 2. ( )1, 2  3. 11,

2
 − 
 

 *4. 31,
2

 
  
   

 

Problem.13 กําหนดใหวงรีรูปหนึ่งมีสมการเปน  2 225 21 100 42 404 0x y x y+ + − − =   
แลวไฮเปอรโบลาที่มีจุดยอดอยูที่จุดโฟกัสทั้งสองของวงรีและผานจุด  ( )3,1 8− +  
มีสมการตรงกับขอใดตอไปนี้ 

 1.  2 25 4 10 8 32 25 0y x y x− − − − =    
 2.  2 23 2 6 8 8 15 0y x y x− − − + =  
 *3. 2 24 2 16 19 0y x y x− − − − =  
 4. 2 27 2 28 28 0y x y x− − − − =  
 

Problem.14 กําหนดให 
  S = ( ){ }2 2, 17x y x y+ ≤  
  A = ( ){ }2 2, 1x y x y− =  
  S = ( ){ }2 2, 1x y y x− =     
 ถา  p S A∈ ∩    และ   q S B∈ ∩  แลวระยะทางนอยสุดที่เปนไปไดระหวางจุด p  

และ q   เทากับขอใดตอไปนี้  
 *1. 3 2 4−  2. 3 2 2−  3. 2 3 2−  4. 2 3 3−  
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Problem.15 ใหเสนตรง 2 0x y− + =  ตัดกับวงกลม 2 2 6 4 4 0x y x y+ + − + =  ที่จุด A  และ 
จุด B  ถา   ( )a,b    เปนจุดโฟกัสของพาราโบลาซึ่งมีเสนตรง   2y =  เปนแกนของ
พาราโบลาและพาราโบลานี้ผานจุด A  และ จุด B  แลว a b+  เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. 11
4

 2. 9
4  

3. 7
4

 *4. 5
4  

 

Problem.16 ถาเสนตรงหนึ่งผานจุดกําเนิดและจุดยอดของพาราโบลา  2 4 4 0y y x− + =  และ
ตัดเสนไดเรกตริกซที่จุด ( ),a b  แลว a b+  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้  

 1. 4  2. 5  *3. 6  4. 7  
 

Problem.17 ระยะทางจากโฟกัสของพาราโบลา  2 8y x= −   ไปยังเสนตรง  2 6x y+ =    เทากับ
ขอใดตอไปนี้ 

 *1. 2 5  หนวย 2. 5 2  หนวย 3. 2
5

 หนวย 4. 2
5

 หนวย 
 

Problem.18 พาราโบลามีจุดยอดที่ ( )1,0−  และมจุีดกําเนิดเปนจุดโฟกัส  ถาเสนตรง y x=  ตัด
พาราโบลาที่จุด P   และจุด Q  แลวระยะทางระหวางจุด P   และจุด Q  เทากับเทาใด   
( ตอบ 8  ) 
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ความสัมพันธและฟงกชัน 
 
1. ผลคูณคารทีเซียน 
 ผลคูณคารทีเซียนของเซต A  และเซต B   คือเซตของคูอันดัน ),( ba  ทั้งหมดโดยที่ a   เปน
สมาชิกของเซต A  และ b  เปนสมาชิกของเซต B ผลคูณคารทีเซียนของ A  และ B   เขียนแทนดวย   
A × B 
 
2. ความสัมพันธ 
 - ความสัมพันธเปนสับเซตของผลคูณคารทีเซียน ซึ่งไดจากการเลือกคูลําดับที่สอดคลองกับ 
           เงื่อนไขที่ความสัมพันธกําหนดไว 
 - r A B⊂ ×  แทน r  เปนความสัมพันธจาก A  ไป B    
 - r A A⊂ ×  แทน r  เปนความสัมพันธใน  A  
 - จํานวนความสัมพันธทั้งหมดจาก  A  ไป B  เทากับ ( ) ( )2n A n B×  
 
3. ฟงกชัน 
 - ฟงกชัน คือ ความสัมพันธ r  ที่ x  ไปจับคูกับ y  ไดเพียงตัวเดียว 
 - ฟงกชันจาก A  ไป  B เปนฟงกชันที่มีโดเมน  คือ A  และเรนจเปนสับเซตของ B  
           เขียนแทนดวย  :f A B→  
  JUM !..... ฟงกชันจาก A  ไป  B ใหตรวจสอบแคโดเมนวา  ตองใชหมด  ( ADr =  ) ก็พอ 
 - ฟงกชันจาก A  ไปทั่วถึง  B เปนฟงกชันที่มีโดเมน คือ A และเรนจคือ  B  
           เขียนแทนดวย : ontof A B→  
  JUM !..... ฟงกชันจาก A  ไปทั่วถึง  B ใหตรวจสอบทั้ง โดเมน และ เรจน วา ตองใชหมด   
 - ฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงจาก A  ไป  B เปนฟงกชันจาก A ไป  B ที่สําหรับ  21, xx    ใดๆใน A   
          ถา  )()( 21 xfxf =   แลว  21 xx =   เขียนแทนดวย 1 1:f A B−→  
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4. โดเมนและเรนจของฟงกชัน 

 นิยาม  ให f  เปนความสัมพันธจาก A  ไป B  
    โดเมน  คือ  เซตของสมาชิกตัวหนาของคูลําดับใน f  เขียนแทนดวย fD  
    เรนจ     คือ  เซตของสมาชิกตัวหลังของคูลําดับใน f  เขียนแทนดวย fR  
 
 การหาโดเมนและเรนจดวยการจัดรูป 
  
ข้ันท่ี 1  ตองจัดรูปสมการโดย 
 หาโดเมน ⇒    จัด  y  ใน เทอม x  ... )?( xy =  
 หาเรนจ   ⇒     จัด  x  ใน เทอม  y ... )?( yx =  
 อธิบาย  y  ใน เทอม x  คือมี y  เพียงตัวเดียว 

 
ข้ันท่ี 2  เมื่อจัดรูปเสร็จจะตรวจโดย 
1. สวนตองไมเทากับศูนย 
2. ในรากที่คูตองมากกวาหรือเทากับศูนย 
3. กําลังที่เปนคูตองมากกวาหรือเทากับศูนย 
4. คาสัมบูรณตองมากกวาหรือเทากับศูนย  

 
5. ฟงกชันประกอบ 
 - ( )( )fog x = ( )( )f g x  โดย fog  จะหาไดเมื่อ g fR D∩ =∅  
 - {fog gD x x D= ∈  และ ( ) }ff x D∈  
 
6. ฟงกชันผกผัน 
 ฟงกชันผกผันของ f  จะหาไดก็ตอเมื่อ ฟงกชัน f  เปนฟงกชัน 1 1−  
 ให   f    = ( ){ ,x y A B∈ × y =  เทอมของ }x  
 จะได  1f − = ( ){ ,x y B A∈ ×  เปลี่ยน x  เปน y  เปลี่ยน y  เปน x  }  
    1f − = ( ){ ,x y B A∈ ×  y =  เทอมของ }x  
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 สมบัติของฟงกชันผกผัน 
 1. 1f f

D R −=  ,  1f f
R D −=  

 2. กราฟของ 1f −  จะสมมาตรของกราฟ f  เมื่อเทียบกับเสนตรง y x=  
 3. ( ) 1fog − = ( )( )1 1g of x− −  เมื่อ ( )f x  และ ( )g x  เปนฟงกชัน 1 1−  
 4. ( )( )1fof x− = x  
  ( )( )1f of x− = x  

  เจอ  
1( )( )

( )( )
f f x x
f g x x

− =
→

= 

o

o
สรุปไดวา ( )g x = ( )1f x−  

 5. ถา f( ) = ∆ จะได   = f(∆) เมื่อ ( )f x  เปนฟงกชัน 1 1−  
 
7. พีชคณิตของฟงกชัน 
 คือ การนําฟงกชันมา บวก ลบ คูณ หารกัน ภายใตเงื่อนไขของ x  
 เงื่อนไขของ x  ที่ทําใหพีชคณิตของฟงกชันหาคาได คือ  
 1. f g f g fg f gDD D D D+ −= = = ∩  
 2. ( ) ( ){ }0f f g

g

D D x g xD = ∩ − =  
 
 พีชคณิตของฟงกชัน 
 1. )()())(( xgxfxgf +=+  
 2. )()())(( xgxfxgf −=−  
 3. )()())(( xgxfxfg =  
 4. 

)(
)())((
xg
xfx

g
f

=           เมื่อ     0)( ≠xg  
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1 
เรื่อง ความสัมพันธ และฟงกชัน 

 
Problem.1 กําหนดให I  แทนเซตของจํานวนเต็ม 

 และให ( )
4 2 2

5 2
2 75

270
x x a xf x
x b x
− + −

=
+ −

  เมื่อ a,b I∈  

 ถา ( ) ( ){ }3 0A a,b I I f= ∈ × =  และ 

  
( ){ }2 22 3B a,b I I a ab b= ∈ × − + <

 

 
แลวสมาชิกของเซต A B∩  เทากับเทาใด   ( ตอบ 8  ) 

 
Problem.2 ให  f   และ  g   เปนฟงกชันจากเซตของจํานวนจริงไปยังเซตของจํานวนจริง โดยที ่

( ) 2

1
4

xf x
x
−

=
−

  และ  ( ) ( ) 1g x f x x= − −   

 จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. ( )2 ,gD = ∞  
  ข. คาของ  0x >   ที่ทําให  ( ) 0g x =   มีเพียง  1  คา  เทานั้น 
 ขอใดตอไปนี้ถูก 
 1. ก  ถูก และ ข ถูก   2. ก  ถูก แต ข ผิด  
 3. ก  ผิด แต ข ถูก   *4. ก  ผิด และ ข ผิด 
 
Problem.3 กําหนดให [ ] [ ]2 , 1 1 , 2A = − − ∪  และ   ( ){ }, 1r x y A A x y= ∈ × − = −  

ถา   , 0a b >  และ ,r ra D b R∈ ∈ แลว a b+  เทากับขอใดตอไปนี้  
 1. 2.5  *2. 3  3. 3.5  4. 4  
 
Problem.4 กําหนดให  [ ]2, 2S = −    และ ( ){ }2 2, 2 2r x y S S x y= ∈ × + =   ชวงในขอใด

ตอไปนี้ไมเปนสับเซตของ  r rD R−    
 1. ( )1.4, 1.3− −    2. ( )1.3, 1.2− −  
 3. ( )1.2,1.4    *4. ( )1.4,1.5   
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Problem.5 ให R  แทนเซตของจํานวนจริง 
 ความสัมพันธขอใดตอไปนี้เปนฟงกชัน  
 1. ความสัมพันธ ( ){ 2

1 4r x, y R R x y= ∈ × = −  และ }0xy ≥  

 *2. ความสัมพันธ ( ){ 2 2
2 4r x, y R R x y= ∈ × + =  และ }0xy >  

 3. ความสัมพันธ ( ){ }3 1r x, y R R x y= ∈ × − =   
 4. ความสัมพันธ ( ){ }4 1r x, y R R x y= ∈ × − =   
Problem.6 กําหนดให  r = {(x, y)  x ∈ [-1, 1]  และ  y = x2}  พิจารณาขอความตอไปนี้ 

  ก. r-1 = {(x, y)  x ∈ [0, 1]  และ  y = ± |x| }   
 

  
ข. กราฟของ   r    และกราฟของ   −1r   ตัดกับ  2   จุด 

 ขอใดตอไปนี้ถูก    
 *1. ก  ถูก และ ข ถูก   2. ก  ถูก แต ข ผิด 
 3. ก  ผิด แต ข ถูก   4. ก  ผิด และ ข ผิด 
 
Problem.7 กําหนดให ( ){ }4 2 225 16 2 10 8r x, y R R x y x y= ∈ × + + = +  
 เมื่อ R  แทนเซตของจํานวนจริง พิจารณาขอความตอไปนี้ 
  ก. r  ไมเปนฟงกชัน ข. r rD R≠  
 ขอใดตอไปนี้ถูก   
 1. ก  ถูก และ ข ถูก   2. ก  ถูก แต ข ผิด 
 *3. ก  ผิด แต ข ถูก   4. ก  ผิด และ ข ผิด 
 
Problem.8 กําหนดให  1

1
xf
x x

  = − 
  เมื่อ  0x ≠   และ  1x ≠  

 ถา  0
2
πθ< <   แลว  ( )2secf x   เทากับขอใดตอไปนี้   

 *1. 2sin θ  2. 2cos θ  3. 2tan θ  4. 2cot θ  
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Problem.9 กําหนดให ( )1
1
1

xy f x
x
+

= =
−

  เมื่อ  x  เปนจํานวนจริงที่ไมเทากับ  1 

   ( ) ( )2 1 3 2, , ...y f y y f y= =  
   ( )1n ny f y −=   สําหรับ  2 ,3 ,4 , ...n =  
 2553 2010y y+   เทากับขอใดตอไปนี้   

 1. 1
1

x
x
−
+

 *2. 
2 1

1
x
x
+
−

 3. 
2 1
2
x
x
+  4. 

21 2
1
x x
x

+ −
−   

Problem.10 ให R  แทนเซตของจํานวนจริง และให f : R R→  เปนฟงกชันที่มีสมบัติสอดคลอง
กับ 1

1
xf x
x

−  = + 
 สําหรับทุกจํานวนจริง 1x ≠ −   ขอใดตอไปนี้ถูกตอง  

 1. ( )( )f f x x= −   สําหรับทุกจํานวนจริง x   
 2. ( ) 1

1
xf x f
x

+ − =  − 
 สําหรับทุกจํานวนจริง 1x ≠  

 3. 1 1
1
xf f

x x
+   =   −   

  สําหรับทุกจํานวนจริง 0x ≠  
 *4. ( ) ( )2 2f x f x− − = − −  สําหรับทุกจํานวนจริง x  
 
Problem.11 กําหนดให R  แทนเซตของจํานวนจริง  
 f : R R→  เปนฟงกชัน โดยที่ ( ) ( ) 21 2xf x f x x x+ − = −  เมื่อ x R∈  

 แลวคาของ ( )( )
54

25x
x f x

=

+∑  เทากับขอใด   ( ตอบ  30  ) 
 
Problem.12 กําหนดให I  แทนเซตของจํานวนเต็ม 
 ถา f : I I→  เปนฟงกชันที่มีสมบัติดังนี้ 
 1. ( )1 1f =  
 2. ( ) ( )2 4 6f x f x= +  
 3. ( ) ( )2 12 12f x f x x+ = + +  
 แลวคาของ ( ) ( )7 16f f+  เทากับขอใด  ( ตอบ  911  ) 
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Problem.13 ให I  แทนเซตของจํานวนเต็ม และให f : I I→  เปนฟงกชัน โดยที่ 
 ( ) ( )1 3 2f n f n n+ = + +  สําหรับ n I∈  
 ถา ( )100 15 000f ,− =  แลว ( )0f  เทากับเทาใด   ( ตอบ  50  ) 
 
Problem.14 ถา ( ) 1f x

x
=   และ  ( ) ( )2g x f x=   แลว  ( ) ( )13 3gof fog−+   มีคาเทาใด 

 ( ตอบ  7.5  ) 
 
Problem.15 ถา  ( ) 3f x x=   และ  ( )

1
xg x
x

=
+

  แลว  ( )( )1 1 2f g− −+   เทากับเทาใด 

 ( ตอบ  6  ) 

Problem.16 กําหนดให   ( ) 3 1f x x= −   และ  ( )
2

1

2

, 0

, 0

x x
g x

x x
− ≥

=
− <





     

 คาของ  ( ) ( )( )1 2 8f g g− + −    เทากับขอใดตอไปนี้   

 *1. 1 2
3
−  2. 1 2

3
+  3. 1 2

3
−
−

 4. 1 2
3

+
−   

Problem.17 ให f  และ g  เปนฟงกชันซึ่งโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตจํานวนจริง โดยที่ 
( ) 3

6
xf x
x
+

=
+

  และ  ( )( )1 6
1
xf og x

x
− −

=
−  

ถา ( ) 2g a =  แลว a  อยูในชวงใด

ตอไปนี้  
 1. [ )11,−  2. [ )1 3,  *3. [ )3 5,  4. [ )5 7,   
Problem.18 กําหนดให R  แทนเซตของจํานวนจริง 
 ถา 1 2 3 4f , f , f , f , g  และ h  เปนฟงกชันจาก R  ไปยัง R  โดยที่ 
  ( )1 1f x x= +    ( )2 1f x x= −  
  ( ) 2

3 4f x x= +   ( ) 2
4 4f x x= −  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2f og x f oh x+ =    
 และ ( )( ) ( )( )3 4 4f og x f oh x x− =  
 คาของ ( )( )1goh  เทากับเทาใด   ( ตอบ  1  ) 
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ฟงกชันเอกเนนเชียล และลอการึทึม 
 
ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 
 บทนิยาม ฟงกชันเอกซโปเนนเชียล คือ ฟงกชัน   ( ){ }1,0,, ≠>=×∈= aaayRRyxf x  
 โดย   0 1a< <   แลว  จะเปนฟงกชันลด 
 โดย   1a >          แลว  จะเปนฟงกชันเพิ่ม 
 และ 0xa > เสมอ 
 การแกสมการเอกซโพเนนเชียล  

                 รูปแบบ             วิธีการแกโจทย 
 

1 )  yx aa =  
 

 

                               x =  y  
 

2 )  xx ba =  
 

 

                               0x =  

 

3 )  02 =++ cbxax  
 

 

กําหนดตัวแปร และแยกตัวประกอบ 

 
 

4 )  สมการมากกวา 3  พจน 
 

 

กําหนดตัวแปร และดึงตัวรวม 
 

3 )  x ya b=  
 

 

ตอง logtake  หรือวาดกราฟชวย 

 
 

          อสมการเอกซโปเนนเชียล 1.  โจทย  ( )f xa  { อสมการ }  ( )g xa  

 จะตองพิจารณาฐานกอนที่จะปลดฐานของเอกซโปเนนเชียลออก เพื่อที่จะไดอสมการจํานวนจริง 
     แบบปกติทั่วไป     
 ซึ่งจะแบงออกได 2 แบบ  ดังนี้ 
 1. ถา  10 << a  แสดงวาเปนฟงกชันลด  ดังนั้นเวลาตัดฐานออก อสมการกลับขาง 
 2. ถา  1>a  แสดงวาเปนฟงกชันเพิ่ม ดังนั้นเวลาตัดฐานออก อสมการคงเดิม  
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Note ถาฐานไมเทาแตเลขชี้กําลังเทา ถาเปนฟงกชันเพิ่ม ตองจับฐานมากกวา  0  
    ถาเปนฟงกชันลด   ตองจับฐานนอยกวา 0  
   ถาฐานไมเทาและเลขชี้กําลังไมเทา  ตอง logtake  หรือ วาดกราฟชวย 

 

ฟงกชันลอการิทึม 
 บทนิยาม  ฟงกชันลอการิทึม   คือ  ( ){ }0 1af x, y R R y log x,a ,a+= ∈ × = > ≠  
 - ตัวเลขหลัง log  ตองมากกวา 0  เสมอ 
 - yax =     สมมูลกับ     xy alog=  
 สมบัติท่ีสําคัญของลอการิทึมมีดังตอไปนี ้
 เมื่อ  NMa ,,   เปนจํานวนจริงบวกที่  1≠a   และ  k   เปนจํานวนจริง 
 1. 01log =a  
 2.  1log =aa  
 3. NMMN aaa logloglog +=  
 4. NM

N
M

aaa logloglog −=  

 5.  loga Ma M=  
 6. MkM a

k
a loglog =  

 7. M
k

M aak log1log =  

 8. 
b
x

x
a

a
b log

log
log =  

 9. 
b

a
a

b log
1log =  

 10. 
e
xxx e log

loglogln ==   ....71.2; ≈e  

 11. xxa bab logloglog =  
 12. ถา  cxab =loglog    จะได  cbx a=  
 13. logb ca = logb ac  
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 การคํานวณคาลอการิทึม 
 การคํานวณคาลอการิทึมแบงออกเปน 2 แบบ คือ 
 1. การใชสมบัติของ log   ชวยหาคา log  
 2. การเปดตาราง log  

 การใชสมบัติของ log   ชวยหาคา log   
 ขอตกลง  เฉพาะ x10log   จะสามารถเขียนแทนได xlog  
 คา log  ที่ควรรู 
 =1log  0  =6log  log 2 log 3+  
 =2log  0.3010  =7log  0.845    
 =3log  0.4731  =8log  3log 2  
 =4log  2log 2  =9log  2log3  
 =5log  1 log 2−  =10log  1  
 หลักการแกสมการลอการิทึม 
 1. ถาสามารถจัดสมการใหอยูในรูป aa loglog =∆   แลวปลด log  จะได =∆     
 2. ถาสามารถจัดสมการใหอยูในรูป alog ∆=  เปลี่ยนใหอยูในรูปของเลขยกกําลังจะได  
         =∆a  
 3. ถาสมการนั้นมีหลายจํานวนที่ฐานตางกัน   ใหพยายามเปลี่ยนเปนฐานเดียวกัน นิยมเปลี่ยน             
           เปนฐานสิบ 
 4. เนื่องจาก yxa =log  มีขอจํากัดวา  1,0 ≠> aa    และ +∈Rx  ดังนั้นเมื่อแกสมการแลว            
          ตองตรวจสอบคําตอบของสมการทุกคร้ังวาสอดคลองกับขอจํากัดดังกลาวหรือไม 
 หลักการแกสมการลอการิทึม 

 การแกอสมการ  log  จะมีหลักการแกเหมือนอสมการเอกซโปเนนเชียลทุกประการ    คือ    กอนจะ 
     ปลด log จะตองพิจารณาฐานกอน    ซึ่งจะแบงออกได 2 แบบ  ดังนี้ 
 1. ถา 10 << a  แสดงวาเปนฟงกชันลด ดังนั้นเวลาตัดฐานออก อสมการกลับขาง 
 2. ถา 1>a  แสดงวาเปนฟงกชันเพิ่ม ดังนั้นเวลาตัดฐานออก อสมการคงเดิม 
 ขอควรจํา เนื่องจากหลัง  log  ตองเปนบวก ดังนั้นหลังจากการแกอสมการจํานวนจริงแลว    

จะตองนําไปอินเตอรเซ็กชันกับอสมการหลัง  log ที่เปนบวกดวย    
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1 
เรื่อง ฟงกชันเอกโพเนนเชียล และลอการึทึม 

 
Problem.1 ถา  4 128x y− =    และ  23 81x y+ =    แลวคาของ y   เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 2−  *2. 1−  3. 1 4. 2  
 
Problem.2 ให R  แทนเซตของจํานวนจริง และ ให 

  ( )( )23 4 123 11 7 1
x x

C x R x x
+ + 

= ∈ − + = 
   

 
จํานวนสมาชิกของเซต C  เทากับเทาใด  ( ตอบ 5  ) 

 
Problem.3 ถา  0x >  และ  38 8 4 2x x x++ = +  แลว  คาของ  x   อยูในชวงใดตอไปนี้  
 1. [ )0,1  *2. [ )1, 2  3. [ )2,3  4. [ )3,4    
Problem.4 กําหนดให  , 0x y >    ถา   y xx y=   และ  5y x=   แลวคาของ x   อยูในชวงใด

ตอไปนี้ 
 1. [ )0, 1  *2. [ )1, 2  3. [ )2, 3  4.  [ )3, 4  
 
Problem.5 ให R  แทนเซตของจํานวนจริง 

  
22 3 7 2 111 1

2 4

x x x

A x R
+ + +     = ∈ <    

       

  

2 6 5 0
1

x xB x R
x

 − + = ∈ ≥ +    

 
'B A∩  เปนสับเซตในขอใดตอไปนี้  

 1. { }1 0x R x∈ − ≤ <  *2. { }1 2x R x∈ − ≤ <  
 3. { }0 1x R x∈ ≤ <   4. { }0 3x R x∈ ≤ <  
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Problem.6 กําหนดให  x   และ  y   เปนจํานวนจริงบวก และ  1y ≠  
 ถา  log 2y x a=   และ  2y b=   แลว  x   มีคาเทากับขอใด   
 *1. ( )2

1 log
2

ab  2. ( )22 log ab  3. ( )2log
2
a b  4. ( )22 loga b  

 
Problem.7    ให R  แทนเซตของจํานวนจริง และ ถา 

 ( ) ( )2 2
2 7 10 3 7 1 1B x R log x x cos xπ 

= ∈ − + − + + − = 
   

 
แลวผลบวกของสมาชิกในเซต B  เทากับเทาใด  ( ตอบ 3 ) 

 
Problem.8 กําหนดให  , , 1a b c >      ถา    log 30 , log 50a bd d= =    และ   log 50abc d =  

แลวคาของ   logc d  เทากับขอใดตอไปนี้   
 *1. 75  2. 90  3. 120  4. 150  
 
Problem.9 กําหนดให a , b , c , d  เปนจํานวนจริงที่มากกวา 1 
 ถา ( )( ) 1b dlog a log c =   แลว 
 คาของ  ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1c ab dlog c log alog d log ba b c d− −− −  เทากับเทาใด  ( ตอบ 1  ) 
 
Problem.10 ถา a , b , c  เปนรากของสมการ 3 2 18 2 0x kx x+ − + =  เมื่อ k  เปนจํานวนจริง 
 แลว 27

1 1 1log
a b c

 + + 
 

 เทากับขอใดตอไปนี้  

 1. 1
9

 2. 1
3

 *3. 2
3

 4. 1 
 
Problem.11 คําตอบของสมการ  ( ) ( )22

log 4 log 9 4 1x x− = − +   อยูในชวงใดตอไปนี้  
 1. [ ]10 , 6− −  2. [ ]6 , 2− −  *3. [ ]2 , 2−  4. [ ]2 , 6  
 
Problem.12 กําหนด  log 4 log 4y xx y+ =   แลว  3log y x   เทากับเทาใด  ( ตอบ 6  ) 
 
Problem.13 ผลบวกของคําตอบทั้งหมดของสมการ  3log 1 log 9xx = +   อยูในชวงใดตอไปนี้ 
 1. [ )0 , 4  2.  [ )4 , 8  *3. [ )8 , 12  4. [ )12 , 16  
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Problem.14 รากที่มีคานอยที่สุดของสมการ  ( ) ( )log 2 log 3 log 22 2 2x x− −⋅ =   มีคาเทาใด  ( ตอบ 4  ) 
 
Problem.15 ถา A   เปนเซตคําตอบของสมการ ( )2 23 28 3 3 0x x+ − + =  
  B   เปนเซตคําตอบของสมการ ( ) ( )1 3log x log x log x+ − = +  
 แลวผลบวกของสมาชิกทั้งหมดในเซต A B∪  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 1 *2. 2  3. 3  4. 4  
 
Problem.16 กําหนดให x  เปนจํานวนจริงบวกที่สอดคลองกับสมการ 253 9 27x x⋅ =  
 และ  ( )( ) ( )

( )( ) ( )
2 4 6

4 6 8

3 5 7
3 5 7

log log log
y

log log log
=

  
คาของ yx  เทากับขอใดตอไปนี้  

 1. 1
8

−  *2. 1
8

 3. 27−  4. 27  
 
Problem.17  ให R  แทนเซตของจํานวนจริง และ ถา 
  ( ){ }2 1 23 34 15 5 0x x xA x R −= ∈ − + =  และ 

  
1

5 5
15 125 6 1
2

xB x R log log
x

    = ∈ + = + +     
  

 แลวผลบวกของสมาชิกทั้งหมดในเซต A B∪  เทากับขอใดตอไปนี้ ( ตอบ 4  ) 
 
Problem.18 ถา A  แทนเซตคําตอบ ( )

1
323 1

3

2 1 4 0log x log x− + + >
 

 แลวเซต A  เปนสับเซตของสับเซตของชวงใดตอไปนี้  
 1. ( )0 3,  2. ( )1 4,  3. ( )2 5,  *4. ( )2 9,   
Problem.19 เซตคําตอบของอสมการ  3 3 2 272 72 2 3x x x+ ++ < +   เปนสับเซตของชวงใดตอไปนี้  
 1. ( )8 9log 7,log 8   *2. ( )9 8log 8, log 9  
 3. ( )8 7log 9, log 8   4. ( )9 8log 10, log 9  
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( )270 0, 1−o

( )0 , 360 1,0o o( )180 1,0−o

( )90 0,1o

ตรีโกณมิต ิ
 

1. ความรูพื้นฐานเกี่ยวตรีโกณมิติ 
 Co – function 

 1. sin A  =  ( )cos 90 A−o     
 2. tan A  =  ( )cot 90 A−o    
 3. sec A  =  ( )cosec 90 A−o  
 สูตรพื้นฐานของตรีโกณมิติ   

กําหนดให θ  เปนจํานวนจริง 
1. sin Atan A

cos A
=    เมื่อ cos 0θ ≠  

2. cos Acot A
sin A

=    เมื่อ  sin 0θ ≠  

3. 2 2sin cos 1θ θ+ =    
4. ถา cos 0θ ≠  แลว  2 2sec tan 1θ θ− =  
5. ถา sin 0θ ≠   แลว  2 2csc cot 1θ θ− =    

2. ฟงกชันตรีโกณมิติในวงกลม 1 หนวย 
                 คา sin   คือ   คา y  

คา cos   คือ   คา x  
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มุม 

อัตราสวนตรีโกณ 
0 o  , 360 o  90 o  180 o  270 o  

sin 0 1 0 0 

cos 1 0 -1 1 

tan 0 หาคาไมได 0 0 

cosec หาคาไมได 1 หาคาไมได หาคาไมได 

sec 1 หาคาไมได -1 1 

cot หาคาไมได 0 หาคาไมได หาคาไมได 
 

ผลสรุป เคร่ืองหมาย ±  ของฟงกชัน 
1.  จาก θsin=y   ดังนั้น θsin  จะเปน 
     บวกเฉพาะในจตุภาคที่  1 , 2  
2.  จาก θcos=x  ดังนั้น θcos  จะเปน 
     บวกเฉพาะในจตุภาคที่  1 , 4  
3.  จาก θtan=

x
y  ดังนั้น θtan  จะเปน 

     บวกเฉพาะในจตุภาคที่  1 , 3  
 

แนะวิธีสังเกตวามุมท่ีโจทยใหอยูในควอดรันตท่ีเทาใดอยางรวดเร็ว   
จะอยูในควอดรันตที่ 2  เมื่อใกล π  หรือ  เมื่อใกลคี่ π  
จะอยูในควอดรันตที่ 3  เมื่อเกิน π  มาหนอย หรือ  เมื่อเกินคี่ π  มาหนอย 
จะอยูในควอดรันตที่ 4  เมื่อใกล 2π  หรือ  เมื่อใกลคู π   
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3. สูตรของฟงกชันตรีโกณมิติ 
 สูตรผลบวก – ผลตาง 
 sin (A ± B)  =  sin cos cos sinA B A B±  
 cos (A ± B)  =  cos cos sin sinA B A Bm  

 tan (A ± B)  =  tan tan
1 tan tan

A B
A B
±

m
 

 
 ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม n เทา  

ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม 2 เทา ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม คร่ึงเทา 
 
 =

2
sin A

2
cos1 A−

±  

 =
2

cos A
2
cos1 A+

±  

 
2
Atan  =  1

1
cos A
cos A

−
±

+
 

 
 

ฟงกชันตรีโกณมิติของ มุม 3 เทา 

 
 sin 2A = 2 sin A cos A 
  = 

A
A
2tan1

tan2
+

 
 cos 2A = cos2 A + sin2 A 
  = 1cos2 2 −A  
  = A2sin21−  
  = 

A
A

2

2

tan1
tan1

+
−  

 tan 2A = 
A
A
2tan1

tan2
−

 

 

 
 =A3sin AA 3sin4sin3 −  
 =A3cos AA cos3cos4 3 −  
 =A3tan

A
AA

2

3

tan31
tantan3

−
−  
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 สูตรผลคูณผลบวกของฟงกชันตรีโกณมิติ  
สูตรผลคูณ สูตรผลบวก 

=−++ )sin()sin( BABA BAcossin2  





 −







 +

=+
2

cos
2

sin2sinsin BABABA  

=−−+ )sin()sin( BABA BAsincos2  





 −







 +

=−
2

sin
2

cos2sinsin BABABA  

=−++ )cos()cos( BABA BAcoscos2  





 −







 +

=+
2

cos
2

cos2coscos BABABA  

=−−+ )cos()cos( BABA BAsinsin2−  





 −







 +

−=−
2

sin
2

sin2coscos BABABA  

 
 สูตรผลตางกําลังสอง 
 ( ) ( )sin sinA B A B+ −    = 2 2sin sinA B−  
 ( ) ( )cos cosA B A B+ −   = 2 2cos cosA B−  
 
 สูตรยุบสามมุม 
 ( )tan A B C+ + =

tan tan tan
1 tan tan tan tan tan tan

A B C
A B B C A C

+ +
− − −

 
  ถา  90A B C ο+ + =   แลว  tan tan tan tan tan tanA B A C B C+ + = 1  

 
 คาต่ําสุด – สูงสุดของ AxbAxa cossin +  
 เจอ AxbAxa cossin +  ควรจัดรูป เปน =+ AxbAxa cossin )sin(22 θ++ Axba       
 โดยคาตํ่าสุดของ  AxbAxa cossin +  คือ     2 2a b+  
 คาสูงสุดของ  AxbAxa cossin +  คือ  2 2a b− +   
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4. ตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ (อินเวอรสของฟงกชันตรีโกณมิติ) 
 เราจํากัดโดเมนและเรนจของตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติเพื่อใหเปนฟงกชันดังนี้  

ฟงกชัน โดเมน x  เรนจ y  (มุม) 

arcsiny x=  [ ]1,1−  ,
2 2
π π −  

 

y ecx= arccos  ( ] [ ), 1 1,−∞ − ∪ ∞  ,0 0,
2 2
π π   − ∪     

 

y x= arctan  R  ,
2 2
π π − 

 
 

y x= arccos  [ ]1,1−  [ ]0,π  

y arc x= sec  ( ] [ ), 1 1,−∞ − ∪ ∞  ,0 0,
2 2
π π   − ∪     

 

y arc x= cot  R  [ ]0,π  

 
 ฟงกชันอินเวอรสตรีโกณของ )( x−       

)( θ−arcF  
1. xx arcsin)arcsin( −=−         เมื่อ  11 ≤≤− x  
2. xx arccos)arccos( −=− π    เมื่อ  11 ≤≤− x  
3. xx arctan)arctan( −=−             เมื่อ       Rx∈  
4. xarcxarc cot)cot( −=− π  เมื่อ       Rx∈  
5. xarcxarc sec)sec( −=− π  เมื่อ 11 ≥∪−≤ xx  
6. xarcxarc csc)csc( −=−     เมื่อ  11 ≥∪−≤ xx  

 
 
 
 



 

คณิตศาสตร (50) _______________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

 สูตรของฟงกชันเอกลักษณ  
BAf →:  จะได xxfof =− ))(( 1  ทุก Bx∈  BAf →:  จะได xxoff =− ))(( 1  ทุก Ax∈  

1.  xx =)sin(arcsin       เมื่อ  11 ≤≤− x  1. xx =)arcsin(sin     เมื่อ
22
ππ

≤≤− x  

2.  xx =)cos(arccos     เมื่อ  11 ≤≤− x  2. xx =)arccos(cos    เมื่อ π≤≤ x0  

3.  xx =)tan(arctan      เมื่อ  Rx∈  3. xx =)arctan(tan    เมื่อ
22
ππ

≤≤− x  

4.  xxarc =)cotcot(     เมื่อ  Rx∈  4. xxarc =)cot(cot    เมื่อ  π≤≤ x0  

5.  xxarc =)secsec(    เมื่อ  11 ≥∪−≤ xx  5. xxarc =)sec(sec  เมื่อ π≤≤ x0  
2

; π
≠x  

6.  xxarc =)csccsc(    เมื่อ  11 ≥∪−≤ xx  6. xxarc =)csc(csc  เมื่อ
22
ππ

≤≤− x 0; ≠x  
 

 กลุมอินเวอรสการคูณ                                                         
 arcsin x  =  1arccosec

x
 arccos x  =  1arcsec

x
 arctan x  =  1arc cot

x
 

 
 สูตรของกลุม FunctionCo −  
    arcsin arccosx x+ =

2
π  arctan arccotx x+ =

2
π  arcsec arccosx ecx+ =

2
π  

 
 สมบัติการยุบ arc  
 1. arctan arctanx y+ = arctan

1
x y
xy
+
−

 เมื่อ 1xy <   

 2. arctan arctanx y+ = arctan
1
x y
xy

π+
+

−
 เมื่อ 1 , 0 , 0xy x y> > >   

 3. arctan arctanx y+ = arctan
1
x y
xy

π+
−

−
 เมื่อ 1 , 0 , 0xy x y> < <   
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5. การแกสามเหลี่ยม 
 กําหนดใหรูปสามเหลี่ยม  ABC   ใด  ๆ  ถา  cba ,,   เปนความยาวของดานตรงขามมุม  BA ,   
     และ  C   ตามลําดับ  จะได 
 กฎของไซน 

c
C

b
B

a
A sinsinsin

==  

 กฎของโคไซน   
    Abccba cos2222 −+=  
    Bcaacb cos2222 −+=  
    Cabbac cos2222 −+=  
 
 

 

Ohmtinove Tip กฎของโคไซนและไซน ตางก็เปนสูตรที่ใชหาความยาวของดานและมุมของ 
                                สามเหลี่ยมไดทั้งคู  แตถาเราหัดสังเกตจะแยกออกเองไดวา  ควรเลือกใชสูตร 
                                ใดจึงจะดี ดังนี้ 
 

                     กฎของโคไซน                        กฎของไซน 
  
 หาดาน 

 

1. ดาน 2 ดาน 
2.  มุมตรงขามกับดานที่ตองการหา 

 

1.  มุมตรงขามที่ตองการหา 
2.  ดานและมุมที่อยูตรงขามกัน 1 คู 
 

   
  หามุม 

 

1.  ตองรูดานพรอมกันทั้ง 3  ดาน 
 

 

 

1.  ดานตรงขามมุมที่ตองการหา 
2.  ดานและมุมที่อยูตรงกัน 1 คู 

 
ขอเสนอแนะ 1. หาดาน จะใชกฎของโคไซน เมื่อรูดานมากกวามุม 
      จะใชกฎของไซน เมื่อรูมุมมากกวาดาน 
    2. หามุม  จะพบวาโจทยสวนใหญจะใชกฎของโคไซน     
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง ตรีโกณมิติ 
 
Problem.1 กําหนดให a  เปนจํานวนจริง และสอดคลองกับสมการ 
 ( )5 2 0 04sina cos a sinacos a .+ + =  
 คาของ ( )3 3125 75sin a cos a sinacos a+ +   เทากับเทาใด  ( ตอบ 1  ) 
 
Problem.2  ถา  01 cot 20

1 cot 25
x

ο− =
−

  แลว  x   มีคาเทาใด   ( ตอบ 2  ) 
 
Problem.3 คาของ ( ) ( ) ( )2 2 21 1 1 2 1 44log tan log tan ... log tanο ο ο+ + + + + +  
 เทากับเทาใด  ( ตอบ 22  ) 
 
Problem.4 ถา  5

cos sin
3

θ θ− =   แลวคาของ  sin 2θ   เทากับขอใดตอไปนี้   

 1. 4
13

 2. 9
13

 *3. 4
9

 4. 13
9   

Problem.5 ถา  ( )2 3sin cos
2

θ θ+ =   และ  0
4
πθ≤ ≤   แลว  ( )arccos tan 3θ   มีคาเทาใด       

( ตอบ 0  ) 
 

Problem.6 คาของ   − 
 

o o

o o

sin 30 cos30
sin10 cos10

  เทากับขอใดตอไปนี้   

 1. 1−  2. 1 *3. 2  4. 2−  
 
Problem.7 ถา 15sin ο  และ 15cos ο  เปนคําตอบของสมการ 2 0x ax b+ + =  
 แลวคาของ 4a b−  เทากับขอใดตอไปนี้  
 1. 1−  2. 1 *3. 2  4. 1 3 2+  
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Problem.8 กําหนดให  x  เปนจํานวนจริง 
 ถา sin cosx x a+ =   และ  sin cosx x b− =  
 แลวคาของ  sin 4x   เทากับขอใดตอไปนี้   
 1.  ( )3 31

2
a b ab−    2. ( )3 31

2
ab a b−  

 3. 3 3a b ab−    *4. 3 3ab a b−  
 
Problem.9 ให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม โดยที่  sin A = 53   และ  cos B = 35  
 คาของ cosC  เทากับขอใดตอไปน้ี  
 *1. 16

65
 2. 16

65
−  3. 48

65
 4. 33

65
−

  

Problem.10 คาของ  

44 44

1 1
44 44

1 1

n n

n n

cos n sinn

sinn cos n

ο ο

ο ο

= =

= =

−
∑ ∑

∑ ∑
 เทากับขอใด  ( ตอบ 2  ) 

 
Problem.11 กําหนดให ( )( ) ( ) ( ) 11 3 5 89

2n
sin sin sin ... sinο ο ο ο =

 
คาของ 4n  เทากับเทาใด 

 ( ตอบ 178  ) 
 
Problem.12 คาของ  cos36 cos72

sin 36 tan18 cos36

° − °
° °+ °

  เทากับเทาใด   ( ตอบ 0.5  ) 
 
Problem.13 ให A  เปนเซตคําตอบของ 

4
xcos x cos  =  

   
จํานวนสมาชิกในเซต ( )0 24A , π∩  

เทากับเทาใด  ( ตอบ 20  ) 
 
Problem.14 กําหนดให x  เปนจํานวนจริง 
 ถา 

4
arcsin x π

=   แลวคาของ ( )2

15
sin arccos xπ + 

 
 อยูในชวงใด  

 1. 10
2
, 

 
 

 2. 1 1
2 2
, 

 
 

 3. 1 3
22
,

 
  
 

 *4. 3 1
2
,
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Problem.15 ให  α   และ  β   เปนมุมแหลมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  โดยที่  tan a
b

α =
 

 ถา  
2 2 2 2

cos arcsin sin arccos 1a a
a b a b

      
+ =         + +      

   

 แลว  sin β   มีคาเทากับเทาใด  ( ตอบ 0.5  ) 
 
Problem.16 ให  1 1x− ≤ ≤    เปนจํานวนจริงซึ่ง    arccos arcsin

2552
x x

π
− =     

 แลวคาของ  sin
2552
π 

 
 

 เทากับขอใดตอไปนี้  

 1. 2x  *2. 21 2x−  3. 22 1x −  4. 2x−   
Problem.17 ถา   ( ) ( )arcsin 5 arcsin

2
x x π
+ =     แลวคาของ  ( )tan arcsin x   เทากับขอใด

ตอไปน้ี 
 *1. 1

5
 2. 1

3
 3.  1

3
 4. 1

2
 

 

Problem.18 คาของ  
1 1 7
5 3 9

5 12
13 13

tan arccot arc cot arctan

sin arcsin arcsin

 − +  
 +  

 เทากับเทาใด ( ตอบ 1  ) 

 
Problem.19 คาของ ( )7 13 21 31cot arccot arccot arccot arccot+ + +  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 11

4
 *2. 13

4
 3. 9

2
 4. 25

2   
Problem.20 กําหนดให ABC   เปนรูปสามเหลี่ยมที่มีมุม A   เทากับ 60 , 6BC =o    และ  

1AC =     คาของ cos 2B   เทากับขอใดตอไปน้ี  

 1. 1
4

 2. 1
2

 3. 3
2

 *4. 3
4  
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Problem.21 ให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม  

  
 ถามุม 30 135ˆˆABC , BACο ο= =   และ AD , AE   แบงมุม ˆBAC  ออกเปน 3  

สวนเทาๆกัน แลว EC
BC

 มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 1
3

 2. 3  3. 1
2

 4. 2  
 
Problem.22 กําหนดให    ABC     เปนสามเหลี่ยมที่มีดาน     AB  ยาว     2      หนวย      
 ถา  3 3 2 2BC AC BC AC+ = +  แลว cotC  มีคาเทากับเทาใด   
 *1. 1

3
 2. 1

2
 3. 1 4. 3  

 
Problem.23 ในรูปสามเหลี่ยม ABC  ใดๆ ถา a , b  และ  c  เปนความยาวของดานตรงขามมุม A  

มุม B   และ มุม C  ตามลําดับ แลว 1 1 1cos A cos B cosC
a b c

+ +  เทากับขอใด

ตอไปน้ี  

 *1. 
2 2 2

2
a b c

abc
+ +    2. ( )2a b c

abc
+ +

 
 3. ( )2

2
a b c
abc

+ +    4. 
2 2 2a b c
abc
+ +

  
Problem.24 กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมใดๆมีความยาวตรงขามมุม A , B  และ C  
 เปน a , b  และ c  หนวยตามลําดับ ถา 2 2 231a b c+ =  แลวคาของ  

( )3tanC cot A cot B+  เทากับเทาใด  ( ตอบ 0.2  ) 
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เมทริกซ 
 

1. ชนิดของเมทริกซท่ีนาสนใจ 
เมทริกซ นิยาม  

เมทริกซจัตุรัส 
Square  matrix 

เมทริกซที่มีจํานวนแถวเทากับจํานวนหลัก 

เมทริกซศูนย 
Zero matrix 0  เมทริกซสมาชิกทุกตัวเปนศูนย 

เมทริกซเอกลักษณ 
Identity matrix nI  

เมทริกซเฉียงชนิดหนึ่งที่สมาชิกทุกตัวในเสน
ทแยงมุมหลักจะตองเปนหนึ่ง 

เมทริกซเอกฐาน 
Singular  matrix เมทริกซจัตุรัสที่คา ของ  0det =  

เมทริกซมิใชเอกฐาน 
Non- Singular  matrix เมทริกซจัตุรัสที่คาของ   0det ≠  

 

2. ความรูพื้นฐานของเมทริกซ   

 การเทากันของเมทริกซ 
 เมทริกซเทากันก็ตอเมื่อ  มิมิติเดียวกัน และสมาชิกทุกตําแหนงเทากัน 

 การบวก – ลบของเมทริกซ 
 เมทริกซที่บวก – ลบ กันไดตองมีมิติเทากัน  นําสมาชิก ณ ตําแหนงเดียวกันมาบวก – ลบ กัน 

 

 การคูณเมทริกซ 
 - การคูณเมทริกซดวยคาคงที่  ทําโดย นําคาคงที่คูณไปในทุกสมาชิก 
 - การคูณเมทริกซดวยเมทริกซ  คูณไดก็ตอเมื่อ  จํานวนหลักของเมทริกซตัวต้ังเทากับจํานวนแถว 
          ของเมทริกซตัวคูณ และผลคูณที่ไดจะมีมิติเทากับ   

“แถวของเมทริกซตัวตั้ง ( ตัวตั้ง ) ×หลักของเมทริกซตัวคูณ” 
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 - สมบัติเกี่ยวกับการคูณของเมทริกซ 
  ถา ,A B  และ C  เปนเมทริกซที่บวก ลบ และคูณกันได และ k  เปนจํานวนจริงใดๆ แลว 
  1.  ถา A เปนเมทริกซจัตุรัสแลว ....nA A A A A= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
  2. AI  =  IA   =  A  ( I  คือ เมทริกซเอกลักษณ ) 
  3. ( )k AB   =  ( )kA B  =  ( )A kB  =  ( )AB k  
  4. ( )AB C  =  ( )A BC  
  5. ( )A B C+   =  AB AC+  
  6. ( )A B C+  =  AC BC+  
  7. ( )nkA  =  n nk A⋅  
  8. AB   อาจจะเทากันหรือไมเทากับ BA  ก็ได 
  9. ถา 0AB =  แลว 0A =  หรือ 0B =  หรือ , 0A B =  
  10. AB = AC   ไมจําเปนที่  B C=  
  11. ( )2A B+ = 2 2A AB BA B+ + +  
 
 เมทริกซทรานสโพส ( tA  ) คือ เมทริกซที่มีการสับแถวเปนหลัก หรือ สลับหลักเปนแถว 
 สมบัติของเมทริกซทรานสโพส 
 1. ( ) tA F± t tA F= ±   เมื่อ  F  เปน  nm×   เมตริกซ        
 2. ( ) tAB tt AB=   
 3. ( ) tABC t t tC B A=   
 4. ( ) tcA  tAc=    เมื่อ  c   เปนคาคงตัว                     
 5. ( )ttA A=      
 6.  ( )ntA ( ) tnA=  
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3.  ดีเทอรมิแนนต   
 ดีเทอรมินันต ( det )   คือ  คาสําเร็จ ( ตัวเลข ) ที่ไดจากการคํานวณเมทริกซจัตุรัสดวยกระบวนการ
ทางคณิตศาสตร  การหาคาดีเทอรมินันต (det)  ทําได 2  แบบ 
 1. ใชสูตรเฉพาะ )11( ×  , )22( ×  และ 33×  มิติ 
 2. ใชสูตรมาตรฐาน ( ใชไดกับเมทริกซจัตุรัสทุกชนิดแตหาไดยุงยาก    ดังน้ันควรใชกับเมทริกซที่

มากกวา 33×  มิติ )  
 สูตรเฉพาะบทนิยาม    การหา  det ( 1x1 ) , ( 2x2 ) และ ( 3x3 ) มิติ             

1. ถา A  เปนเมทริกซมิติ  11×  ซึ่ง [ ]A a=   แลว )det(A  = a  =  a  
 
 

2. ถา A  เปนเมทริกซมิติ  22×  ซึ่ง  A a b
c d

=








   แลว  )det(A  = 

dc
ba  =  ad bc−  

 
 

3. ถา A  เปนเมทริกซมิติ  33×   ซึ่ง A
a b c
d e f
g h i

=

















  แลว  

 )det(A  = 
ihg
fed
cba

 =  
ihg
fed
cba

   
a
d
g

   
b
e
h

 =  ( ) ( )aei bfg cdh gec hfa idb+ + − + +  

    JUM!   คูณลงเคร่ืองหมายเหมือนเดิม  คูณลงเคร่ืองหมายตรงขาม 
 

 

 การหาคา )det(A  โดยการกระจายโคแฟกเตอร 
   

   1. =)det(A   แถวของ A  คูณกับแถวของ Cofactor A     หรือ 
   2. =)det(A  หลักของ A  คูณกับหลักของ Cofactor A  โดยที่  Cofactor [ ]A  = [ ]( )− +1 i j

ijM  
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คําศัพทท่ีควรรูจักเพิ่มเติม 
 1. Minor (ไมเนอร) 

 

      กําหนด A  เปนเมทริกซจัตุรัส nn×  มิติ โดยที่  2≥n  
     ไมเนอรของ aij   คือ  ดีเทอรมินันต   ของเมทริกซที่เกิดจากการตัดแถวที่ i  และ  หลักที่  j  
      เขียนแทนไมเนอรของ aij  ดวย )(AMij  
 

            JUM!      ไมเนอร  คือ det ที่เกิดจากการตัดแถวตัดหลัก 
 
 2. โคแฟกเตอร   (Cofactor) 

       

      กําหนด A  เปนเมทริกซจัตุรัส  nn×  มิติ   โดยที่  2≥n  
      โคแฟกเตอร (Cofactor)  ของ  aij   คือ   ผลคูณของ ji+− )1(   และ  )(AMij  
      เขียนแทนโคแฟกเตอร ของ  aij   ดวย )(ACij   หรือ  =)(ACij )()1( AMij

ji+−  
 

      JUM! ไมเนอรใสประจุ โดย แถว +  หลัก เปนจํานวนคู จะเปนบวก 
     โดย แถว +  หลัก เปนจํานวนคี่ จะเปนลบ 
 
 3. โคแฟกเตอรเมทริกซ   คือ  เมทริกซที่มีสมาชิกเปนโคแฟกเตอร 
 
 4. เมทริกซผูกผัน ( ( )adj A )  คือ  โคแฟกเตอรเมทริกซ   ทรานสโพส  
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คุณสมบัติของดีเทอรมินันต  
 สําหรับโจทยที่ซับซอนแลวการหาคาดีเทอรมินันตอาจทําไดหลายวิธี การรูจักนําคุณสมบัติมาใชจะ
ทําใหการหาคาดีเทอรมินันตทําไดงายขึ้น ซึ่งเราจะแบงคุณสมบัติของดีเทอรมินันตออกเปน 2 กลุม    
ดังน้ี 
 1. แบบ Micro (แบบดูสมาชิกภายใน) 
 2. แบบ Macro (แบบไมดูสมาชิกภายใน) 

 

              แบบ  Micro แบบ  Macro 
 

1. ถาสลับสองแถวหรือสองหลักของเมทริกซ 
 แลวคาของ det  จะเปนคาตรงขามเดิม 
2. ถาเมทริกซ มีแถว หรือ หลักใดเปนจํานวน 
 เทากันdet 0=  
3. นําคาคงที่คูณแถวหรือ    หลักของเมทริกซ   
 det จะตองถูกคูณดวยคาคงที่น้ันเทาน้ัน 
 คร้ังดวย 
4. นําคาคงที่คูณหลักหรือแถวใดแลวนําไป 
 บวกที่แถวหรือหลักหน่ึง  คา det จะเทา 
 เดิม 

 

กําหนดให BA ,   เปนเมทริกซ nn×   ใดๆ  
และ  Rk ∈  
1. )det()det()det( BAAB =  
2. )det()det( AAt =  
3. 

)det(
1)det( 1

A
A =−  

4. )det()det( AkkA n=  
5. nn AA )][det()det( =  
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4. การหาตัวผกผันการคูณของเมทริกซ 
 

สูตรเฉพาะ ( 1 1 2 2× ×,  มิติ  ) 
 

สูตรมาตรฐาน  ( n n× มิติ  ) 
 

 

1. ถา  [ ]A a=     โดยที่  a ≠ 0 แลว 

   A
a

− =






1 1  

2. ถา  A
a b
c d

=








  และ det A ≠ 0  แลว 

   A
A
d b
c a

− =
−

−










1 1
det

 
 

 

A
A
adj A− =1 1

det
( )  

 
adj A( ) คือ เมทริกซผูกพันของ A  

( adjoint A ) 
adj A( ) = [ .( )]cof A t  

 
 

      รูปแบบประยุกตของตัวผกผัน  
สูตรการหาตัวผกผันการคูณของเมทริกซ 1−A  สูตรที่ออกขอสอบปจจุบัน 

              
 

A
A
adj A− =1 1

det
( )  

    

   1. adj A A A( ) det( )= −1  
   2. Aadj A A I( ) [det( )]=  
   3. det( ( )) [det( )]adj A A n= −1  
   4. AAAadjadj n ⋅= −2][det))((  
 

 
 
 

5. การแกระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซสามารถทําได 3 วิธี 
 1. การแกระบบสมการเชิงเสนดวยอินเวอรสการคูณ 
 2. การแกระบบสมการเชิงเสนดวยกฎของคราเมอร (ใชดีเทอรมินันต) 
 3. การแกระบบสมการเชิงเสนดวยกฎของเกาส  (การดําเนินการตามแถว)  
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หลักการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธี 
1. การแกระบบสมการเชิงเสนดวยอินเวอรสการคูณ 
 เขียนสมการเชิงใหอยูในรูปสมการเมทริกซ 

BAX =  
 หาอินเวอรสการคูณของ A  
 นํา 1−A  คูณจะไดคําตอบ  BAX 1−=  
2. การแกระบบสมการเชิงเสนดวยกฎของคราเมอร  
 เขียนสมการเชิงใหอยูในรูปสมการเมทริกซ 

BAX =  
 หาคําตอบโดยหาคา det  

A
xx

det
det

=  

A
yy

det
det

=  

z
z
A

=
det
det

 
3. การแกระบบสมการเชิงเสนดวยกฎของเกาส  
 เขียนสมการเชิงใหอยูในรูปเมทริกซแตงเดิม   

[ ]A BM  
 ใชการดําเนินตามแถวหาคําตอบ  [ ]I CM    
 การดําเนินตามแถว A B~  คือ              
 1. สลับแถวได          
 2. คูณคาคงตัวกับแถวได 
 3. นําคาคงตัวคูณกับแถวอ่ืน    แลวบวกกับแถวที่จะ 
  เปลี่ยนได       

 
6. การหาตัวผกผันของเมทริกซจากวิธีการดําเนินการตามแถว 

 
                    กําหนดเมทริกซ A   ที่มีมิติ nn×   โดยที่ 0)det( ≠A   แลว จะสามารถใชการ 
                    ดําเนินการตามแถวเพื่อหาตัวผกผันของเมทริกซ  
                           [ ]nIA M     ใชการดําเนินการตามแถวจัดรูปจนได    [ ]BIn M  
                    จะไดวา  1−= AB   
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง เมทริกซ 
 
Problem.1   ให a ,b ,c ,d  เปนจํานวนจริง 

 ถา 5 5 6 4 5
3

2 1 3 2 2

a a a

c c

b b
d d d

     +
= +     −       

 
แลวคาของ b c+  เทากับขอใด  ( ตอบ 4  ) 

 

Problem.2 ให  , ,x y z และ  w   สอดคลองกับสมการ   

 1 0 1 2 1 1 0
1 0 2 1

x y
w y z w

− −       
=       − −         

 
คาของ  4 3 2w z y x− + −   เทากับเทาใด   ( ตอบ 6  ) 

 

Problem.3   กําหนดให 0 1 1 1
0 1 0 0

A , B   
= =   
   

 และ 1 1
0 2

C
− 

=  
   

 
คาของ ( )22 t tdet A BC B C+ +  เทากับขอใดตอไปน้ี  

 1. 1−  2. 0  *3. 2  4. 6   

Problem.4   กําหนดให A  เปนเมทริกซที่มีมิติ 2 2×   และ  ( )det 4A =    ถา  I เปนเมทริกซ
เอกลักษณและ 3A I−  เปนเมทริกซของฐาน     แลว  ( )det 3A I+   เทากับขอใด
ตอไปน้ี  

 1. 0  2. 6  3. 13  *4. 26  
 

Problem.5 ให  A   และ  B   เปนเมทริกซที่มีขนาด  2 2×   โดยที่ 

 4 4
2

5 6
A B

− − 
− =  

 
  และ  5 8

2
4 0

A B
− − 

− =  
 

  

 คาของ  ( )4 1det A B−  เทากับเทาใด  ( ตอบ 32  ) 
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Problem.6 กําหนดให X  เปนเมทริกซที่สอดคลองกับสมการ 

 
3 2

1 2 2 1 2
4 1 4

4 3 0 1 3
3 1

X
 

− −     + =          −   

 
แลวคาของ ( )( )2 t tdet X X X+  เทากับขอใดตอไปน้ี  ( ตอบ 396 ) 

 

Problem.7 กําหนดให 
2

2

70 4010 3
0 5010 1

cos sincos ecA , B
cossec

ο οο

ο

   
= =   

  
 และ 

 
2

2

20 0
80 10

cos
C

sin cos

ο

ο ο

 
=  
   

 
คาของ ( )det A B C+    เทากับขอใด ( ตอบ 3  ) 

 

Problem.8   ถา  A   และ  B   เปนเมทริกซซึ่ง  3 4
2

3 6
A B  
− =  

 
  และ 1 2

2
4 2

A B
− 

+ =  − 
   

 แลว  −1( )AB   คือเมทริกซในขอใดตอไปน้ี   

 1.  
1 0
4
1 1

 − 
 

− 

 2. 
1 0

11
4

− 
 
 −
 

 3. 
11
4

0 1

 
 
 

− 

 *4.  
1 1

10
4

− 
 
 
 

 
 

Problem.9 กําหนดให 1 1
1 1

A  
=  − 

 และ x y
B

y z
 

=  
   

 
ถา 1 2 0

0 4
A BA− − 

=  
 

 แลวคาของ xyz  เทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 3−  2. 1−  3. 0  4. 1  

Problem.10 กําหนดให x  เปนจํานวนเต็มและ 2 1x
A

x x
 

=  
 

 เปนเมตริกซที่มี 3det A =  

 ถา B  เปนเมตริกซมีมิติ 2 2×  โดยที่ 1 2BA BA I−+ =  เมื่อ I  เปนเมตริกซ 
 เอกลักษณการคูณมิติ  2 2×  แลวคาของ det B  อยูในชวงใดตอไปน้ี  
 1. [ ]1 2,  2. [ ]1 0,−  *3. [ ]0 1,  4. [ ]2 1,− −  
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Problem.11  ให a ,b ,c ,d ,t  เปนจํานวนจริง 

 ถา a b
A

c d
 

=  
 

 โดยที่ 0det A t= ≠  และ ( )2 1 0det A t A−+ =  

 แลวคาของ ( )2 1det A t A−−  เทากับขอใด  ( ตอบ 4  ) 
 

Problem.12 กําหนดให 
2 2 3

1 1 0
0 1 4

TA
−

= −
 
 
 
  

  สมาชิกในแถวที่ 2   และหลักที่ 3  ของ 1A−   

 เทากับขอใดตอไปน้ี     

 1. 2
3

−  2. 2−  *3. 2
3

 4. 2  
 

Problem.13 กําหนดให  , ,x y z   สอดคลองกับระบบสมการ 
2 2 5

3 6
4

x y z
x y z
x y z

− − = −

− + = −

− + − =  

 
ขอใดตอไปน้ีถูก  

 *1. 2 2 2 6x y z+ + =   2. 2x y z+ + =   

 3. 6xyz =    4.  2
xy
z

= −
  

Problem.14 กําหนดให  
x

X y
z

 
 =  
  

  สอดคลองกับสมการ  AX C=   เมื่อ   
1 2 1
2 0 1
0 1 2

A
 
 = − 
  

 , 

 
1 1 0
2 0 1
1 4 0

B
− 

 = − 
  

  และ  
2
2
3

C
 
 = − 
  

  ถา  ( )2
a

A B X b
c

 
 + =  
  

  แลว a b c+ +  มี 

 คาเทากับเทาใด   
 1. 3  2. 6  *3. 9  4.  12  
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เวกเตอร 
 
1. ความรูเบ้ืองตนเก่ียวกับเวกเตอร 
 - ปริมาณที่สนใจขนาดเพียงอยางเดียว   เรียกวา ปริมาณสเกลาร 
  ปริมาณที่สนใจทั้งขนาด และ ทิศทาง  เรียกวา ปริมาณเวกเตอร 
 - AB

uuur
 เปนสัญลักษณ แทนเวกเตอร AB  โดยมีจุดเร่ิมตนที่ A  และ จุดสิ้นสุดที่ B  

  โดยใช AB
uuur

 แทนขนาดของเวกเตอร AB  
 - เวกเตอรขนานกันก็ตอเมื่อทั้งสองมีทิศทางเดียวกัน หรือทิศทางตรงกันขาม  
 - เวกเตอรเทากันก็ตอเมื่อเวกเตอรทั้งสอง มีขนาดเทากันและทิศทางเดียวกัน  เขียน 
  แทนดวย u   =   v  
 - นิเสธของเวกเตอร คือ เวกเตอรที่มีขนาดเทากับขนาดเทากัน แตมีทิศทาง 
          ตรงกันขามกัน เขียนแทนดวย u−  
 
2. การบวก – ลบ เวกเตอร 
 

 
  ให u  และ  v  เปนเวกเตอรใดๆ เลื่อน v  ใหจุดเร่ิมตนของ v  อยูที่จุดสิ้นสุดของ  u   
  ผลบวกของ u  และ v  เขียนแทนดวย u  +  v   คือเวกเตอรที่มีจุดเร่ิมตนที่จุดเร่ิมตน 
  ของ u  และจุดสิ้นสุดอยูจุดสิ้นสุดของ v  
 
      

 เวกเตอรศูนย  (zero vector) คือเวกเตอรที่มีขนาดเปนศูนย เขียนแทนดวย 0  
 
     

  ให u  และ  v  เปนเวกเตอรใดๆ   
   ผลลบของ u  และ v   หมายถึง ผลบวกของ u  และนิเสธของ v  เขียนแทน  
   ดวยน่ันคือ  )( vuvu −+=−  
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3. หลักการทําโจทยเวกเตอรในระนาบใดๆ  
  

   1.  เร่ิมทําจากการบวกลบเวกเตอรดวยการเชื่อมอักษร 
        การบวกลบเวกเตอรแบบเชื่อมตัวอักษรเปนสิ่งที่จําเปน เพราะจะทําใหเราคิดโจทยได 
        รวดเร็วข้ึน   ซึ่งทําไดอยางรวดเร็วดังน้ี 
       1.1  การบวกเวกเตอร    (พยายามหาคูเชื่อม.....) ตัดตัวซ้ําทิ้งและจะไดผลลัพธคือ  น....ล 
       1.2  การลบเวกเตอร     
               ถาสลับตัวอักษรแบบนิเสธแลวมีคูเชื่อมซึ่งสามารถทําใหบวกกันไดงาย 
               ถาเร่ิมตนที่จุดเดียวกัน                             ตัดตัวซ้ําทิ้งและจะไดผลลัพธคือ  ล....น 
   2.  ใชรูปที่โจทยกําหนดเปนตัวชวย 
   3.  ใชขอกําหนดที่โจทยใหเปนตัวชวย 

     4.  ใชความรูหรือกฎทางเรขาคณิตเขาชวยคิด 
 

 

            Note    
 1. ผลรวมของรูปปดตองเปนเวกเตอรศูนย ( 0  ) 
 2. จุดแบงภายในของรูปสามเหลี่ยม   

            
 
 3. โจทยกําหนดสมการของเวกเตอร 2  เวกเตอร uv  กับ vv  และมีเงื่อนไขวา 
  1. ถา uv  ขนานกับ vv   ใหเราจัดรูปสมการใหเหลือ  vku vv ⋅=  แลวสรุปคา k  โดย 
   1.1  มีทิศทางเดียวกัน         จะไดวา  0>k  
   1.2  ไมระบุทิศทาง             จะไดวา  0≠k  
   1.3  มีทิศทางตรงกันขาม    จะไดวา  0<k  
  2.  ถา uv  ไมขนานกับ vv   ใหเราจัดรูปสมการใหเปน  vbua vv ⋅=⋅  
   จะไดวา  0=a   และ  0=b  

  ( )1AD nu mv
m n

= +
+

uuur r r  u
r

 v
r

 

m  n  
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4. เวกเตอรในระบบพิกัดฉาก 
 4.1 การสรางเวกเตอร  
  การสรางเวกเตอร  2 มิติ  
  ถากําหนดจุด 2 จุด คือ ),( 11 yxA  และ 2 2 2( , , )B x y z  เราสามารถสรางเวกเตอร AB  
  ไดจาก  2 1

2 1 2 1
2 1

( ) ( )
x x

AB x x i y y j
y y
− 

= = − + − − 

v v  

  การสรางเวกเตอร 3 มิติ 
  ถากําหนดจุด 2 จุด คือ 1 1 1( , , )A x y z  และ ),( 22 yxB  เราสามารถสรางเวกเตอร AB  

  ไดจาก 
2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1

( ) ( ) ( )
x x

AB y y x x i y y j z z k
z z

− 
 = − = − + − + − 
 − 

vv v  

 4.2 พีชคณิตของเวกเตอร  

บทนิยาม เวกเตอรในระบบพิกัดฉาก 
สองมิติ 

เวกเตอรในระบบพิกัดฉาก 
สามมิติ 

การเทากัน   







=








d
c

b
a  ก็ตอเมื่อ  

  ca =  และ db =  














=

















f
e
d

c
b
a

 ก็ตอเมื่อ 

ebda == ,  และ fc =  
การบวก
เวกเตอร 









+
+

=







+








db
ca

d
c

b
a  

















+
+
+

=















+

















fc
eb
da

f
e
d

c
b
a

 

การลบเวกเตอร   








−
−

=







−








db
ca

d
c

b
a  

















−
−
−

=















−

















fc
eb
da

f
e
d

c
b
a

 

เวกเตอรศูนย   เวกเตอรศูนย คือ 







0
0  เวกเตอรศูนย คือ 

















0
0
0

 

การคูณเวกเตอรดวย 
สเกลาร   









=








b
a

b
a

α
α

α  

เมื่อ α  เปนจํานวนจริงใดๆ 














=

















c
b
a

c
b
a

α
α
α

α  

เมื่อ α  เปนจํานวนจริงใดๆ 
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 4.3 การขนานกันของเวกเตอร      
  u

r
และv

r
 ขนานกันก็ตอเมื่อ มีจํานวนจริง c ทําให u cv=

r r
 เมื่อ u

r
และv

r
 ไมใชเวกเตอรศูนย 

 4.4 ขนาดของเวกเตอรในสองมิติ  และสามมิติ  
  สองมิติ   

1.  ถากําหนดจุด 2 จุด  จะได 

      







−
−

=
12

12

yy
xx

PQ     

     2
12

2
12 )()( yyxxPQ −+−=  

     
             

 

2.  ถากําหนดมาเปนเวกเตอร 

      







=
b
a

AB     

     22 baAB +=  

 
  สามมิติ   

1.  ถากําหนดจุด 2 จุด  จะได 

   
















−
−
−

=

12

12

12

zz
yy
xx

AB     

  2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxAB −+−+−=  

              
  

 

2.  ถากําหนดมาเปนเวกเตอร 

   















=
c
b
a

AB     

  222 cbaAB ++=  
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 4.5 เวกเตอรหนึ่งหนวยใน  สองมิติ  และสามมิติ   
ชนิด        สูตร 

 

เวกเตอรหน่ึงหนวยใน สองมิติ ( 







=
b
a

AB  ) 

 

        








+ b
a

ba 22

1  
 

 

เวกเตอรหน่ึงหนวยใน  สามมิติ  ( 















=
c
b
a

AB  ) 
    

















++ c
b
a

cba 222

1  

 

 
5. ผลคูณเชิงสเกลาร  

 
          

     1.  ถา    jyixu 11 +=     และ  jyixv 22 +=   ผลคูณเชิงสเกลารของ    u     และ  v   คือ 

          1 2
1 2 1 2

1 2

x x
u v x x y y

y y
   

⋅ = ⋅ = +   
   

  

     2.  ถา    kzjyixu 111 ++=  และ kzjyixv 222 ++=   ผลคูณเชิงสเกลารของ u   และ v  คือ 

          
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

x x
u v y y x x y y z z

z z

   
   ⋅ = ⋅ = + +   
      

    

  

       เขียนแทนดวย  vu ⋅  
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    คุณสมบัติท่ีสําคัญของผลคูณเชิงสเกลาร 
      ให  ,u v   และ  w   เปนเวกเตอรใดๆ ในสองมิติ  หรือสามมิติ  และ a   เปนสเกลาร  จะไดวา 
       1.  uvvu ⋅=⋅   
       2.  wuvuwvu ⋅+⋅=+⋅ )(   
       3.  )()()( vauvuavua ⋅=⋅=⋅  
       4.  00 =⋅u   
       5.  1=⋅=⋅=⋅ kkjjii   และ  0=⋅=⋅=⋅ kjkiji  
 

 
       สูตรของเวกเตอร 

 

      ถา  u   และ  v    เปนเวกเตอรใดๆในระนาบ  และ  θ   เปนมุมระหวาง  u  กับ  v   แลว  
                                                              θcosvuvu =⋅  
 

 

            Note    เวกเตอร u
r
และv

r
ต้ังฉากกัน เมื่อ u v⊥

r r
  

       ขนาดกําลังสอง 
   

1.  2uuu vvv =⋅  

 
 

1.  θcos2222 vuvuvu vvvvvv ++=+  
 

2.  θcos2222 vuvuvu vvvvvv −+=−  
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6. ผลคูณเชิงเวกเตอร   
 6.1   

                

 6.2 ถา  















=

3

2

1

a
a
a

u   และ  















=

3

2

1

b
b
b

v     แลว 1 2 3

1 2 3

i j k
u v a a a

b b b
× =

r r  (คิดเหมอืนการหา det ) 

 6.3 
                  

 คุณสมบัติท่ีสําคัญของผลคูณเชิงเวกเตอร 
 1. ให  ,u   v   และ  w   เปนเวกเตอรใดๆ ในสามมิติ  และ k   เปนจริงใดๆ  จะไดวา 
  1.1  )( uvvu ×−=×   
  1.2 )()()( wvwuwvu ×+×=×+   
  1.3 )()()( wuvuwvu ×+×=+×  
  1.4 )()( vukvku ×=×  
  1.5 )()( vukvuk ×=×  
  1.6   0=×uu  
  1.7  jikikjkji =×=×=× ,,  
  1.8   k j i , j i k ,i k j× = − × = − × = −  
  1.9   ( ) ( )u v w u v w× × ≠ × ×  
  1.10 ( ) ( ) ( )u v w u w v u v w× × = ⋅ − ⋅  
 2. wvuwvu ⋅×=×⋅ )()(  
 

 

ผลลัพธของ u v×
r r

 คือ c
r

 ซึ่งคือเวกเตอรที่ต้ังฉากกับ u
r

 และ v
r
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 6.4 สูตรของเวกเตอรในสามมิติ 
   

 ถา  0≠u   และ  0≠v   และθ   เปนมุมระหวาง u   และ  v  °≤≤° 1800; θ จะไดวา   
                                           θsinvuvu =×    
 Note   
  1.  u v v u× = ×                              2.  ( )2 2 2 2u v u v u v× = − ⋅  
 

 
7. การประยุกตเวกเตอร 

   

 เวกเตอรสามมิติสามารถนํามาใชหาพื้นที่และปริมาตรไดดังน้ี 
 1. พื้นที่ของสี่เหลี่ยมดานขนานที่มี u  และ v  เปนดานประกอบ  = vu×  
 2. พื้นที่ของสามเหลี่ยมที่มี u  และ v  เปนดานประกอบ  =  

2
1

vu×  
 3. ปริมาตรของกลองทรงสี่เหลี่ยมดานขนานที่มี vu ,  และ w   เปนดานประกอบ   

  = | u ⋅ ( v  × w )| = 
321

321
321

   w   ww
   v   vv
   u   uu

   

 4. vu ,  และ w   อยูในระนาบเดียวกันเมื่อ 
321

321
321

   w   ww
   v   vv
   u   uu

 = 0 
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง เวกเตอร 
 
Problem.1 กําหนดให ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ,M  เปนจุดบนดาน AD   

 ซึ่ง  1
5

AM AD=   และ N   เปนจุดบนเสนทแยงมุม AC  ซึ่ง 1
6

AN AC=   

 ถา       MN a AB b AD= +  แลว   a b+     เทากับขอใดตอไปน้ี   

 *1. 2
15

 2. 1
5

 3. 1
3

 4. 1 
 

Problem.2 กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมที่มี D  เปนจุดบนดาน AC  และ F  เปนจุดบน 
 ดาน AC  ถา 1

4
AD AC=  , 1

3
BF BC=  และ  DF aAB bBC= +    

 แลว  a
b

 มีคาเทาใด ( ตอบ  9 ) 
 

Problem.3 กําหนดให ( ) ( )4 6A a,b , B ,−   และ  ( )1 4C ,= −  เปนจุดยอดของสามเหลี่ยม  

  ABC   ถา P  เปนจุดบนดาน AB  ซึ่งอยูหางจากจุด A  เทากับ 3
5

 ของระยะระหวาง  

  A  และ B   และเวกเตอร 2
___
CP i j= +  แลว a b+  เทากับเทาใด  ( ตอบ  3) 

 

Problem.4 ให  ,u v   และ  w   เปนเวกเตอร  กําหนดโดย   
  2 3 , 2 ,u i j k v i dj k w ai bj ck= + + = − + = + +   
  เมื่อ , , ,a b c d  เปนจํานวนจริง 
  ถา  ( )2 , 3 ,u w u v w v w i qj rk⋅ = ⋅ + = + = + +   เมื่อ  ,q r    
  เปนจํานวนจริง และ  w   ขนานกับ  2 1 1

3 2 3
i j k− + +   แลวหาคาของ   

  4 2a b c+ +   เทากับเทาใด ( ตอบ  3) 
 

Problem.5  กําหนดให 2 5u i j= −  และ 2v i j= +   
  ให w  เปนเวกเตอร โดยที่  11u w⋅ = −  และ 8v w⋅ = ถา θ  เปนมุมแหลมที่เวกเตอร w   
  ทํามุมกับเวกเตอร 5i j+   แลว 2tan sinθ θ+  เทากับเทาใด  ( ตอบ  2 ) 
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Problem.6 กําหนดให  u   และ  v   เปนเวกเตอรซึ่ง   u v u v⋅ ≠     
  ถา  ( ) ( )2 3 2a v u u b u v− + = +   แลวคาของ a  อยูในชวงใดตอไปน้ี  

  1. 10,
2

 
 

 *2. 1 ,1
2
 

 
 3. 31,

2
 

 
 4. 3 ,2

2
 

 
 

 

Problem.7 กําหนดให  u   และ  v   เปนเวกเตอรที่มีขนาดหนึ่งหนวย 
 ถาเวกเตอร  2u v+   ต้ังฉากกับเวกเตอร 2u v+   แลว  u v⋅  เทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 4
5

−  2. 0  3. 1
5

 4. 3
5  

 

Problem.8 ให  a  และ  b   เปนเวกเตอร  กําหนดโดย  1 3
2

a i j pk= + −    

 และ 3 2b pi j pk= − + +  
 เมื่อ p เปนจํานวนจริง  ถา  a   ต้ังฉากกับ  b   และ  ขนาดของ  b  เทากับ  3  แลว 
 คาของ  p  อยูในชวงใดตอไปน้ี   
 1. 33,

2
 − − 
 

 *2. 3 ,0
2

 − 
 

 3. 30,
2

 
 
 

 4. 3 ,3
2

 
 
   

 

Problem.9 กําหนด u  และ v  เปนเวกเตอรใดๆ โดยที่ 1 3u , v= =  และ u  ทํามุม 60ο  
  กับ v  คาของ 

2
u v
u v
+
−

 เทากับขอใดตอไปนี้  

  1. 13
19

 *2. 13
7

 3. 1 4. 7
19  

 

Problem.10 ให  ,u v   และ  w   เปนเวกเตอรในระนาบและ x, y  เปนจํานวนจริง 
  โดยที่ 4 3u xi yj , v i j= + = −   และ  2w i j= +  
  ถา 2 2 2u v u v− = +   และ  5 5 21x y+ =  
  แลวคาของ u w⋅  เทากับขอใดตอไปน้ี  
  1. 5  *2. 6  3. 10  4. 14  
 

Problem.11 กําหนด u  และ v  เปนเวกเตอร โดยที่ 3 3 4u i j , v , u v= + = − =  
  คาของ u v+  เทากับขอใดตอไปน้ี  
  1. 6  *2. 10  3. 13  4. 4  
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จํานวนเชิงซอน 
 
ความรูพื้นฐานของจํานวนเชิงซอน 
1. การสรางจํานวนเชิงซอน (Construction of Complex Number) 

 
               กําหนดให  1−=i   และ i    ถูกเรียกวาหน่ึงหนวยจินตภาพ  ( Unit of imaginary ) 
 

 
                                

                              สําหรับจํานวนเซิงซอน ),( baZ =   เมื่อ a  และ b  เปนจํานวนจริง 
               เรียก  a   วาสวนจริง (real part) ของ Z  และแทนดวย  )Re(Z  
               เรียก  b   วาสวนจินตภาพ (imaginary part)  ของ Z  และแทนดวย  )Im(Z  

 
 

 จํานวนเชิงซอนสามารถเขียนไดถึง 4  แบบ   คือ 
      Normal       Coordinate         Polar        Engineer 

 

       biaZ +=  
 

 

      ),( baZ =  
 

)sin(cos θθ irZ +=  

      

     θ∠= rZ  
 

 การหาคาของ ni  
 

 

     การหาคาของ ni  แบบทั่วไป 
 

 

ใหเอาเลขชี้กําลัง n  หารดวย 4 ถา 
เหลือเศษ  1  แลวคาของ ni i=         
เหลือเศษ  2  แลวคาของ 1ni =  
เหลือเศษ  3  แลวคาของ ni i= −   
ลงตัวพอดี    แลวคาของ 1ni =  
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 การหาผลบวกของ  
   

          ถา n   เปนจํานวนเต็มบวกแลว 
                               1.  1 2 3 0n n n ni i i i+ + ++ + + =     เสมอ 
                               2.  321 +++ ⋅⋅⋅ nnnn iiii       1−=   เสมอ 
 

 

 พีชคณิตของจํานวนเชิงซอน 
 

     กําหนดให    biaZ +=1  
                         dicZ +=2  
                         1.  การบวก              idbcadicbiaZZ )()()()(21 +++=+++=+  
                         2.  การลบ                 idbcadicbiaZZ )()()()(21 −+−=+−+=−  
                         3.  การคูณคาคงที่            kbikabiakkZ +=+= )(1  
                         4.  การคูณ                  ibcadbdacdicbiaZZ )()()()(21 ++−=+⋅+=⋅  
                         5.  การหาร                 2 2

( ) ( )a bi ac bd bc ad i
c di c d
+ + + −

=
+ +

 
 

 

 สังยุคของจํานวนเชิงซอน 
 

                                       กําหนดให biaZ +=   สังยุคของ Z  จะคือ  Z  
Z a bi= −    และ 2 2Z Z a b⋅ = +                                                                 

 

 อินเวอรสการคูณจํานวนเชิงซอน 
 

กําหนดให    biaZ +=     อินเวอรสการคูณของ  Z   จะคือ    1−Z  
1

2 2

1 a biZ
a bi a b

− −
= =

+ +
 

                                   
 

 คาสัมบูรณจํานวนเชิงซอน 
   

          คาสัมบูรณ (absolute value  หรือ  modulus)  ของจํานวนเชิงซอน bia +    
          คือ  จํานวนจริง 22 ba +   เขียนแทนดวยสัญลักษณ  bia +           
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 คุณสมบัติท่ีตองจํา 
กฎของ  BOX กฎของ  BAR 

 

1.  21 ZZ +    ≤    21 ZZ +  
2.  21 ZZ −    ≥    21 ZZ −  
3.  21 ZZ ⋅     =    21 ZZ ⋅  

4.  
2

1

Z
Z        =    0; 2

2

1 ≠Z
Z
Z  

5.  nZ          =    nZ  
 

 

1.  )( 21 ZZ +     =    +)( 1Z )( 2Z    
2.  )( 21 ZZ −    =    −)( 1Z )( 2Z  
3.  )( 21 ZZ ⋅      =    ⋅)( 1Z )( 2Z  

4.  








2

1

Z
Z         =    0;

)(
)(

2
2

1 ≠Z
Z
Z  

5.  )( nZ            =     ( ) nZ  
 

 

 รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน  (Square Roots of Complex Number) 
     

กําหนดให biaZ +=   เราสามารถหารากที่สองของ Z ได  ซึ่งจะมีหลักการดังน้ี 
                    1.  หา 22 bar +=    
                    2.  รากที่สองของ Z  คือ      ( )iarar

22
−

+
+

±     เมื่อ    0≥b  

                                                      หรือ    ( )iarar
22
−

−
+

±     เมื่อ   0<b  
  

2. จํานวนเชิงซอนในรูปเชิงข้ัว (Polar Form of Complex Numbers) 
              

               

 เมื่อกําหนดให θ  เปนมุมบวกที่เล็กที่สุดซึ่งวัดทวนเข็มนาฬิกาจากแกน X  ทางดานบวกไปยัง   
     OZ    และ  OZr=   แทนระยะทางระหวางจุดกําเนิด 0  กับ Z   จะไดความสัมพันธดังน้ี 
    1. r  = 2 2a b+  
    2. a  = cosr θ      และ    b  = sinr θ  

    3. θtan  = a
b

.      หรือ     θ  = arctan a
b
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 ดังน้ันจึงอาจเขียนจํานวนเชิงซอน Z  ไดในรูปใหมเปน ( 3 รูปแบบ ) 
    1. biaZ +=  รูปแบบ normal 
    2. Z = (cos sin )r iθ θ+  รูปแบบ polar   
    3. Z = rcisθ  รูปแบบ อยางยอ   
  และจะเรียก  θ   วา  อารกิวเมนต (argument) ของ  Z  
 
 พีชคณิตของจํานวนเชิงซอนในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

    

      ทฤษฎีบท  ให     )sin(cos 1111 θθ irZ +=   =   1 1r θ∠  
                        และ  )sin(cos 2222 θθ irZ += =  1 2r θ∠ โดยที่ 02 ≠Z   แลว 
         1.  21ZZ      =     )]sin()[cos( 212121 θθθθ +++ irr  =   1 1 2r θ θ∠ +  
         2.  

2

1
Z

        =     )sin(cos1
22

2

θθ i
r

−                       =   2
1

1
r

θ∠−  

         3.  
2

1

Z
Z         =     )]sin()[cos( 2121

2

1 θθθθ −+− i
r
r    =   1 1 2r θ θ∠ −  

         4.   1Z         =    )]sin()[cos( 111 θθ −+− ir                  =   1 1r θ∠−  
         5.  nZ1         =    )]sin()[cos( 111 θθ ninr n +               =   1 1

nr nθ∠  
 

 

3. การหารากที่ n  ของจํานวนเชิงซอน (The  n th   Roots of Complex Numbers) 
         
 หลักการหารากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน ดังนี้ 
 1. แคหารากคําตอบที่ 1  ซึ่งคือ  

1
nz =

1
nr cis

n
θ ⋅  
 

 
            

 2. คําตอบตอๆ มาหาไดโดยแบง 2π ออกตามจํานวนราก และบวกทบจากมุมของราก 
  หลักไปเร่ือยๆ จนครบ n ราก 
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4. สมการพหุนาม  (Polynomial Equation) 
       

  ทฤษฎีบทจํานวนคําตอบ        
                 ถา )(xp   เปนพหุนามที่มีดีกรี 1≥n   แลว       สมการ 0)( =xp     จะมีคําตอบ 
  ทั้งหมด n  คําตอบ (นับคําตอบที่ซ้ํากันดวย) 
 

       
       

  ทฤษฎีบทตัวประกอบ   (Factor Theorem)        
                 กําหนด )(xp  เปนพหุนามที่มีดีกรีมากกวาหรือเทากับ  1  จะไดวาพหุนาม  )(xp    
  มี  cx −   เปนตัวประกอบก็ตอเมื่อ  0)( =cp  
 

 
      

  ทฤษฎีบทตัวประกอบจํานวนตรรกยะ 
                 กําหนด )(xp  พหุนามในรูป  01

1
1 ... axaxaxa n

n
n

n ++++ −
−    โดยที่  n   เปน 

  จํานวนเต็มบวก  011 ,,...,, aaaa nn −   เปนจํานวนจริง    ซึ่ง 0≠na      ถา  
m
kx −    เปนตัว 

  ประกอบพหุนาม )(xp โดยที่  m  และ  k   เปนจํานวนเต็มซึ่ง  0≠m   และ ห.ร.ม.  ของ 
  m  และ k  เทากับ  1  แลว  m   หาร  na   ลงตัว   และ k   หาร  0a   ลงตัว 

 
 
 

 

    ทฤษฎีบท    ถาจํานวนเชิงซอน  Z   เปนคําตอบของสมการพหุนาม     
                0...)( 1

1
1 =++++= −

−
nn

nn axaxaxxp     โดยสัมประสิทธิ์   naa ,...,1    เปน 
    จํานวนจริงแลวสังยุค Z    จะเปนคําตอบของสมการพหุนามนี้ดวย 
 

  

  จากทฤษฎีบท ดังกลาว เราจะไดวา ถา a bi+  เปนคําตอบ แลว a bi−  เปนคําตอบดวย 
โดยสมการที่มี a bi+  และ a bi−  คือ 2 2 22 0x ax a b− + + =  

 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) _______________________ คณิตศาสตร (81) 

ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง จํานวนเชิงซอน 
 
Problem.1 ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน 
 ถา 1

1
3 4
5 5

z i− = −  เมื่อ 2 1i = −  และ 1 25 2 5z z+ =   แลว  2z  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3 2i−  2. 3 2i+  3. 1 2i−  *4. 1 2i+  
 
Problem.2 ให  1z  และ  2z   เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ  และ  2z   แทนสังยุค ( )conjugate   
 ของ  2z    ถา  1 25 2 5z z+ =   และ  2 1 2z i= +   เมื่อ  2 1i = −   แลวคาของ  15z−    
 เทากับเทาใด ( ตอบ  5 ) 
 
Problem.3 พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนที่สอดคลองกับสมการ 
  2 2 3 4 5 15

2 1 2 3
i i iz
i i i

+ + +
= + +

− + −
 เมื่อ 1i = − แลวคาสัมบูรณของ z  เทากับ 37  

 ข. ถา x  และ y  เปนจํานวนจริงที่สอดคลองกับสมการ 
  

( )( )( )( )
5 2 10

1 2 3 4
i

x yi i i i i i
− +

=
+ + + + +

แลวคาของ 15x y+ =  

  ขอใดตอไปน้ีถูกตอง 
  1. ก ถูก และ ข ถูก   2. ก ถูก แต ข ผิด 

 3. ก ผิด แต ข ถูก   *4. ก ผิด และ ข ผิด 
 
Problem.4 กําหนดให  1z   และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง  2

1 2 5z z+ =     
 และ   2

1 2 1z z− =  คาของ 2 2
1 2z z+   เทากับขอใดตอไปน้ี   

 1. 1 2. 2 *3. 3  4. 4 
 
Problem.5  กําหนดให a ,b  และ z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยที่ 1a b , a≠ ≠   
 และ 1b ≠ ถา az b bz a+ = +  แลว z  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 *1. 1 2. 2  3. 3  4. 4  
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Problem.6 ให  1z  และ  2z   เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ   โดยที่ 1 1 2 3z z z= + =   

 และ 1 2 3 3z z− =  คาของ 1 2

1 2 1 2

11 5z z
z z z z

−

+
 เทากับเทาใด  ( ตอบ  2) 

 
Problem.7 ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทําให 2 2 1

2 2

n

i
 

+ =  
 

 เมื่อ 2 1i = −  

 แลว n  มีคาเทากับเทาใด  ( ตอบ  8  ) 
 
Problem.8 กําหนดให  x  , z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง 2w z i= −  และ  2 6w z= +   
 ถาอารกูเมนตของ w  อยูในชวง  0,

2
π 

  
  และ  w a bi= +  เมื่อ a  , b    

 เปนจํานวนจริง แลว a b+  มีคาเทาใด ( ตอบ  4) 
 
Problem.9 ถา 1x i− +  เปนตัวประกอบของพหุนาม ( ) 3 2 4P x x ax x b= + + +  เมื่อ a ,b   
 เปนจํานวนจริง แลวคาของ 2 2a b+  เทากับขอใดตอไปน้ี   
 1. 17  *2. 13  3. 8  4. 5  
 
Problem.10 กําหนดให S  เปนเซตคําตอบของสมการ 2 1 0z z+ + =    
 เมื่อ z   เปนจํานวนเชิงซอน เซตในขอใดตอไปน้ีเทากับเซต S    
 1. { }cos120 sin120 , cos 60 sin 60i i− ° − ° ° + °  
 2. { }cos120 sin120 , cos 60 sin 60i i° + ° − ° + °  
 3. { }cos120 sin120 , cos 60 sin 60i i− ° − ° − ° + °  
 *4. { }cos120 sin120 , cos 60 sin 60i i° + ° − ° − °   
Problem.11  กําหนดให  z เปนจํานวนเชิงซอนที่สอดคลองกับ  3 22 2 0z z z− + =  และ 0z ≠  
 ถาอารกูเมนตของ z อยูในชวง 0,

2
π 

 
 

  แลว 
( )

4

2
z

z
 มีคาเทากับเทาใด   

 *1. 2i−  2. 1 i−  3. 1 i+  4. 2i  
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ความนาจะเปน 
 
1. กฎการนับเบ้ืองตนเก่ียวกับการนับ 

       

      หลักในการเลือกใชหลักการนับ 
1.  จะใชหลักการบวก  ใชเมื่องานเสร็จสิ้นแลว  
      หากการทํางานใหเสร็จมีหลายแบบ ใหแยกคิดแตละวิธีดวยกฎการคูณ (ทํางานใหเสร็จ –  
      กอน )  แลวจึงนํามาบวกกัน  เปนวิธีทั้งหมดที่ทําได 
 

2.  จะใชหลักการคูณ   ใชเมื่องานยังไมเสร็จสิ้นแลว 
     โดยจํานวนวิธีการทํางานใหเสร็จ  =   ผลคูณของทางเลือกในแตละขั้นตอนยอยๆ 

 
 

2. กฎพื้นฐานที่ใชในการคิด 
 ( ) ( )! 1 2 ... 3 2 1n n n n= × − × − × × × ×  
 ( )! 1 !n n n= × −  
 0! 1=  

3. การเรียงสับเปล่ียนเชิงเสน 
 

    1.  เราตองทราบวา  การเรียงสับเปลี่ยนจะถือวา  ลําดับมีความสําคัญ   
          ดังน้ัน หยิบกอน หยิบหลัง ตําแหนงสลับกัน จะถือวาเปนวิธีใหมทันที  
          เชน AB ไมเหมือน BA  
    2.  จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของ n  สิ่งซึ่งแตกตางกันทั้งหมด   โดยเรียงคราวละ r  สิ่ง   
          ( 1 )r n≤ ≤    จะไดเทากับ   ,

!
( )!n r
nP
n r

=
−

    วิธ ี

    3.  จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของ n  สิ่งซึ่งแตกตางกันทั้งหมด      โดยเรียงทั้งหมดเปน 
         เสนตรงจะไดเทากับ  !n  วิธี 
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 Note       
 1. ของติดกัน   
  เราควรมัดของที่ตองการใหติดกันเปน 1 สิ่ง  ( ถาของตางกัน ตองสลับที่ภายในมัดดวย ) 
 2. ของแยกกัน (ไมใหติดกัน)  
  ตัวที่ไมมีปญหากอน แลวใหตัวปญหาที่ไมยอมติดกัน (ใหพวกไรปญหาเปนตัวกั้นไมใหติดกัน) 
 

4. การเรียงสับเปล่ียนเชิงเสนของสิ่งของที่ไมแตกตางกันทั้งหมด ( การเรียงของซํ้า ) 
 

                ถามีสิ่งของอยู n   สิ่ง  ในจํานวนนี้มี 1n  สิ่งที่เหมือนกันเปนกลุมที่หน่ึง 
มี 2n  สิ่งที่เหมือนกันเปนกลุมที่สอง ... มี kn  สิ่งที่เหมือนกันเปนกลุมที่  k  

โดยที่  nnnn k =+++ ...21  
จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนกลุมของสิ่งของ  n   สิ่งเทากับ 

!...!!
!

21 knnn
n

×××
 

 
 

5. การเรียงของเปนวงกลม  2 , 3  มิต ิ
       

 1.  จํานวนเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมของสิ่งของที่แตกตางกัน n  สิ่ง เทากับ ( 1) !n −   วิธี  ... 2  มิติ 
 2.  จํานวนเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมของสิ่งของที่แตกตางกัน n  สิ่ง (พลิกได) เทากับ ( 1) !n −          
      วิธี  .... 3  มิติ 

 

6. การจัดหมู ( การเลือก ) 
 

      1.  เราตองทราบวา  การจัดหมูจะถือวา  ลําดับไมมีความสําคัญ  ( ดูผลสุดทายทีเดียว ) 
          ดังน้ัน  หยิบกอน หยิบหลัง ตําแหนงสลับกัน จะถือวาเหมือนกัน  
          เชน AB  จะเหมือนกับ AB  
     2.  จํานวนวิธีจัดหมูของสิ่งของที่แตกตางกัน  n   สิ่ง   โดยเลือกคราวละ  r   สิ่ง ( )0 r n≤ <  
           เทากับ   ,

!
( ) ! !n r

n nC
r n r r
 

= =  − 
     วิธี 

 
 

        Note  การเลือกของอยางนอยหน่ึงสิ่งจาก n สิ่ง  มี 2 1n −  วิธี 
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7. การแบงโดยมีความแตกตางระหวางกลุม 
 

มีของแตกตางกัน n  สิ่ง  แบงเปน k   กลุมๆ ละ   knnnn ,...,,, 321    สิ่ง    โดยที่ 
nnnnn k =++++ ...321    จํานวนวิธีแบงกลุมจะเทากับ   

1 2

!
! ! ... !k

n
n n n× × ×

 
               

 
8. ความนาจะเปนและกฎที่สําคัญบางประการของความนาจะเปน 
 - การทดลองสุม   คือ การกระทําที่รูลวงหนาวาผลท่ีจะเกิดจะเปนอะไรไดบาง แตบอกไมไดวา  
          เมื่อกระทําขึ้นมาจริงๆ แลว ผลที่ออกมาจะเปนอยางไร 
 - แซมเปลสเปซ   คือ เซตที่มีสมาชิกเปนผลลัพธที่อาจจะเปนไปไดทั้งหมดจากการทดลองสุม 
 - เหตุการณ คือ  สับเซตของแซมเปลสเปซ 
 

 

  ประเด็นท่ีควรรูตอมา    เพราะสิ่งของมีเปนจํานวนมาก จนไมสามารถเขียนแบบแจกแจง 
           จํานวนแซมเปลสเปซ )(Sn              หาไดดวยวิธีการนับอยางอิสระ 
           จํานวนสมาชิกของเหตุการณ )(En  หาไดดวยวิธีการนับอยางมีเงื่อนไข 
 

 

ความนาจะเปน 
 

    บทนิยาม     ถา S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมอยางหนึ่ง    ซึ่งแตละจุดตัวอยางของ 
                        การทดลองมีโอกาสเกิดเทาๆ กัน    และ E  แทนเหตุการณ 
                        ความนาจะเปนของเหตุการณ  E   เขียนแทนดวย  )(EP   ซึ่ง 
 

( )P E   =   ( )
( )
n E
n S

 
 

                         เมื่อ  ( )n E   แทนจํานวนสมาชิกในเหตุการณ  E  
                                 ( )n S   แทนจํานวนสมาชิกในปริภูมิตัวอยาง  S  

 

 
 



 

คณิตศาสตร (86) _______________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

สมบัติของความนาจะเปน 
 

 1.   ความนาจะเปนของเหตุการณ E  ใดๆ  จะมีคาต้ังแต 0  ถงึ  1 เสมอ  น่ันคือ  0 ( ) 1P E≤ ≤  
      ( ) 0P E =   หมายความวา  เหตุการณ E   ไมมีโอกาสเกิดขึ้นเลย 
      ( ) 1P E =   หมายความวา  เหตุการณ E   จะเกิดขึ้นอยางแนนอน 
 2.   ความนาจะเปนของปริภูมิตัวอยาง  S   มีคาเทากับ 1  น่ันคือ  ( ) 1P S =  
 3.   ความนาจะเปนของเหตุการณที่เปนเซตวางมีคาเทากับ  0   น่ันคือ  ( ) 0P ∅ =  
 

 

สรุป    ความนาจะเปนจะแบงโจทยออกเปน  2   กลุมใหญ ๆ  คือ 
           1.  กลุมความนาจะเปนที่อาศัยกฎความนาจะเปน 
           2.  กลุมความนาจะเปนที่อาศัยหลักการนับ 

 

กลุมความนาจะเปนท่ีอาศัยกฎความนาจะเปน 
           กฎที่สําคัญบางประการของความนาจะเปน              ถาสังเกตใหดีจะพบวามันคลายกับเซตทุก
ประการกฎกลุมน้ีจึงเปนกฎที่เราคุนเคยกันอยูแลวไมจําเปนตองเสียเวลาทองเพิ่ม     แตขอใหใสใจทํา
โจทยกลุมน้ีดวยเพราะจะออกขอสอบทุกป 
 

 

    ให  S   เปนปริภูมิตัวอยาง  ซึ่งเปนเซตจํากัด  และ ,A B  เปนเหตุการณใดๆ 
    กฎขอที่  1   ( )P A B∪    =     ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  
    กฎขอที่  2    ถา  BA∩   =    φ    แลว  ( )P A B∪   =  ( ) ( )P A P B+  
    กฎขอที่  3   ( )P A′    =    1 ( )P A−  
    กฎขอที่  4   ( )P A B−    =   ( ) ( )P A P A B− ∩  
    กฎขอที่  5   ( )P E∑    =    1    เสมอ 
 

 

กลุมความนาจะเปนที่อาศยัหลักการนับ 
                       

     การทําโจทยกลุมน้ีตองอาศัยพื้นฐานเร่ืองการนับทั้งหมดเขาชวยคิด   ซึ่งเราแครูวา 
      ( )n E   คือ  หาไดดวยวิธีการนับอยางมีเงื่อนไข 
      ( )n S   คือ   หาไดดวยวิธีการนับอยางอิสระ 

ความนาจะเปน   ( )P E   =   ( )
( )
n E
n S
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9.  ทฤษฎีบททวินาม 
 

ถา  yx,   เปนจํานวนจริง  และ  n   เปนจํานวนเต็มบวก   แลว 

( ) 1 ... ...
0 1

n n n n r r nn n n n
x y x x y x y y

r n
− −       

+ = + + + + +       
       

 
 

 
จากการกระจายทวินาม เราไดขอสรุปดังนี้      

  1.  จํานวนพจนของการกระจายจะมีจํานวนเทากับ  1n +  พจน 
  2.  การจะหาเฉพาะพจนที่สนใจ ทําไดจากสูตร การหาพจนที่ r   ดังน้ี 

1
n r r

r

n
T x y

r
−

+

 
=  
 

 

  3.   , , ,...,
0 1 2
n n n n

n
       
       
       

  เรียกวา  สัมประสิทธิ์ทวินาม 

  4.  ผลรวมของสัมประสิทธิ์ของตัวแปรทุกพจนจะหาไดงาย ๆ โดยการตัวแปรดวยเลข 1 
      เชน  .... 2

1 2
nn n n

n
     

+ + + =     
     

 

  5.  เมื่อนําสัมประสิทธิ์ทวินามมาเรียงตามลําดับพจน  จะได  สามเหลี่ยมปาสคาล  ดังน้ี  
                                 การกระจาย                                   สัมประสิทธิ์                                      
                               0)( yx +                                         1 
                               1)( yx +                                1                 1 
                               2)( yx +                        1               2                 1 
                               3)( yx +               1              3                   3               1 
                               4)( yx +        1           4                  6                 4                1 
           M                                                                                  M 
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง ความนาจะเปน 
 
Problem.1 ตองการสรางจํานวนคูบวก   4   หลักจากเลขโดด  0 , 1 , 2 , 3 , 7 , 8  โดยแตละ

จํานวนที่สรางขึ้นไมมีเลขโดดในหลักใดที่ซ้ํากันเลย จะมีจํานวนวิธีที่สรางไดเทากับ
ขอใด (PAT1 ก.ค. 52) 

 1. 180  *2. 156  3. 144  4. 136  
 
Problem.2 กําหนดให  { }0 ,1 , 2 , 3, 4A =   จํานวนเต็มที่มีคานอยกวา 300  โดยสรางมาจาก

ตัวเลขในเซต A  และตัวเลขแตละหลักไมซ้ํากัน  ( ตอบ 44 ) 
 
Problem.3 กําหนดให  { }1, 2 , 3 , 4A =    และ  { }, ,B a b c=  
 เซต { :S f f A B= →    เปนฟงกชันทั่วถึง }  มีจํานวนสมาชิกเทากับขอใด

ตอไปน้ี 
 1. 12 2. 24  *3. 36  4. 39   
Problem.4 คณะกรรมการชุดหน่ึงมี  7   คน ประกอบดวย  ประธาน  รองประธาน  เลขานุการ          

และกรรมการอีก 4  คน จํานวนวิธีที่จัดกลุม 7  คนน้ีน่ังประชุมรอบโตะกลม โดยให
ประธาน และรองประธานนั่งติดกันเสมอ  เลขานุการไมน่ังติดกับรองประธานเทากับ
เทาใด ( ตอบ  192  ) 

 
Problem.5 คุณลุง คุณปา ลูกชาย และลกูสาว มาเยี่ยมครอบครัวเรา ซึ่งมี 4 คน คือ คุณพอ คุณแม  

ตัวฉัน และนองชาย ในการจัดที่น่ังรอบโตะอาหารกลมที่มี 8  ที่น่ัง โดยใหคุณลุงน่ังติด
กับคุณพอ   คุณปาน่ังติดกับคุณแม ลูกชายของคุณลุงน่ังติดกับนองชายของฉัน และลูก
สาวของคุณลุงน่ังติดกับฉัน      จะมีจํานวนวิธีจัดไดเทากับขอใดตอไปน้ี   

 *1. 96   วิธี 2. 192   วิธี 3. 288   วิธี 4. 384   วิธี 
 
Problem.6 ขาวสารบรรจุถุงแลวกองหนึ่งประกอบดวย ขาวหอมมะลิ 4  ถุง ขาวเสาไห 3  ถุง    

ขาวขาวตาแหง 2 ถุง และขาวบัสมาตี 1 ถุง สุมหยิบขาวจากกองนี้มา 4 ถุงความนาจะ
เปนที่จะไดขาวครบทุกชนิด เทากับขอใดตอไปน้ี   

 *1. 4
35

 2. 3
35

 3. 2
5

 4. 1
4  
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Problem.7 กําหนดให n  เปนจํานวนนับ      ในการสุมหยิบเลข  n  จํานวนพรอม ๆ  กันจากเซต 

{ }1, 2 , ..., 2n ถาความนาจะเปนที่จะไดเลขคูทั้งหมดเทากับ 1
20

แลวความนาจะเปน

ที่จะไดเลขคูเพียง 1 จํานวนเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1

20
 2. 3

20
 *3. 9

20
 4. 11

20   
Problem.8 มีสิ่งของซึ่งแตกตางกันอยู 8  ช้ิน ตองแบงใหคน 2  คน  คนหน่ึงได  6  ช้ิน และอีกคน

หน่ึง ได 2  ช้ิน  จะมีจํานวนวิธีแบงกี่วิธี   ( ตอบ 56 ) 
 
Problem.9 กําหนดให  S  เปนแซมเปลสเปซ  และ  ,A B   เปนเหตุการณใดๆใน  S    
 จงพิจารณาขอความตอไปน้ี 
  ก.  ( ) ( ) ( )'P A P A B P A B= ∩ + ∩  
  ข. ถา ( ) ( )0.5 , 0.6P A P B= =  และ ( )' 0.7P A B∪ =  แลว  

( ) 0.4P A B− =  
 ขอใดตอไปน้ีถูกตอง  
 1. ก  ถูก  และ  ข  ถูก  *2. ก  ถูก  และ  ข  ผิด 
 3. ก  ผิด  และ  ข  ถูก  4. ก  ผิด  และ  ข  ผิด 
 
Problem.10 ในการทอดลูกเตา 2  ลูกพรอมๆ กัน ความนาจะเปนที่เปนผลบวกของหนาลูกเตา     

ทั้งสอง เทากับ 7  หรือผลคูณของหนาลูกเตาทั้งสองเทากับ 12  เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 1

18
 2. 1

6
 *3. 2

9
 4. 4

9   
Problem.11 โยนเหรียญบาท (เที่ยงตรง) หน่ึงเหรียญจํานวน 10  คร้ัง ความนาจะเปนที่ไดหัวอยาง

นอย 2  คร้ังติดกัน เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 193

512
 2. 314

512
 3. 9

64
 *4. 55

64   
Problem.12 ถุงใบหนึ่งบรรจุลูกกวาดรสสตอเบอรี่ 5  ลูก รสชอคโกแลต 4  ลูก  รสกาแฟ และรส   

มินทอยางละ  2   ลูก หากสุมหยิบลูกกวาดจากถุงใบนี้มา  3  ลูก ความนาจะเปนที่จะ
หยิบไดลูกกวาดตางรสกันทั้งหมดเทากับขอใดตอไปน้ี  

 1. 57
143

 *2. 58
143

 3. 59
143

 4. 60
143  
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Problem.13 ในลิ้นชักมีถุงเทาสีขาว  4  คู  สีดํา   3  คู  และสีนํ้าเงิน  2  คู  แตไมไดจัดเรียงไวเปน

คูๆ ถาสุมหยิบถุงเทามา  2 ขาง     ความนาจะเปนที่จะไดถุงเทาสีเดียวกันเทากับขอใด
ตอไปน้ี 

 1. 1
2

 2. 2
3

 3. 43
153

 *4. 49
153   

Problem.14 ถุงใบหนึ่งบรรจุเสื้อยืด  13   สี  สีละ  4   ตัว  โดยที่เสื้อยืดในแตละสี  , ,S M L   และ  
XL  สุมหยิบเสื้อจากกลองมา  3   ตัวพรอมกัน  ความนาจะเปนที่จะไดเสื้อยืดมีสี
เหมือนกัน  2   ตัว เทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 72
425

 2. 72
5525

 3. 3
221

 4. 3
22100   

Problem.15 กําหนดให ( ){ }0 , 1, 2 ,..., 10A n n= =   และ                
   ( ){ }1, 1, 2 ,...., 10B n n= =  
 ในการเลือกจุดสองจุดที่แตกตางกันจากเซต A  และอีกหน่ึงจุดจากเซต B  เพื่อเปน  จุด

ยอดของรูปสามเหลี่ยมบนระนาบ ความนาจะเปนจะไดรูปสามเหลี่ยมที่มีพื้นที่ 1 
ตารางหนวย เทากับขอใดตอไปนี้   

 *1. 8
45

 2. 9
45

 3. 10
45

 4.  11
45   

Problem.16 กิตติและสมานกับเพื่อนๆ รวม 7  คนไปเที่ยวตางจังหวัดดวยกัน ในการคางแรมทีม่ี
บานพัก 3  หลังหลังแรกพักได  3   คน สวนหลังที่สองและหลังที่สามพักไดหลังละ 2 
คน    ซึ่งแตละหลังมีความแตกตางกันพวกเขาจึงตกลงที่จะจับสลากวาใครจะไดพักที่
บานหลังใด ความนาจะเปนที่กิตติและสมานจะไดพักบานหลังเดียวกันในหลังที่หน่ึง 
หรือหลังที่สาม เทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 4
21

 2. 5
21

 3. 8
21

 4. 10
21   

Problem.17   มีถุงยังชีพ 5  ถุง ตองการแจกใหครบครัวที่ถูกนํ้าทวม 4  ครอบครัว ครอบครัวละ    ไม
เกิน 2  ถุงความนาจะเปนที่ครอบครัวของสมชายซึ่งเปนหน่ึงในครอบครัวน้ันไมไดรับ
ของแจกเลย เทากับขอใดตอไปนี้  

 *1. 0.15  2. 0.2  3. 0.4  4. 0.6  
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กําหนดการเชิงเสน 
 
สรุปข้ันตอนในการแกปญหากําหนดการเชิงเสน 
 ข้ันท่ี 1 อานปญหาหรือโจทยตองรูวาโจทยตองการอะไรมากสุดหรือนอยสุด    
 ใหกําหนดสวนท่ีโจทยตองการมากสุดหรือนอยสุด  เปนสมการจุดประสงค   (สมมติเปนP  หรือ
ตัวแปรอ่ืนที่ไมใช x  กับ y )  พรอมกับสรางสมการจุดประสงค )(P  ใหอยูในรูปตัวแปร x กับ y
โดย x  กับ y    มีความสัมพันธกับ  P    ตามเงื่อนไขที่โจทยกําหนดมา    มุมมองงายอาจจะใชตรงที่
โจทยถามหาเปนตัวช้ีนําในการสมมติ x  กับ y  
 

สมการจุดประสงค   ),( yxfP =  
  
 ข้ันท่ี 2 ตองสรางอสมการขอจํากัดของตัวแปร x  กับ y  ตามเงื่อนไขที่โจทยกําหนดขึ้นมา 
 ข้ันท่ี 3 นําอสมการขอจํากัดที่ไดจากขอ 2  มาเขียนลงบนแกน xy  รวมกัน หาสวนที่อินเตอรเซก
กันของอสมการขอจํากัดทั้งหมด   จะไดพื้นที่ของรูปหลายเหลี่ยมที่มีอาณาเขตแนนอน พรอมกับหา
จุดมุมตรงเหลี่ยมของพื้นท่ีของขอจํากัด  xy 
 ข้ันท่ี 4 หาคําตอบของ ),( yx  ที่ทําให  P  สงูสุดหรือตํ่าสุด คําตอบที่ตองการจะอยูที่จุดมุมตรง
เหลี่ยมของรูปหลายเหลี่ยมที่ไดจากขอ  3  นําจุดเหลาน้ันมาหา  P     แลวเปรียบเทียบคา  P  ที่ไดวาคา
ใดเปนคาที่ตองการ (สูงสุดหรือตํ่าสุด) 
 แนนอนปญหาทางคณิตศาสตรบางขอกําหนดสมการจุดประสงคมาให พรอมกับอสมการขอจํากัด    
อยางน้ีการแกปญหาก็มาเร่ิมที่ขอ 3  และ 4  ไดทันที และถาไดจุดมุมตรงเหลี่ยมที่อยูติดกันใหคา  P  
สูงสุด หรือตํ่าสุดตามที่ตองการก็ไมเปนไร แสดงวาเราจะไดจุดทุกๆ  จุด บนเสนตรงที่เชื่อมระหวาง
จุดมุมทั้งสองเปนคําตอบที่เหมาะสม ซึ่งมีคําตอบมากมาย  (อนันต) 
 
 
 
 



 

คณิตศาสตร (92) _______________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง กําหนดการเชิงเสน 
 
Problem.1 ถา C  เปนปริมาณที่มีคาขึ้นกับคาของตัวแปร x  และ y  ดวยความสัมพันธ  

3 5C x y= +  เมื่อ ,x y  เปนไปตามเงื่อนไข 
3 4 5 , 3 3 , 0x y x y x+ ≥ + ≥ ≥  และ 0y ≥  แลวคาตํ่าสุดของ C  ตาม 
เงื่อนไขขางตน มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 21
5

 *2. 29
5

 3. 25
4

 4. 27
4

 
 
Problem.2 ถา 5 4P x y= +  เมื่อ ,x y  เปนตามเงื่อนไข  

2 40 , 3 2 60x y x y+ ≤ + ≤ , 0x ≥ และ 0y ≥     แลวคาสูงสุดของ  P  
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 90  2. 100  *3. 110  4. 115  
 
Problem.3 จงหาผลคูณของคาสูงสุดของฟงกชัน  ( ), 2f x y x y= + +   ภายใตเงื่อนไข 
 ก. 2x y+  ≥  8  
 ข. 5 2x y+ ≥  20  
 ค. 4x y+   ≤  22  
 ง. x  ≥  1 
 จ. 1 8y≤ ≤  
 (ตอบ  157.50 ) 
 
Problem.4 กําหนดให  a  และ b  เปนจํานวนจริงบวก ซึ่ง a b<       ถาคามากที่สุดและคานอย

ที่สุดของ 2P x y= +   เมื่อ x  , y   เปนไปตามเงื่อนไข  2a x y b≤ + ≤  , 0x ≥  , 
0y ≥  มีคาเทากับ 100  และ 10  ตามลําดับ แลว a b+  มีคาเทาใด    ( ตอบ  70  ) 
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ลําดับและอนุกรม 
 
1. ลําดับ 

 

ลําดับ คือ ฟงกชันที่มีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก 
         ในกรณีที่ฟงกชันเปนลําดับที่มีโดเมนเปน { }n,..,3,2,1 จะเรียกลําดับดังกลาววา    ลําดับจํากัด 
  และในกรณีที่ฟงกชันเปนลําดับที่มีโดเมนเปน { },..3,2,1     จะเรียกลําดับดังกลาววา     ลําดับอนันต 
  
ลําดับเลขคณิต    ( Arithmetic  Sequence ) 

 

นิยาม...                       ลําดับเลขคณิตคือลําดับที่มีผลตางรวม  d  คงที่ 
 

ลําดับทั่วไป              1a    ,   2a   ,   3a    ,   4a   ,....,  na  
ลําดับเลขคณิต          1a    dnadadada )1(,...,3,2,, 1111 −++++    

dnaan )1(1 −+=  
 

 

โดย ผลตางรวมหาจาก  1n nd a a −= −  
 
ลําดับเรขาคณิต ( Geometric  Sequence )  

 

นิยาม...                       ลําดับเรขาคณิตคือลําดับที่มีอัตราสวนรวม  r  คงที่ 
 

ลําดับทั่วไป              1a  , 2a , 3a  , 4a  ,...., na  
ลําดับเรขาคณิต          1a  1

1
3

1
2

11 ,...,,,, −nrararara  
 

                   

1
1

−= n
n raa  

 
 

โดย อัตราสวนรวมหาจาก  
1

n

n

ar
a −

=  
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2. ลิมิตของลําดับ (ลําดับอนันต) 
   

บทนิยาม   
1.      เมื่อ n   มากขึ้นโดยไมมีที่สิ้นสุด และพจนที่ n    มีคาเขาใกลหรือเทากับจํานวนจริง   L   
          เพียงจํานวนเดียวเทาน้ัน  แลวเรียก L วาลิมิตของลําดับ (Limit of sequence) และกลาววา 
          ลําดับน้ันมีลิมิตเทากับ  L  เขียนแทนดวยสัญลักษณ Lann

=
→∞

lim     เรียกลําดับที่มีลิมิตวา  
          “ลําดับคอนเวอรเจนต”  
   2.    เมื่อ n  มากขึ้นโดยไมมีที่สิ้นสุด และพจนที่  n  มิไดเขาใกลจํานวนใดจํานวนหน่ึง ลําดับ 
          เหลาน้ีจึงไมมีลิมิต  เรียกลําดับอนันตที่ไมมีลิมิตวา  “ลําดับไดเวอรเจนต” 
 

 

สรุป 
1. ลําดับที่จะหาลิมิตไดตองเปนลําดับอนันตเทาน้ัน 
2. การหาลิมิตของลําดับ ใหหาจากพจนที่ n  ของลําดับ โดยใชตัวแปรของพจนที่  ∞→n  
3. ลําดับที่หาลิมิตได เรียกวา ลําดับ Convergent โดยคาที่ลูเขาเรียกวา ลิมิตของลําดับ 
4. ลําดับที่หาลิมิตไมได เรียกวา ลําดับ Divergent แสดงวา lim nn

a
→∞

 หาคาไมได 
 ซึ่งแบงไดเปน 3  กรณี 
 4.1 มีคามากขึ้นเร่ือยๆ แบบไมสิ้นสุด     ( )+∞  
 4.2 มีคานอยข้ึนเร่ือยๆ แบบไมมีสิ้นสุด  ( )−∞  
 4.3 คาของ na  ไมลูเขาคาใดคาหน่ึง เรียกวา ลําดับกวัดแกวง 
5.  การหาลิมิตของลําดับทําได 3 วิธี คือ 
 ก. การเขียนกราฟ         
 ข. ใชทฤษฎีลิมิต                   
 ค. ใชสูตรลัด 
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ทฤษฎีการหาลิมิต 
 

ทฤษฎีบท     
 เมื่อ a  เปนจํานวนจริงใดๆ ถา f  และ g  เปนฟงกชันที่มีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของ R  
 1. lim

x
c c

→∞
=  เมื่อ c  เปนคาคงตัวใดๆ    

 2. lim
x

x a
→∞

=   

 3. lim ,n n

x a
x a n I +

→
= ∈  

 4. ถา ( )lim
x

f x L
→∞

=  และ ( )lim
x

g x M
→∞

=  เมื่อ L และ M  เปนจํานวนจริงใดๆ แลว 

  4.1 ( ) ( )lim lim ,
x x

c f x c f x cL c
→∞ →∞

= =  เปนคาคงตัวใดๆ 
  4.2 ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim

x x x
f x g x f x g x L M

→∞ →∞ →∞
 ±  = ± = ±   

  4.3 ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
x x x

f x g x f x g x L M
→∞ →∞ →∞

 ⋅  = ⋅ = ⋅   

  4.4 ( )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x

x
x

f xf x L
g x g x M

→∞

→∞
→∞

 
= = 

 
 เมื่อ 0≠M  

  4.5 ( ) ( )lim lim ,
nn n

x a x a
f x f x L n I +

→ →

   = = ∈    
 

  4.6 ( ) ( ) { }lim lim , 1n n
n

x a x a
f x f x L n I +

→ →
= = ∈ −   และ n L R∈  

 5. 0 ; 11lim
; 1kx

r
n r→∞

 <  =   ∞ >  
 

 6. ( ) 0 ; 1
lim

; 1
n

x

r
r

not exist r→∞

 <= 
>
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ลําดับของลําดับตรรกยะ 
 คาของ  ( )

( )
lim
x

P x
Q x→∞

 หาไดจากการเปรียบเทียบดีกรีสูงสุดของเศษและสวน ดังน้ี 
 

สูตรลัดทั่วไป 
 

กําหนดให na  อยูในรูปฟงกชันพหุนามหารกัน 
1. ถากําลังสูงสุดของเศษ =  กําลังสูงสุดของสวน 
 ใหตอบทันทีวา =

→∞ nn
alim  สัมประสิทธิข์องดีกรีสูงสุดของเศษและสวนหารกัน 

2. ถากําลังสูงสุดของเศษ >  กําลังสูงสุดของสวน 
 ใหตอบทันทีวา =

→∞ nn
alim  ∞  ( หาคาไมได ) 

3. ถากําลังสูงสุดของเศษ <  กําลังสูงสุดของสวน 
 ใหตอบทันทีวา =

→∞ nn
alim  0  

  
สัญลักษณแทนการบวก (Summation Notation)  
ขอตกลงเกี่ยวกับซิกมา 
1. ni

n

i

++++=∑
=

...321
1

 เขียนแทนดวย ∑ n  

2. 2222

1

2 ...321 ni
n

i

++++=∑
=

 เขียนแทนดวย ∑ 2n  

3. 3333

1

3 ...321 ni
n

i

++++=∑
=

 เขียนแทนดวย ∑ 3n  

4. 
44 344 21

n

n

i
cccccc ++++=∑

=

...
1

 เขียนแทนดวย ∑ c  เมื่อ c  คือคาคงตัว 

สูตรของ∑  ทฤษฎีเกี่ยวกับ∑  
1.  

2
)1( +

=∑ nnn  

2.  ∑ ++
=

6
)12)(1(2 nnnn  

3.  ( ) 2
2

3

2
)1( ∑∑ =



 +

= nnnn  

1.  ∑ =ncc  
2.  ∑∑ = nn acac  
3.  ( ) ∑ ∑∑ +=+ nnnn baba  
4.  ( ) ∑ ∑∑ −=− nnnn baba  
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3. อนุกรม (Series) 
 อนุกรม (Series)  คือ  การเขียนลําดับใหอยูในรูปผลบวก 

1 2 3 2 1... n n na a a a a a− −+ + + + + +  
 

 อนุกรมมี 2 แบบ คือ 
 - อนุกรมจํากัด    1 2 3 2 1... n n na a a a a a− −+ + + + + +   เขียนแทนดวย  

1

n

n
n
a

=
∑  ( มีn พจน ) 

 - อนุกรมอนันต  1 2 3 2 1... n n na a a a a a− −+ + + + + +   เขียนแทนดวย  
1

n
n
a

∞

=
∑  ( มีอนันตพจน ) 

ความสัมพันธระหวางลําดับและอนุกรมไดดังนี ้
 - ผลบวก n พจนรากของอนุกรม เขียนแทนดวย nS  คือ บวกบวกของ  

  1 2 3 2 1... n n na a a a a a− −+ + + + + +  
 - เมื่อรู na  จะหา nS  จากความสัมพันธ 
     

    :nn Sa →   
 

∑= nn aS  

 
 - เมื่อรู nS จะหา na  จากความสัมพันธ         

    :nn aS →  
 

1−−= nnn SSa   
 
อนุกรมเลขคณิต  (Arithmetic  Series) 

 อนุกรมเลขคณิตจึงคือผลบวกของลําดับเลขคณิต  ซึ่งสรางสูตรเฉพาะไดดังน้ี      
สูตร ควรใชเมื่อ สิ่งท่ีตองหาเหมือนกันกอนคือ 

)(
2 1 nn aanS +=  ทราบ na  

])1(2[
2 1 dnanSn −+=  ทราบ d  

 

1.  หา n โดยหาจากสูตร 
    1 1na an

d
−

= +  

2.  หา 1a  
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อนุกรมเรขาคณิต (Geometric  Series) 
 อนุกรมเรขาคณิตจึงคือผลบวกของลําดับเรขาคณิต ซึ่งสรางสูตรเฉพาะไดดังน้ี     

                   
จะได   

r
raS
n

n −
−

=
1

)1(1   หรือกลับสูตรได   
1

)1(1

−
−

=
r
raS
n

n  
  

อนุกรมอนันต 
ผลบวกของอนุกรมอนันต 1 2 3 ...a a a+ + +  เขียนแทนดวย S∞   

                   
จะได   lim nn

S S∞ →∞
=  

 
 

 - ถาลําดับ S∞  ลูเขาจํานวนจริงคาใดคาหน่ึง แลว S∞  เปนอนุกรมลูเขา หรืออนุกรมคอนเวอรเจนต  
          และเรียกจํานวนจริงดังกลาววา ผลบวกของอนุกรม   
 - ถาลําดับ S∞  ไมลูเขาจํานวนจริงคาใดคาหน่ึง (ลูออก) แลว S∞  เปนอนุกรมลูออก หรืออนุกรม 
          ไดเวอรเจนต  
 - สูตรผลบวกของอนุกรมอนันต  

ชนิดของอนุกรม สูตรผลบวกอนันต 
 

1.  อนุกรมเลขคณิต ไมมีสูตรหาผลบวกอนันตและหาผลบวกอนันตไมได 
 ยกเวน  01 =a  และ 0=d  ซึ่งมีคาเทากับ 0 เสมอ 

2.  อนุกรมเรขา 
1

1
aS
r∞ =

−
 

เมื่อ  1r <  
 
ทฤษฎีของอนุกรม Convergent และอนุกรม Divergent 
 

 

1. อนุกรมอนันตที่มี 0lim ≠
∞→ nn
a  อนุกรมน้ันเปนอนุกรม Divergent 

2. อนุกรมอนันตที่มี 0lim =
∞→ nn
a  อนุกรมน้ันอาจเปน Convergent หรือ Divergent ก็ได 

3. อนุกรม Convergent จะมี 0lim =
∞→ nn
a  เสมอ 

4. อนุกรมอนันตเลขคณิตทุกชนิดเปนอนุกรม Divergent ยกเวนทุกพจนเปนศูนย 
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง ลําดับและอนุกรม 
 
Problem.1 ให { }nb  เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ 1 3b = −  และ 1

1
1

n
b

n

b
b

b+

+
=

−
 สําหรับ 

1 2 3n , ,=  คาของ 1000b  เทากับเทาใด ( ตอบ 2 ) 
 
Problem.2 กําหนดให  na   เปนลําดับสอดคลองกับเงื่อนไข   

1

1 1 1
n na a +

+ =    สําหรับทุกจํานวน

นับ  n   ถา   1 2 100... 250a a a+ + + =    แลว   2552 2.5a −    มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี  

 1. 1 5+  2. 2 5+  *3. 5
2

 4. 2 5  
 
Problem.3 กําหนดให 4  พจน แรกของลําดับเลขคณิตคือ 2 1 2 1 3a , b , b a+ − −  และ 3a b+  
 เมื่อ a  และ b  เปนจํานวนจริง 
 พจนที่ 1000  ของลําดับเลขคณิตน้ีเทากับขอใด  
 1. 3 997,  *2. 3 999,  3. 4 001,  4. 4 003,   
Problem.4 กําหนดให x , y ,z  เปนลําดับเรขาคณิต มีอัตราสวนรวมเทากับ r  และ x y≠  
 ถา 2 3x , y , z  เปนลําดับเลขคณิตแลว คา r  เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 1

4
 *2. 1

3
 3. 1

2
 4. 2 

 
Problem.5 ให a ,b ,c  เปนจํานวนจริง โดยที่ 2 3 4a , b , c  เปนลําดับเรขาคณิต และ 1 1 1, ,

a b c
 เปน

ลําดับเลขคณิต คาของ a c
c a
+  เทากับเทาใด  ( ตอบ 2.5  ) 

 
Problem.6 กําหนดให { }na  เปนลําดับเลขคณิต  โดยมีสมบัติดังน้ี 
  ก. 15 13 3a a− =  
  ข. ผลบวก m  พจนแรกของลําดับเลขคณิตน้ี เทากับ 325  และ 
  ค. ผลบวก 4m  พจนแรกของลําดับเลขคณิตน้ี เทากับ 4900  
 แลวพจน 2ma  เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 61

2
 *2. 121

2
 3. 125

2
 4. 119  
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Problem.7 บทนิยาม ให { }na  เปนลําดับของจํานวนจริง 
   เรียกพจน na  วา พจนคู ถา n  เปนจํานวนคู และ 
   เรียกพจน na  วา พจนค่ี ถา n  เปนจํานวนคี่ 
 กําหนดให { }na  เปนลําดับเลขคณิต โดยที่มีจํานวนพจนเปนจํานวนคู และผลบวก

ของพจนค่ีทั้งหมดเทากับ 36  และผลบวกของพจนคูทั้งหมดเทากับ 56  ถาพจนสุดทาย
มากกวาพจนแรกเปนจํานวนเทากับ 38  แลว ลําดับเลขคณิต { }na  น้ี มีทั้งหมดกี่พจน  
( ตอบ 20  ) 

 
Problem.8 กําหนดให na  เปนลําดับที่สอดคลองกับ  2 2n

n

a
a
+ =   สําหรับทุกจํานวนนับ n    

 ถา   
10

1

31n
n

a
=

=∑     แลว  
2552

1
n

n

a
=
∑   เทากับขอใดตอไปนี้      

 1. 12752 1−  *2. 12762 1−  3. 25512 1−  4. 25522 1−  
 
Problem.9 กําหนดให { }na  เปนลําดับของจํานวนจริงโดยที่  
 2

1n na n a+ = −  สําหรับ 1 2 3n , ,=  
 คาของ 1a  ที่ทําให 101 5100a =  เทากับขอใดตอไปน้ี  
 *1. 50  2. 25  3. 1 4. 0  
 
Problem.10 ถา  

4

3

2
lim

1 8 27 ...n

n
A

n→∞
=

+ + + +

 
 
 

 มีคาเปนจํานวนจริงบวกแลว    แลวคาของ 

A   เทากับขอใดตอไปน้ี    
 1. 0  2. 2 3. 4 *4. 8  
 
Problem.11 

3

3
3 12 27 ... 3lim

1 8 27 ...n

n n n n
n→∞

 + + + +
 + + + + 

  มีคาเทาใด (ตอบ  4) 
 
Problem.12 ถา  { }na   เปนลําดับของจํานวนจริงที่  2

2 4 6 ... 2
n

na
n

+ + + +
=   สําหรับทุกจํานวน

เต็มบวก n  แลว  lim nn
a

→∞
  เทากับขอใด  ( ตอบ  1) 

 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________ คณิตศาสตร (101) 

Problem.13 กําหนดให  na   เปนลําดับเลขคณิตที่สอดคลองกับเงื่อนไข   1lim 5n

n

a a
n→∞

−
= 

 
 

   

ถา 9 5 100a a+ =   แลว   100a   เทากับขอใดตอไปน้ี    
 1.    500    *2. 515  
 3.    520    4. หาไมไดเพราะขอมูลไมเพียงพอ 
 
Problem.14 ถา na  เปนลําดับเลขคณิตซึ่ง  

2 2
1lim 4n n

n

a a
n

+

→∞

 −
= 

 
 แลว  17 9

2
a a−  มีคาเทาใด 

 ( ตอบ  2.38  ) 
 
Problem.15 ให { }na  เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ 2

1 2 3 n na a a ....... a n a+ + + + =   
 สําหรับ 1 2 3n , , ,...=  ถา 1 100a =   แลว 2

nn
lim n a
→∞

 มีคาเทากับเทาใด  ( ตอบ  200  ) 
 
Problem.16 กําหนดให β  เปนจํานวนจริง และให { }na  เปนลําดับของจํานวนจริงที่นิยาม 
 โดย 7

2n
na
n
β −

=
+

สําหรับ 1 2 3n , , ,...=  ถาผลบวก 9  พจนแรกมีคามากกวาผลบวก 

7  พจนแรก ของลําดับ { }na เปนจํานวนเทากับ 108a  แลว nn
lim a
→∞

 มีคาเทากับเทาใด 

 ( ตอบ  2 ) 
 
Problem.17   กําหนดให { }na  เปนลําดับของจํานวนจริง 

 โดยที่ 
( )( )

2

1 2 1 2 1

n

n
k

ka
k k=

=
− +∑  สําหรับ 1 2 3n , , ,...=  

 
16

nn
lim a

n→∞  เทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 4  2. 16
3

 3. 8  4. 16  
 
Problem.18 กําหนดให { }na  เปนลําดับของจํานวนจริง โดยที่ 1 1a =  และ 11n na a ++ ≤  และ 

5 5n na a+ ≤ +  สําหรับ 1 2 3n , ,=  แลวคาของ ( )
1

1 6
n

kn k

lim a k
n→∞

=

 + − 
 
∑  เทากับ

เทาใด  ( ตอบ  6  ) 
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Problem.19 กําหนดให { }na  เปนลําดับของจํานวนจริง 
 โดยที่ 1 2a =   และ ( )1 2 1

1
1n n

na a a ... a
n −
+ = + + + −   

 
สําหรับ 2 3 4n , , ,...=   แลวคาของ 

1 2
n

n

nlim
a a ............... a→∞ + + +

 เทากับเทาใด 

 ( ตอบ  0  ) 
 
Problem.20 ผลบวกของอนุกรม  1

11 33 3 2 23 ... ...
4 16 4

n n

n−

+ −
+ + + + +   เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 20
3

 2. 29
3

 3. 31
3

 *4. 40
3   

Problem.21 ให k  เปนคาคงที่ และถา ( )
( )

5 4 1

5

3 2 12 215 6 15
5 52

n

n

k n n n
lim ...... ...

n

−

→∞

+ + +  = + + + + + 
 +  

แลว k  มีคาเทากับเทาใด   ( ตอบ  25  ) 
 
Problem.22 ถา   

2

2

1
1

2 1lim
n

n b
n a→∞

+
=

−
   แลวผลบวกของอนุกรม   

2 2
1

n

n

ab
a b

∞

= +
 
 
 

∑   เทากับขอใด

ตอไปน้ี 
 1. 1

3
 *2. 2

3
 3. 1 4. หาคาไมได 

 
Problem.23 ถา 1 2 3, , ,...a a a  เปนลําดับเรขาคณิตซึ่ง 

1

4n
n

a
∞

=

=∑  แลวคามากที่สุดที่เปนไปไดของ 

2a  เทากับขอใดตอไปน้ี     
 1. 4  
 2. 2 
 *3. 1 
 4. หาคาไมไดเพราะ 2a มีคามากไดอยางไมมีขีดจํากัด 
 
Problem.24 ถา   

4 2
2

1

n

A
n n

∞

=

=
−

∑     แลว  
2

2

1

n n

∞

=
∑     มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี  

 1. 3
4

A+  2. 5
4

A+  *3. 3
4

A−  4. 5
4

A−
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Problem.25 กําหนดให 
2 21 11 1 1 1na n n

   = + + + + −   
   

 สําหรับ 1 2 3n , , ,...=  

 คาของ 
1 2 20

1 1 1.......
a a a

+ + +  เทากับเทาใด  ( ตอบ  7 ) 
 
Problem.26 กําหนดให  

( )1

1
1 1

n

n
k

S
k k k k=

 
=   + + + 
∑   สําหรับ  1, 2 ,3,...n =   คาของ  

lim nn
S

→∞
  เทากับเทาใด   (ตอบ  1) 

 
Problem.27 คาของ 

( )( )
9999

4 41

1
1 1n n n n n= + + + +

∑  เทากับเทาใด (ตอบ  9 ) 

 
Problem.28 กําหนดให 3 3 3 31 2 3kS .... k= + + + +   สําหรับ 1 2 3k , , ,...=  

 คาของ  
1 2 3

1 1 1 1
n

n

lim .......
S S S S→∞

 
+ + + +  

 
 เทากับเทาใด  

 (ตอบ  2) 
 
Problem.29 พิจารณาขอความตอไปน้ี 
  ก. ถาลําดับ na  ลูเขา  แลว อนุกรม  

1
n

n

a
∞

=
∑ ลูเขา 

  ข. ถาอนุกรม  
1

n
n

a
∞

=
∑ ลูเขา  แลวอนุกรม  

1

1
2
n
n

n

a∞

=

 + 
 

∑    ลูเขา 

 ขอใดตอไปน้ีเปนจริง   
 1. ก  ถูก  และ  ข  ถูก  2. ก  ถูก  และ  ข  ผิด 
 3. ก  ผิด  และ  ข  ถูก  *4. ก  ผิด  และ  ข  ผิด 
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แคลคูลัส 
 
1. ลิมิตของฟงกชัน 
 ลิมิตของฟงกชัน f  เม่ือ x  มีคาเขาใกล a  แทนดวยสัญลักษณ ( )lim

x a
f x

→
 หาคาไดก็ตอเมื่อ     

ลิมิตทางซาย และลิมิตทางขวา หาคาได และมีคาเทากัน 
 

 

จะไดวา  ( ) Lxf
ax

=
→

lim   ก็ตอเมื่อ  ( ) ( )xfLxf
axax +− →→

== limlim  
  

 การหาลิมิตของฟงกชัน 
 1. ถาแทนแลวไดคาออกมาเปนจํานวนจริง ใหตอบไดเลย เชน  ( )

( ) 1
3
3

21
41

2
4lim

22

1
=

−
−

=
−−
−−

=
−
−

−→ x
x

x
 

 2. ถาแทนแลวไดคาออกมาเปน ? 0
0
≠  แลวแสดงวา หาคาไมได 

 3. ถาแทนแลวไดคาออกมาเปน 0 , ,
0

∞
∞ −∞

∞
 เรียกวา รูปแบบไมกําหนด (Indeterminate Form) 

  เราตองทําดังนี้ 
  1. การแยกตัวประกอบ  
  2. การหาจํานวนที่เหมาะสมคูณทั้งเศษและสวน  (Conjugate) 
  3. ใชกฎ L’ Hospital ใชเมื่อ เมื่อแทนคาลิมิต แลวได 0 ,

0
∞
∞

 แลวทําการหาอนุพันธทั้งเศษ 

   และ สวน จนกวาไมเกิด 0 ,
0

∞
∞

 หรือไดคาลิมิตแลว 
 
 ความตอเนื่องของฟงกชัน 
     ฟงกชันจะตอเน่ืองของฟงกชันที่จุด ax =  เมื่อ สอดคลองกับเงื่อนไข ตอไปน้ี 

 

( )af.1   หาคาได 
( )xf

ax→
lim.2  หาคาได     ( ) ( )



 =

+− →→
xfxf

axax
limlim  

( ) ( )afxf
ax

=
→

lim.3  
จากบทนิยาม  ถาฟงกชัน f  ขาดสมบัติขอใดขอหน่ึงฟงกชัน f  เปนฟงกชันไมตอเน่ืองที่ ax =       
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2. อนุพันธของฟงกชัน  

 - กําหนดให ( )y f x=  แลว อนุพันธของฟงกชัน f  เขียนแทนดวย 

  ( ) ( ) ( )
0

lim
h

f x h f x dy d f x f y
h dx dx→

+ −
′ ′= = = =  

 - การหาอนุพันธของฟงกชัน ที่จุด  x a=  หาไดจาก 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
lim
h

f a h f x dy d f a f a y a
x ah dx dx→

+ −
′ ′= = = =

=
 

 - กฎลูกโซ ( The Chain Rule ) 
  ถา nuy =  และ n  เปนจํานวนจริง     ดังน้ัน ( )

dx
dunuu

dx
d nn 1−=    

 - อนุพันธของฟงกชันคอมโพสิท (อนุพันธของฟงกชันประกอบ) 
   

 

( ) ( ) ( )( ) ( )xgxgfxgf ′⋅′=′
o  

 

         - อนุพันธอันดับสูง ( Higher derivative )  
       

     ซึ่งนิยามวา ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

′−+′
=′′

→ 0
lim   

     เมื่อลิมิตหาคาไดและเรียก f ′′  วา  “ อนุพันธอันดับที่สองของ f  ” 
 

     ถากําหนดฟงกชัน ( )xfy =  เราอาจใชสัญลักษณ n

n

dx
yd  หรือ ( )[ ]

n

n

dx
xfd  แทน ( ) ( )xf n  

 ดังน้ัน  ( )
dx
dyxf =′   แทนอนุพันธอันดับที่หน่ึง 

    ( ) 2

2

dx
ydxf =′′  แทนอนุพันธอันดับที่สอง 

    ( ) 3

3

dx
ydxf =′′′  แทนอนุพันธอันดับที่สาม 

    ( ) ( ) 4

4
4

dx
ydxf =  แทนอนุพันธอันดับที่สี่ 

 และ ( ) ( ) n

n
n

dx
ydxf =  แทนอนุพันธอันดับที่ n   

 ในบางครั้งเราอาจใชสัญลักษณ ( ) ( ) ...,,,,, 54 yyyyy ′′′′′′  
 แทน ( ) ( ) ...,,,,, 54 fffff ′′′′′′   ตามลําดับ  
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3. ความชันของเสนโคง (Slope of a curve) 
 ขอสรุป 
 - ความชันของเสนโคงที่จุดใดๆ = ความชันของเสนสัมผัส ณ จุดน้ัน 
 - ความชันของเสนสัมผัส ( )y f x= ที่จุด ( ) ( )'

0 0 0,x y f x=  
 - เสนที่ต้ังต้ังฉากกันความชั้นคูณกันได 1−  
 - ( )'

0 tanf x θ=   เมื่อ θ  คือ มุมเอียงของเสนสัมผัส  
4. ฟงกชันเพิ่ม - ฟงกชันลด 
 - เปนฟงกชันลด บนชวงซึ่ง  ( )' 0f x <  
 - เปนฟงกชันเพิ่ม บนชวงซึ่ง  ( )' 0f x >   
5. คาสูงสดุ – ต่ําสดุ 
 หลักการตรวจสอบคาสูงสุดต่ําสุดสัมพัทธ 
 1. หาคาวิกฤตจากสมการ    ( )'f x  

คาวิกฤต คือ คาที่ทําให   ( )' 0f x =  
 2. นําคาวิกฤตไปเขียนบนเสนจํานวน โดย 
  - ถาสัมประสิทธิ์ดีกรีสูงสุดเปนบวก จุดแรกทางฝงขวามือจะเปนจุดสูงสุด, ตํ่าสุด สลับกนัไป 
                เร่ือยๆ  
  - ถาสัมประสิทธิ์ดีกรีสูงสุดเปนลบ จุดแรกทางฝงขวามือจะเปนจุดตํ่าสุด  , สูงสุด สลับกนัไป 
                เร่ือยๆ 
 3. วงเล็บใดเปนบวกแนๆ ใหตัดทิ้งออกจากการคิด เพราะเปนจุดเปลี่ยนเวา 
 

6. การอินทิเกรต 
 ความหมาย 
 การอินทิเกรต  คือ  การกระทําที่ตรงขามกับอนุพันธ 
 

f(x)  diff
int egrate   f′(x)  diff

int egrate   f″(x) 

 

 เรียก  ( )f x dx∫   วา  ปริพันธของฟงกชัน 
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 สูตรการหาปริพันธไมจํากัดเขต   

เมื่อ k  และ c  เปนคาคงตัว 
1. ∫ += ckxdxk  

2. ∫ −≠+
+

=
+

1,
1

1

nc
n
xdxx
n

n  
3. ∫ +=− cxdxx ln1  
4. ( ) ( )∫ ∫= dxxfkdxxfk  
5. ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫ ∫±=± dxxgdxxfdxxgxf  
 

 

7. ปริพันธจํากัดเขต (Definite  Integrals) 

 ความหมาย การอินทิเกรตจํากัดเขตในชวง a  ถึง b  คือ การหาพื้นที่ใตโคงในชวง a  ถึง b    
 

 กําหนดฟงกชัน ( )xF  เปนปริพันธของฟงกชัน ( )xf  คือ 
   ( ) ( ) ( ) ( )∫ −==

b

a

b
a aFbFxFdxxf  

 หรือ ( ) ( )[ ] ( ) ( )aFbFxFdxxf
b

a

b
a −==∫  

 
 

 สูตรการหาปริพันธจํากัดเขต 
 1. ( )∫ =

a

a
dxxf 0  

 2. ( ) ( )∫ ∫−=
b

a

a

b
dxxfdxxf  

 3. ( ) ( )∫ ∫=
b

a

b

a
kdxxfkdxxkf , คาคงตัว 

 4. ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫ ∫±=±
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf  

 5. ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫=+
c

a

b

c

b

a
dxxfdxxfdxxf  เมื่อ bca <<  

 

8. ปริพันธจํากัดเขตกับการหาพื้นที่ 
 หลักการหาพื้นท่ีภายใตเสนโคง 
 ถา ( )xfy =  ตอเน่ืองบนชวง [ ]ba ,  พื้นที่ภายใตเสนโคง ( )xfy =  และแกน x จาก ax =   
 ถึง bx =  หาไดดังน้ี 
       ข้ันตอนท่ี 1 หาจุดตัดแกน x  ซึ่งอยูในชวง [ ]ba ,   
       ข้ันตอนท่ี 2 หาคาสัมบูรณของปริพันธจํากัดเขตในแตละชวงของ x  ที่ตอเน่ืองกัน 
       ข้ันตอนท่ี 3 พื้นที่ที่ตองการเทากับผลรวมของคาสัมบูรณของปริพันธจํากัดเขตทั้งหมดที่หาได 



 

คณิตศาสตร (108) ______________________ โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) 

ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง แคลคูลัส 
 

Problem.1 คาของ 
3 2

20x

x x xlim
x−→

+ +   เทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 1
2

−  2. 1
2

 3. 1−  4. 1 
 
Problem.2 กําหนดให  a  และ  b   เปนจํานวนจริง  และ  f   เปนฟงกชัน  โดยที่  

( )

3 1
, 1 1

1
, 1 5

5 , 5

x
x

x
f x a b x

x

 −
− < <

−= − < <
 ≥
  

 ถา  f   เปนฟงกชันตอเน่ืองบนชวง ( )1 ,− ∞  แลวคาของ ab  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5

4
 2. 7

4
−  3. 15  *4. 10−  

 
Problem.3 กําหนดให R  แทนเซตจํานวนจริง  
 ให f : R R→  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ 1x =  และให g  เปนฟงกชันที่กําหนด โดย 

( ) ( )

3 2 1
1

1
7

x ; x
xg x

f x
; x

x

 + −
>

−= 
 ≤ +

 

 ถาฟงกชัน g  มีความตอเน่ืองที่ 1x =  แลวคาของ ( )( )1gof  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 2 3−  2. 2  3. 2 7−  *4. 7 2−  
 
Problem.4 ถา  ,f g   และ h   สอดคลองกับ  ( ) ( ) ( )1 1 1 1f g h= = =    และ   
  ( ) ( ) ( )1 1 1 2f g h′ ′ ′= = =    
 แลวคาของ  ( ) ( )1fg h ′+    เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 1 2. 2  3. 4  *4. 6  
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Problem.5 ถา  ( )
3

1 1 1
2

f x
x x

′ = +
 
 
 

   แลวคาของ   ( ) ( )
( ) ( )0

1 1
4 4

lim
h

f h f
f h f→

+ −

+ −
   เทากับ   ขอ

ใดตอไปน้ี   
 1. 1 *2. 16

5
 3. 7

5
 4. 1

5   
Problem.6 กําหนดให  ( ) 2f x ax b x= +   เมื่อ  a  และ b  เปนจํานวนจริงที่ 0b ≠   

 ถา ( ) ( )2 ' 1 1f f=  แลว ( )
( )
4

' 9
f
f

  มีคาเทาใด  ( ตอบ 12 ) 
 
Problem.7 กําหนดให R  แทนเซตของจํานวนจริง 
 ให g : R R→  เปนฟงกชันกําหนดโดย ( ) 1

2 3
g x

x
=

+
 เมื่อ 3

2
x ≠ −

 
 

ถา f : R R→  เปนฟงกชันที่ ( ) ( )fog x x=  สําหรับทุกจํานวนจริง x  
 แลว 1

2
''f  
 
 

 เทากับขอใดตอไปน้ี  

 1. 1
2

−  2. 1
2

 3. 8−  *4. 8  
 
Problem.8 กําหนดให  R   แทนเซตของจํานวนจริง  ถา  :f R R→  และ :g R R→  เปน

ฟงกชัน โดยที่  ( ) ( )
2
33 , 1 8f x x g= =   และ  ( )' 1 8g =   คาของ  ( ) ( )' 1fog   

เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1

3
 *2. 2

3
 3. 1 *4. 4

3  
 
Problem.9 ให f  เปนฟงกชัน ซึ่งมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของจํานวนจริง 
 โดยที่  ( ) 22 1 4 14f x x x+ = +   คาของ ( )( )( )2553' ''f f f  เทากับขอใด 
 ( ตอบ 120  ) 
 
Problem.10 เสนตรงซึ่งตัดต้ังฉากกับเสนสัมผัสของเสนโคง 3 1

2y x
x

= −    ที่จุด  1x = คือ

เสนตรงในขอใดตอไปน้ี    
 1. 13 2 11 0x y− − =  2. 13 2 15 0x y+ − =  
 3. 2 13 11 0x y− + =  *4. 2 13 15 0x y+ − =  
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Problem.11 กําหนดให R  แทนเซตของจํานวนจริง 
 ถา f : R R→  และ g : R R→  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดทุก x R∈  
 โดยที่ ( ) ( )( )2 6 4 3 22 5 2 2 2 5g x x x , gof x x x x x x= − + = + − + − +  
 และ ( )0 0f =   คาของ ( )( ) ( )( )1 0' ' ' 'f og g of+  ( ตอบ 1 ) 
 
Problem.12 กําหนดให a  และ b  เปนจํานวนจริง และให f  เปนฟงกชันพหุนาม 
 โดยที่ ( ) 4 3 22f x x x x ax b= + − + +  ถาฟงกชันพหุนาม ( )Q x  โดยที่ 

( ) ( )( )2
f x Q x=  แลวคาของ ( )

1

0

f x dx∫  เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. 71
30

 2. 31
30

 *3. 11
30

 4. 1
30   

Problem.13 ถา   ( ) 23 5f x x x′ = + −    และ   ( )0 1f =    แลว   ( )
1

1

f x dx
−
∫    มีคาเทากับขอ

ใดตอไปน้ี   
 1. 5

3
 *2. 7

3
 3. 2

3
 4. 1

3   
Problem.14 กําหนดให  R   แทนเซตของจํานวนจริง  ถา  :f R R→ เปนฟงกชัน  โดยที ่ 

( )' 3 5f x x= +  สําหรับทุกๆจํานวนจริง  x   และ  ( )1 5f =  แลวคาของ  
( )
( )

2

4

2
lim
x

f x
f x→

−   เทากับเทาใด ( ตอบ 6  ) 
 
Problem.15 กําหนดให  ( )y f x=   เปนฟงกชันที่มีคาสูงสุดที่ 1x =  ถา ( )'' 4f x = −   ทุกๆ x  

และ ( ) ( )1 3f f− +   แลว f  มีคาสูงสุดเทาใด  ( ตอบ 8  ) 
 
Problem.16 กําหนดใหเสนโคง ( )y f x=  สัมผัสกบัเสนตรง 2 3 0x y− + =  ที่จุด ( )0 3,  

 และ ( )
2

0

3''f x dx = −∫  ถา ( ) ( )2g x x f x= +  และ ( )2 0'g =  แลว ( )2f

เทากับเทาใด ( ตอบ 8  ) 
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Problem.17 กําหนดให  R   แทนเซตของจํานวนจริง  ถา  :f R R→ เปนฟงกชัน  โดยที ่ 
( )'' 6 4f x x= + สําหรับทุกๆ จํานวนจริง  x     และความชันของเสนสัมผัสโคง  

( )y f x=  ที่จุด  ( )2,9  เทากับ  19  แลวคาของ  ( )1f   เทากับเทาใด  ( ตอบ 7  )  
Problem.18 กําหนดให ( )f x  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสอง ถาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง 

( )y f x= ที่จุด ( )1 2,  มีคาเทากับ 4  และ ( )
2

1

12f x dx
−

=∫  แลว ( ) ( )1 1''f f− + −  

มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี  ( ตอบ 18  ) 
 
Problem.19 กําหนดให ( ) ( ) ( )h x f x g x=  โดยที่ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง ( )y f x=    

ที่จุด ( )x, y เทากับ 2 2x−  และเสนโคง ( )y f x=  มีคาสูงสุดสัมพัทธเทากับ 5     ถา 
g  เปนฟงกชันพหุนามซึ่งมีสมบัติ ( ) ( )2 2 5'g g= =  แลว ( )2'h  มีคาเทากับเทาใด   
(ตอบ 10) 

 
Problem.20 กําหนดให f  เปนฟงกชันพหุนามที่มี ( )''f x ax b= +  เมื่อ a ,b  เปนจํานวนจริง ถา 

( )0 2f =  และกราฟของ f  มีจุดตํ่าสุดสัมพัทธที่ ( )1 5,−  แลว 2 3a b+  เทากับขอ
ใดตอไปน้ี  

 1. 12−  2. 20  *3. 42  4. 48   
Problem.21 กําหนดให  
 A แทนพื้นที่ของอาณาบริเวณที่ปดลอมดวยเสนโคง  21y x= −   และแกน X  

 B   แทนพื้นที่ของอาณาบริเวณที่ใตเสนโคง 
2

4
x

y =  เหนือแกน X  จาก x c= −  

ถึง x c= คาของ c  ที่ทําให  A B=   เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 2  *2. 2 3. 2 2  4. 4 
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สถิติ 
 
1. คากลางของขอมูล 
 คาเฉล่ียเลขคณิต  จะใชสญัลักษณ  X  ซึ่งอานวา เอ็กซ-บาร แทนคาเฉลี่ยเลขคณิต 

 ขอมูลท่ียังไมแจกแจงความถี่  ใชสูตร   
N

xxxX N+++
=

...21    
N

x
N

i
i∑

== 1  
 โจทยที่จะนํามาออกเปนขอสอบนาจะไมถามแบบแทนคาสูตรตรงๆ แลวออก  แตจะออกแบบ   
     พลิกสูตรดังน้ี 
 จากสูตร  

N
x

X ∑=   จะได 
 1. ผลรวมของขอมูล คือ ∑ = XNx         
 2. จํานวนขอมูล คือ 

X
x

N ∑=          
 
 - ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่   
  สําหรับอันตรภาคชั้นแตละชั้นเทากัน ใชสูตรลดทอนขอมูล I

N
fd

aX i








+= ∑  

  เมื่อ d  =   คาสมมุติ  ... , 1 , 0 , 1 , ...−   
    a  =    จุดกึ่งกลางของชั้นที่ 0d =  

    d  =    i if d
N

∑  

  สําหรับอันตรภาคชั้นแตละชั้นไมเทากัน ใชสูตร 
N
fx

X i∑=  
  เมื่อ i if x∑  คือ ผลรวมของผลคูณของจุดกึ่งกลางชั้นและความถี่แตละชั้น 

  คาเฉลี่ยเลขคณิตรวม 
k

kk
t

NNN
XNXNXNX

+++
+++

=
...

...

21

2211  
 
  คาเฉลี่ยเลขคณิตแบบถวงน้ําหนัก 1 21 2

1 2

...
...

kk
w

k

W X W X W XX
W W W
+ + +

=
+ + +
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มัธยฐาน  (Median) 
 มัธยฐาน คือ คาของคะแนนที่ตําแหนงกึ่งกลางของขอมูลทั้งหมด  เมื่อเรียงลําดับคะแนนของขอมูล 
                          แลวนิยมใชสัญลักษณ  Me  แทน มัธยฐาน 
 การหามัธยฐานของขอมูลท่ีไมแจกแจงความถี่ 
 หลัก 1. เรียงลําดับคะแนนของขอมูล 
   2. หาตําแหนงกึ่งกลางจากสูตร   1

2
N +   แลวคา  

2
)1( += NXMe    

 

 การหามัธยฐานของขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ 
 หลัก 1. เพิ่มชองตารางแจกแจงความถี่ แบบความถี่สะสม   
   2. หาตําแหนงกึ่งกลางจากสูตร  

2
N  

   3. มัธยฐานคือคะแนน ณ ตําแหนงกึ่งกลางจึงคํานวณไดดวยวิธีบัญญัติไตรยางศ หรือ 

    เลือกใชสูตร Me = 2 L

me

N f
L I

f

 − 
+  

 
 

∑
 หรือ  Me = 2 U

me

N f
U I

f

 − 
−  

 
 

∑
 

    เมื่อ Lf∑  =   ผลรวมความถี่ของช้ันที่ตํ่ากวา 
     Lf∑  =   ผลรวมความถี่ของช้ันที่สูงกวา 
     mef      =   ความถี่ของชั้นที่มัธยฐานอยู 
ฐานนิยม 
 - ขอมูลท่ียังไมแจกแจงความถี่ ฐานนิยม คือ คาของขอมูลที่มีความถี่สูงสุด นิยมใชสัญลกัษณ   
           Mo แทนฐานนิยม โดยฐานนิยมมีไดไมเกิน 2 คา 
 - ขอมูลท่ีแจกแจงความถี่ หาไดจาก  I

dd
dLMo 








+

+=
21

1  

  เมื่อ L =  ขอบลางของอันตรภาคชั้นที่ฐานนิยมอยู  
    =21 ,dd  ผลตางระหวางความถี่ของอันตรภาคชั้นที่ฐานนิยมอยูกับชั้นที่ติดกัน 
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2. ความสัมพันธระหวางโคงกับคากลาง 
 

1.  เสนโคงปกติ 

 

 

2.  เสนโคงเบขวา 

 

 

3.  เสนโคงเบซาย 

 
 

mod m de e mean= =  
 

 

mod m de e mean< <  
 

mod m de e mean> >  

 

จํานวนคนทําไดเทากับจํานวนคนทําไมได 
 

 

สวนใหญไดคะแนนนอย 
 

สวนใหญไดคะแนนมาก 

 

โคงสมมาตรกันทั้งสองฝง 
 

 

ตบทางขวาโคงจึงเบขวา 
 

ตบทางซายโคงจึงเบซาย 

 

 
Note    ถาเสนโคงใกลเคียงโคงปกติจะไดสมการระหวางคาเฉลี่ยคือ   )(3 MexMox −=−  

 
3. สมบัติของคากลาง  

 

1. คาของ 0)( =−∑ xxi  เสมอ 
2. 2)(∑ − axi  จะมีคานอยที่สุดเมื่อ xa =  
3. ∑ − axi     จะมีคานอยที่สุดเมื่อ Mea =  
4. ถา babxay ii ,;+=  เปนคาคงที่แลว bxay +=   สมบัติดังกลาวใชไดกับ MoMe ,  
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4. การวัดตําแหนงของขอมูล  
   

 

การวัดตําแนง 
 

 

นิยาม 
 

 
ควอรไทล 
 

ควอรไทล   คือ   การวัดตําแหนงขอมูลโดยแบงขอมูล  ออกเปน  4   สวน 
                                                        

        
 

 

 
เดไซล 
 
 

เดไซล   คือ   การวัดตําแหนงขอมูลโดยแบงขอมูล  ออกเปน  10  สวน 
  
   

       
 

 

 
เปอรเซ็นตไทล 
 

เปอรเซ็นตไทล  คือ  การวัดตําแหนงขอมูลโดยแบงขอมูล ออกเปน 100  
สวน 
               
 

            
                                        

 
 การหาตําแหนงแบบขอมูลไมแจกแจงความถี ่
 ข้ันที่  1 เรียงลําดับขอมูลจากนอยไปมาก 
 ข้ันที่  2 คํานวณตําแหนงของขอมูล  

สูตร/คาสถิติ ควอรไทล เดไซล เปอรเซ็นตไทล 

สูตรของตําแหนง ( )1
4r

r N
Q

+
=  ( )1

10r

r N
D

+
=  ( )1

100r

r N
P

+
=  

 
 ข้ันที่  3 ตําแหนงของขอมูล คือ ลําดับที่ของขอมูลจากนอยไปมาก  
    กรณีตําแหนงของขอมูลไมเปนจํานวนเต็ม ตองเทียบบัญญัติไตรยางศ 
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 การหาตําแหนงแบบขอมูลแจกแจงความถี่ ( เปนตาราง ) 
สูตร/คาสถิติ ควอไทล เดไซล เปอรเซ็นตไทล 

สูตรของตําแหนง 
( ข้ันที่ 1 ) 4r

rNQ =  
10r
rND =  

100r
rNP =  

คาคะแนนของ
ตําแหนง 
( ข้ันที่ 2 ) 

 

คาคะแนนของตําแหนง =  ( )LI pos f
L

f
−

+ ∑  

  

 เมื่อ pos  คือ  ตําแหนงของขอมูล 
   f        คือ  ความถี่ของขอมูลของชั้นที่อยู 
Note กรณีที่ตําแหนงของขอมูลมีคาเทากับความถี่สะสมของชั้นไหน คําตอบที่ตองการจะคาที่ 
                เทากับขอบเขตบนชั้นน้ัน  
5. การวัดการกระจายสัมบูรณของขอมูล   ใชเพื่อดูวาขอมูลในชุดน้ันมีความแตกตางกัน 
 มากนอยเพียงใด 
 - พิสัย   
  ขอมูลที่ยังไมแจกแจงความถี่    พิสัย  =  max minx x−  
  ขอมูลที่แจกแจงความถี่             พิสัย  =  ขอบเขตบนของชั้นสูงสุด – ขอบเขตบนของชั้นตํ่าสุด 

 - สวนเบี่ยงเบนควอรไทล   
2

.. 13 QQDQ −
=  

 - สวนเบี่ยงเบนเฉลี่ย   

  ขอมูลที่ยังไมแจกแจงความถี่     
N

xx
DM

i∑ −
=..  

  ขอมูลที่แจกแจงความถี่             . . if x x
M D

N

−
=
∑  
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 - สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

  ขอมูลที่ยังไมแจกแจงความถี่ 1) 
N

xx
DS

N

i
i∑

=

−
= 1

2)(
..  

    2) 21

2

.. x
N

x
DS

N

i
i

−=
∑
=  

 

  ขอมูลที่แจกแจงความถี่  


















−=
∑
= 21

2

.. d
N

df
IDS

N

i
ii

 

 
 ความแปรปรวน ( )2SD  

ความแปรปรวน  =   สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน2 

 

 การหาความแปรปรวนรวม 

เมื่อ  21 xx =  เมื่อ  21 xx ≠  
 
  

21

2
22

2
112

NN
SNSNSt +

+
=  

 
 

 
1.  

21

2
22

2
11

2
22

2
112 )()(

NN
xxNxxNSNSNS tt

t +
−+−++

=  
 

2.  
21

21

2
212

22
2

11
2

)(

NN
NN
xNNSNSN

St +









+
∆

++

=  
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 คุณสมบัติของการกระจายสัมบูรณ    
 - สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และ ความแปรปรวน มีคามากกวา หรือ เทากับ ศูนย เสมอ 
 - สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และ ความแปรปรวน เปนศูนย เมื่อ ขอมูลทุกตัวมีคาเทากัน 
 - ถากําหนดให  baxy ii +=   แลวจะได 
  1. คาเฉลี่ยเลขคณิต  bxay +=   
  2. พิสัย   xy RaR =                    
  3. สวนเบี่ยงเบนควอไทล xy DQaDQ .... =   
  4. สวนเบี่ยงเบนเฉลี่ย   xy DMaDM .... =              

  5. สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน  xy SaS =                  
  6. ความแปรปรวน       222

xy SaS =  
 สรุป  การบวกหรือลบขอมูลทุกตัวดวยคาคงท่ี ตัววัดการกระจายสัมบูรณจะไมเปลี่ยนแปลง แตจะ 
               เปลี่ยนแปลงเมื่อคูณ หรือ หาร เทาน้ัน    
 
6. การวัดการกระจายสัมพัทธของขอมูล   
 การวัดการกระจายสัมพัทธ เปนการเปรียบเทียบการกระจายของขอมูลคนละชุด โดยดูวาขอมูลชุด 
                                                 ไหนมีการกระจายมากกวากัน 
 - สัมประสิทธิ์ของพิสัย     

minmax

minmax..
xx
xx

RC
+
−

=  

 - สัมประสิทธิ์ของสวนเบี่ยงเบนควอรไทล 
13

13...
QQ
QQ

DQC
+
−

=  

 - สัมประสิทธิ์ของสวนเบี่ยงเบนเฉลี่ย 
∑

∑ −
=

i

i

x

xx
DMC ...  

 - สัมประสิทธิ์ของการแปรผัน          
X
DSV ..

=  
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7. คามาตรฐาน 
 - ความหมาย คือ คาที่ใชเปรียบเทียบคะแนนของขอมูลต้ังแต 2 ชุด ข้ึนไป วาคะแนนไหนมี 
                                    คุณภาพมากกวากัน 
 - สูตรคามาตรฐาน  

S
xxz i

i
−

=  

 - สมบัติของคะแนนมาตรฐาน 
    

   1.  ที่คะแนนเทากับ  x  จะไดคาของคะแนนมาตรฐาน  0=z   เสมอ 
   2.  ผลบวกของคะแนนมาตรฐาน  ∑ = 0iz   เสมอ 
   3.  คาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนมาตรฐาน  0=z   เสมอ 
   4.  ผลบวกกําลังสองของคะแนนมาตรฐาน N   เสมอ 
   5.  สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนมาตรฐาน  1.. =zDS   เสมอ 
    

 
8. พื้นที่ใตโคง 
 สมบัติของเสนโคงปกต ิ

      

1.  คาเฉลี่ยเลขคณิต   มัธยฐาน    และฐานนิยม  จะมีคาเทากัน   และจะอยู  ณ  จุดที่เสนตรงที่ลาก 
     ผานจุดโดงสุดของเสนโคงน้ันต้ังฉากกับแกนนอน 
2.  เสนโคงจะมีเสนต้ังฉากกับแกนนอนที่ลากผานคาเฉลี่ยเลขคณิตเปนแกนสมมาตร 
3  พื้นที่ใตเสนโคงปกติมีคาเทากับ 1 เสมอ 
4.  พื้นที่ที่อยูเหนือคาใดคาหน่ึงของ X จะเปน 0  เสมอ  จะไดวาพื้นที่ใตเสนโคงปกติ [ ]21 , XX   
     มีคาเทากับพื้นที่ใตเสนโคงปรกติ ( )21 , xx  
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 หลักการทําโจทยพื้นท่ีใตโคงปรกติทุกรูปแบบ  
 การทําโจทยพื้นที่ใตโคงปรกติทุกรูปแบบใหไดอยางงายดายนั้น เราจะตองรูจักโครงสรางตางๆ 
ของโจทย ซึ่งเมื่อนํามาสรุปเราจะไดโครงสรางของสูตรที่สามารถนําไปใชแกโจทยทุกๆ ขอไดดังน้ี  

                                          

Xi  s
x  x  z i -

=

zs  x  xi +=
  Zi  open table

open table   A  × 100
÷ 100   

 
 

 
 แนวโจทยพื้นท่ีใตโคงปรกติ 
 จากหลักการทําโจทยพื้นที่ใตโคงปกติทุกรูปแบบที่สรุปมาแลวน้ัน  เราจะสามารถแบงประเภท 
     ของโจทยเพื่อใหงายแกการเขาใจ ไดดังน้ี 
 แนวท่ี 1   หาจํานวนขอมูลที่อยูระหวาง ix  ที่โจทยกําหนดมาให 
 แนวท่ี 2   หาคาสังเกต ix  ดวยการกําหนดจํานวนขอมูลในขอบเขต ix  ที่ตองการหา 
 
9. ความสัมพันธเชิงฟงกชัน 
 - ความหมาย ถาเราทราบคาของ 2 ตัวแปร คือ ตัวแปรตน ( ตัวแปรอิสระ : x  ) และตัวแปรตาม  
          ( y  ) โดยทราบวา x  และ y  มีความสัมพันธเชิงเสนตรง เราสามารถสรางสมการเพื่อทํานาย 
          คาของตัวแปรตามเมื่อทราบตัวแปรตนได ในรูป   
  y mx c= +)

 เรียกสมการดังกลาววา สมการทํานาย 
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 การสรางสมการทํานาย 
 

 

จุดท่ีควรจํา   
1. ถา “ คาคงตัวที่ตองการหา ”  มี  k  ตัว  ตองสรางสมการปกติขึ้น k  สมการดวย 
2. โดยปกติแลวจํานวนตัวแปรของสมการจะเปนดังนี้ 
 - สมการเสนตรง   จะมีสมการปกติ  2  สมการ 
 - สมการพาราโบลา  จะมีสมการปกติ  3  สมการ 
 - สมการสมการเอกซโพเนนเชียล  จะมีสมการปกติ  2  สมการ 
Tip...  สมการปกติถึงแมวาจะดูยุงยากแตเรามีวิธีการหาไดดังนี้ 
  - เจอโจทย  1  ตัวแปร  Take ∑ ที่สมการทั่วไป 
  - เจอโจทย  2  ตัวแปร  Take ∑ และ  ∑ x   ที่สมการทั่วไป 
  - เจอโจทย  3  ตัวแปร  Take ∑ และ  ∑ x   และ 2∑ x  ที่สมการทั่วไป 
  - เจอโจทย k  ตัวแปร  Take ∑ และ  ∑ x   และ 2∑ x  , …  ที่สมการทั่วไป 

 
สมการปกติ สําหรับ สมการเสนตรง 

                          รูปทั่วไป                 :                baxy +=  
                     สมการปกติ                 :          ∑ ∑ += nbxay  
                                                                   ∑ ∑ ∑+= xbxaxy 2  

 

Note   
 1. ตัวแปร x  และ y  สอดคลองกับสมการ y mx c= +)  ดังนั้น y mx c= +  
 2. สมการ y mx c= +)  มีไวทํานายคา y  เมื่อรูคา x  เทานั้น ไมสามารถยอนเพื่อทํานาย x  เมื่อ 
          ทราบ y  ได 
  หากตองการทํานาย x  จาก y  จะตองสรางสมการปกติในรูป x my c= +)   
          โดยการ  take ∑  และ take y∑  เพื่อหาคา m  และ c  ใหม 
 
 อนุกรมเวลา 
 หลักการ สมมุติคา x  จะดูจากจํานวนคาของ x  วาเปนจํานวนคูหรือคี่ ดังนี้ 
     กรณีเปนจํานวนคี่  จะสมมุติเปน  ..., 3 , 2 , 1, 0 ,1, 2 ,3 ,...− − −  ( หางกันทีละ1 เพื่อให ∑x = 0) 
 กรณีเปนจํานวนคู  จะสมมุติเปน  ..., 5 , 3 , 1, 1 ,3 ,5 , ...− − −    ( หางกันทีละ 2  เพื่อให ∑x = 0) 

เมื่อไดคา x  แลวก็สรางสมการทํานายตามหลักการที่กลาวไปแลว 
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ตัวอยางขอสอบ PAT 1  เรื่อง สถิติ 
 
Problem.1  นักเรียนหองหน่ึงสอบวิชาคณิตศาสตรได  เทากับ  40   คะแนน  ถานักเรียนชายสอบ

ไดคะแนนเฉลี่ยเลขคณิต 35  คะแนน  และนักเรียนหญิงสอบไดคะแนนเฉลี่ยเลขคณิต  
50  คะแนน อัตราสวนของนักเรียนชายตอนักเรียนหญิงตรงกับขอใดตอไปน้ี  

 1. 3 : 2  2. 2 : 3  *3. 2 :1  4. 1: 2  
 
Problem.2 กําหนดตารางแจกแจงความถี่แสดงอายุของคนในหมูบานแหงหน่ึง เปนดังน้ี  

อายุ ( ป ) 0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 
จํานวน ( คน ) 5 10 A 20 10 10 

 
 ถาอายุเฉลี่ยของคนในหมูบานน้ีเทากับ  33.33  ป แลว  จํานวนคนในหมูบานเทากับ

เทาใด ( ตอบ 57  ) 

 
Problem.3 สรางตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนการสอบของนักเรียนกลุมหน่ึง โดยใหความ

กวางของแตละอันตรภาคชั้นเปน 10 แลวปรากฏวามัธยฐานของคะแนนการสอบ
เทากับ 57  คะแนน  ซึ่งอยูในชวง 50 59−  ถามีนักเรียนที่สอบไดคะแนนต่ํากวา 49.5  
คะแนน อยูจํานวน 12  คน และมีนักเรียนไดคะแนนต่ํากวา 59.5  คะแนนอยูจํานวน 
20  คน จงหาวานักเรียนกลุมน้ีมีทั้งหมดกี่คน ( ตอบ 36 ) 

 
Problem.4 ขอมูลชุดหน่ึงมี 6  จํานวน คือ 2,3,6,11, ,a b ถาคาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดน้ี

เทากับ 8  และคาฐานนิยมเทากับ 7  แลว a b−  เทากับเทาใด ( ตอบ 10  ) 
 
Problem.5 ขอมูลชุดหน่ึงมี 99  จํานวนเรียงลําดับจากนอยไปมากไดเปน  1 2 99, ,...,x x x ถา

คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดน้ีเทากับมัธยฐาน  แลวขอใดตอไปน้ีถูก   
 1. 49 99

1 51
i i

i i

x x
= =

=∑ ∑    2.  ( ) ( )
49 99

50 50
1 51

i i
i i

x x x x
= =

− = −∑ ∑
 

 
*3. 49 99

50 50
1 51

i i
i i

x x x x
= =

− = −∑ ∑  4. ( ) ( )
49 99

2 2
50 50

1 51
i i

i i

x x x x
= =

− = −∑ ∑
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Problem.6      ถาตารางแจกแจงความถี่แสดงน้ําหนักของเด็กจํานวน 40  คน  เปนดังน้ี  
นํ้าหนัก  ( กิโลกรัม ) จํานวน 

9 11−  15  
12 14−  5  
15 17−  5  
18 20−  10  
21 23−  5   

 ถา  x   แทนคาเฉลี่ยของนํ้าหนักเด็กกลุมน้ี  แลวขอใดตอไปน้ีถูก   
 1. 17.444x =   และมัธยฐานนอยกวาฐานนิยม 
 2. 14.875x =   และมัธยฐานนอยกวาฐานนิยม 
 3. 17.444x =   และมัธยฐานมากกวาฐานนิยม 
 *4.  14.875x =   และมัธยฐานมากกวาฐานนิยม 

 

Problem.7 ขอมูลชุดน้ีมี 5  จํานวน  และมีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 12   ถาควอไทลที่ 1  และ 3  
ของขอมูลชุดน้ีมีคาเทากับ 5  และ 20  ตามลําดับ แลว เดไซดที่ 5  ของขอมูลชุดน้ี
เทากับเทาใด  ( ตอบ 10  ) 

 

Problem.8 ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียน 2  หอง ซึ่งทําคะแนนเฉลี่ยได 60 คะแนน 
โดยหองแรกมีนักเรียนจํานวน 40  คน และหองที่สองมีนักเรียนจํานวน 30  คน ถา
คะแนนสอบในหองแรกเปอรเซ็นตไทลที่ 50  มีคา 64  คะแนน และฐานนิยมมีคาเปน 
66  คะแนน แลว คะแนนเฉลี่ยของนักเรียนหองที่สองมีคาเทากับเทาใด ( ตอบ 56  ) 
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Problem.9 กําหนดตารางแจกแจงความถี่แสดงความสูงของนักเรียนในโรงเรียนแหงหน่ึง เปนดังน้ี  
ความสูง ( เซนติเมตร) จํานวนนักเรียน (คน) 

120 129−  10  
130 139−  20  
140 149−  40  
150 159−  50  
160 169−  30   

 ขอใดตอไปน้ีถูก  
 1. มัธยฐานของความสูงมีคานอยกวา  149   เซนติเมตร 
 2. ฐานนิยมของความสูงมีคานอยกวา  147   เซนติเมตร 
 *3. ควอไทลที่ 3  ของความสูงมีคามากกวา  150   เซนติเมตร 
 4. เปอรเซ็นไทลที่ 20ของความสูงมีคามากกวา  145   เซนติเมตร 
 
Problem.10 ในการสอบวิชาคณิตศาสตรคะแนนเต็ม 60  คะแนน มีนักเรียนเขาสอบ 30  คน นาย ก 

เปนนักเรียนคนหนึ่งที่เขาสอบในครั้งน้ี นาย ก สอบไดคะแนน 53  คะแนน และมี
จํานวนนักเรียนที่มีคะแนนสอบนอยกวา 53  คะแนนอยู 27  คน ถามีการจัดกลุม
คะแนนสอบเปนชวงคะแนน โดยมีอันตรภาคชั้นกวางเทาๆกัน คะแนนสอบของนาย ก 
อยูในชวงคะแนน 51 60−  จํานวนนักเรียนที่สอบไดคะแนนในชวงคะแนน 51 60−  
น้ีมีทั้งหมดกี่คน  

 1. 3  *2. 4  3. 5  4. 9   
Problem.11 โรงเรียนอนุบาลแหงหน่ึงมีนักเรียน  80   คน  โดยการแจกแจงของอายุนักเรียนเปนดัง

ตาราง  
อายุ  ( ป ) 3.5  4 4.5  5  5.5  6  

จํานวนนักเรียน 
( คน ) 

a  15  10  20  b  5  

 
 ถาคาเฉลี่ยของอายุนักเรียนมีคา  4.5   ป  แลวสวนเบี่ยงเบนเฉลี่ยของอายุนักเรียนมีคา

เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 5

16
 2. 7

16
 3. 9

16
 *4. 11

16  
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Problem.12 ถาความยาวรัศมีของวงกลม  10  วง   มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ  3   และมีความ
แปรปรวนเทากับ 5  แลวผลรวมของพื้นที่วงกลมทั้ง 10 วงน้ี มีคาเทากับขอใด   

 1. 90π  2. 95π  *3. 140π  4. 340π  
 
Problem.13 จากการสํารวจของนักเรียนกลุมหน่ึงจํานวน 4  คน มี 2  คน นํ้าหนักเทากันและหนัก

นอย กวา 2  คนที่เหลือ ถาฐานนิยม มัธยฐาน และพิสัยของนํ้าหนักนักเรียน 4  คนน้ี 
คือ 45 , 46 และ 6  กิโลกรัม ตามลําดับ แลวความแปรปรวนของทั้ง  4   คนน้ีเทากับ
เทาใด (ตอบ 6 ) 

 
Problem.14 ถานักเรียน 5  คน รวมกันบริจาคเงินไดรวม 360  บาท ความแปรปรวน ( ประชากร ) 

เทากับ 660  ถามีนักเรียนเพิ่มอีก 1  คน มารวมบริจาคเปน 60  บาท ความแปรปรวน
จะเพิ่มขึ้นหรือลดลงตรงกับขอใดไปนี้ 

 1. เพิ่มขึ้น 60  2. เพิ่มขึ้น 90  3. ลดลง 80  *4. ลดลง 90  
 
Problem.15 คาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบของนักเรียนกลุมหน่ึงเทากับ 72  คะแนน ความ

แปรปรวน (ประชากร) เทากับ 600  ถามีนักเรียนมาเพิ่มอีก 1  คน ซึ่งสอบได 60   
คะแนน ทําใหคาเฉลี่ยเปลี่ยนไป  70   คะแนน ความแปรปรวนของขอมูลชุดใหม
เทากับเทาใด ( ตอบ 520  ) 

 
Problem.16 พิจารณาขอความตอไปน้ี 
  ก. ในการสอบของนักเรียน 3  คน พบวา คาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบ

เทากับ 80  คะแนน คามัธยฐานเทากับ 75  คะแนน และพิสัยเทากบั           
25  คะแนน คะแนนสอบของนักเรียนที่ไดคะแนนต่ําสุดเทากับ 70  คะแนน  

  ข. ขอมูลชุดที่หน่ึงมี 5  จํานวน คือ 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  และขอมูลชุดที่สองมี 4  
จํานวน คือ 1 2 3 4, , ,x x x x  โดยที่คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลทั้งสองชุดเทากัน 
ถา a  และ b  เปนสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของขอมูลชุดที่หน่ึง และชุดที่สอง
ตามลําดับ แลว 5

2
b
a
=

 
 

ขอใดตอไปน้ีถูกตอง  
 *1. ก ถูก และ ข ถูก   2. ก ถูก และ ข ผิด 
 3. ก ผิด และ ข ถูก   4. ก ผิด และ ข ผิ 
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Problem.17 ขอมูลชุดหน่ึงมีการแจกแจงปกติ ถาหยิบขอมูล  , , ,a b c d  มาคํานวณคามาตรฐาน 
ปรากฏวาไดคาดังตาราง  

ขอมูล a b c d 
คามาตรฐาน ( )Z  -3 -0.45 0.45 1 

 
 ขอใดตอไปน้ีถูก   
 *1. 2 2 3 0a b c d− + + − =  2.  3 0a b c d− + + − =  
 3. 2 3 2 0a b c d− + + =  4. 0a b c d− + − =   
Problem.18 ในการสอบคัดเลือกเขาศึกษาตอของโรงเรียนแหงหน่ึง ถาสอบไดคะแนน 700   

คะแนน แปลงคะแนนเปนคามาตรฐานได 4  แตถาสอบได 400  คะแนน แปลงเปน 
คามาตรฐานได 2−  แลวสัมประสิทธิ์การแปรผันรอยละเทาใด ( ตอบ 10) 

 
Problem.19 ถาคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียน 30  คน มีคะแนนเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 

60  คะแนน และมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเทากับ 10  ถาผลรวมของคามาตรฐานของ
คะแนนของนักเรียนกลุมน้ีเพียง 29  คน เทากับ 2.5  แลวนักเรียนอีก 1  คน ที่เหลือ
สอบไดคะแนนเทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 35  2. 58  3. 60  4. 85  
 
Problem.20 ขอมูลความสูงของนักเรียนชั้น ม. 6  โรงเรียนแหงหน่ึงมีการแจกแจงปกติ ถาจํานวน

นักเรียนที่มีความสูงนอยกวา 140.6  เซนติเมตรมีอยู  3.01%  และจํานวนนักเรียนทีม่ี
ความสูงมากกวาคามัธยฐาน แตนอยกวา159.4  เซนติเมตรมีอยู  46.99 %  แลวจํานวน
นักเรียนที่มีความสูงไมนอยกวา 155 เซนติเมตร แตไมเกิน 160  เซนติเมตร มี
เปอรเซ็นตเทากับขอใดตอไปน้ี 

 เมื่อกําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตเสนโคงปกติมาตรฐาน  ระหวาง  0   ถึง  z   เปนดังน้ี  
( )Z  1.00  1.12  1.88  2.00  

พื้นที่ใตเสนโคง 0.3413  0.3686  0.4699  0.4772  
 
 1. 12.86 %  2. 13.14 %  3. 15.87 %  *4. 13.59 %  
 



 

 โครงการแบรนดซัมเมอรแคมป 2013 (รอบสัญจร) ______________________ คณิตศาสตร (127) 

Problem.21 บริษัทผลิตหลอดไฟตองการประกันคุณภาพผลิตภัณฑของบริษัท โดยจะเปลี่ยนเปน
หลอดใหม  ถาหลอดเดิมชํารุด บริษัทจะรับประกันไมเกิน 4.1%  ของจํานวนที่ผลิต
หลอดไฟมีอายุใชงานเฉลี่ย 2500  ช่ัวโมง มีสัมประสิทธิ์ของความแปรผันเทากับ 
0.20  ถาคาดวาตามปกติคนจะใชหลอดไฟวันละ 5  ช่ัวโมง บริษัทน้ีควรกําหนดเวลา
ประกันมากสุดกี่วัน  

 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติมาตรฐานอยูระหวาง 0  ถึง z   
z 1.34 1.44 1.54 1.74 1.84 

พื้นที่ 0.410 0.425 0.438 0.459 0.467 
 
 1. 362  วัน 2. 352  วัน 3. 346  วัน *4. 326  วัน 
 
Problem.22 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติมาตรฐานอยูระหวาง 0  ถึง z   

z 1.14 1.24 1.34 1.44 
พื้นที่ 0.373 0.392 0.410 0.425 

 
 ความสูงของนักเรียน 2  กลุม มกีารแจกแจงปกติ ดังน้ี 
 

กลุม คาเฉลี่ยเลขคณิต สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
นักเรียนหญิง 158  เซนติเมตร 4  เซนติเมตร 
นักเรียนชาย 169.06  เซนติเมตร 5  เซนติเมตร 

 
 ถานักเรียนคนหนึ่งมีความสูงตรงกับเปอรเซ็นตไทลที่ 91  ของกลุมนักเรียนหญิงน้ีแลว 

จํานวนนักเรียนชายที่มีความสูงนอยกวาความสูงของนักเรียนหญิงคนน้ี คิดเปนรอยละ
เทากับขอใดตอไปน้ี  

 *1. 12.7  2. 11.4  3. 10.7  4. 9.4  
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Problem.23  ขอมูลความสูง (เซนติเมตร) และนํ้าหนัก (กิโลกรัม) ของนักเรียนหญิง 4  คน ดังน้ี  
นักเรียนหญิง คนท่ี 1 คนท่ี 2 คนท่ี 3 คนท่ี 4 

ความสูง (เซนติเมตร) 150 152 154 156 
นํ้าหนัก (กิโลกรัม) 45 45 48 50 

 
 ถาสวนสูงและน้ําหนักของนักเรียนมีความสัมพันธเชิงฟงกชันเปนเสนตรง y = a + 0.9x 
 เมื่อ x  เปนสวนสูง และ y  เปนนํ้าหนักแลว นักเรียนที่มีสวนสูง 155  เซนติเมตร จะมี

นํ้าหนักกี่กิโลกรัม ( ตอบ 48.80 ) 
 
Problem.24 ในการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางปริมาณสารปนเปอนชนิดที่ 1 ( )x  และ

ปริมาณสารปนเปอนชนิดที่ 2 ( )y  จากตัวอยางอาหารจํานวน 100 ตัวอยาง พบวาความ
แปรปรวนของปริมาณสารที่ 1  มีคาเทากับ 1.75  คาเฉลี่ยเลขคณิตของปริมาณสาร
ชนิดที่ 2  มีคาเทากับ 

100

1
0.5 , 100i i

i
x y

=

=∑  และ  
100

2

1
200i

i
x

=

=∑  ถาสมการปกติ

ของความสัมพันธเชิงฟงกชันดังกลาวอยูในรูป Y a bX= +  แลวเมื่อพบสารปนเปอน
ชนิดที่ 1  อยู  4   หนวย จะพบสารปนเปอนชนิดที่ 2  (โดยประมาณ)  เทากับขอใด
ตอไปน้ี  

 1. 0.5  หนวย 2.  1 หนวย 3. 1.5  หนวย *4. 2  หนวย 
 
 

 


