


สอบครั้งสำคัญ...ทำใหเต็มที่ สู สู

รับรหัสเพื่อดาวนโหลดหนังสือเก็งขอสอบ
แบรนดซัมเมอรแคมปไดที่

สุดยอดการติวสด
 • พิเศษ เก็งขอสอบกวา 800 ขอ 
 • รวมสุดยอดติวเตอรชื่อดังระดับประเทศ 
 • ติวเขม 8 วิชา 6 วันเต็ม 4 ชองทาง วันที่ 1-6 ตุลาคม 2558
1. ติวสด ณ อาคารจักรพันธเพ็ญศิริ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร    
 และสงสัญญาณผานเครือขายนนทรีเน็ต www.ku.ac.th ไปยังอีก    
 3 วิทยาเขต คือ นครปฐม ชลบุรี และสกลนคร 
2. ติวพรอมกันผานสัญญาณดาวเทียม 
 - ภาคเหนือ คณะเภสัชศาสตร ม.เชียงใหม
 - ภาคตะวันออกเฉียงเหนือ คณะเภสัชศาสตร ม.ขอนแกน
 - ภาคใต คณะแพทยศาสตร ม.สงขลานครินทร (หาดใหญ)    
  และมหาวิทยาลัยราชภัฏ จ.ยะลา
3. ติวผานสัญญาณดาวเทียมสามารถเขาดูไดที่ชองทางการรับชมสถานีโทรทัศน
 ดาวเทียม MCOT 1 (Live) 
 - กลอง GMM Z ชอง 279
 - กลอง PSI ชอง 227
 - กลอง True MPEG 4 ชอง 78
 - กลอง True MPEG 2 ชอง 106
 - กลอง CTH ชอง 180
 - กลอง Sun Box ชอง 83
 - กลอง Infosat ชอง 245
4. ติวผานอินเตอรเนตที่ https://www.facebook.com/BRANDSWorldThailand 
5. ดูยอนหลังผานทางสถานีวิทยุโทรทัศนการศึกษาทางไกลผานดาวเทียม สศทท. 
 วังไกลกังวล ชอง สศทท.14 วันที่ 15-20 ตุลาคม 2558
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เซต 

 
 1. ความรู้เบื้องต้นเกี่ยวกับเซต 
  1.1 ความหมายของเซต 
  เซตเป็นอนิยาม เราจะไม่ให้ความหมายของเซตว่าหมายถึงอะไร แต่เราจะใช้คําว่า “เซต” เพ่ือ 
บ่งบอกถึงกลุ่มของส่ิงต่างๆ โดยต้องทราบแน่นอนว่าส่ิงใดอยู่ในกลุ่ม และส่ิงใดไม่อยู่ในกลุ่มที่กล่าวถึง เช่น เซต
ของสระในภาษาอังกฤษ เซตของจํานวนนับ เซตของจํานวนจริงที่สอดคล้องกับสมการ x2 - 5x + 6 = 0    
เป็นต้น เราจะเรียกส่ิงที่อยู่ในเซตว่า สมาชิกของเซต เช่น 4 เป็นสมาชิกของเซตจํานวนเต็มบวก เป็นต้น 
  1.2 การเขียนเซต 
  การเขียนเซตนิยมใช้อักษร A, B, C, ... เขียนแทนเซต และใช้อักษร a, b, c, ... เขียนแทน
สมาชิกของเซต มีวิธีเขียนเซตได้ 2 แบบ คือ 
  1.2.1 การเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก การเขียนแบบนี้ จะเขียนสมาชิกทุกตัวในเครื่องหมาย
วงเล็บปีกกา “{ }” โดยที่สมาชิกแต่ละตัวค่ันด้วยเครื่องหมายจุลภาค “ , ”  
  เช่น เซตของสระในภาษาอังกฤษ เขียนแบบแจกแจงสมาชิก {a, e, i, o, u} 
  1.2.2 การเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไข การเขียนแบบนี้ จะเขียนโดยใช้ตัวแปร x, y หรือ z 
แทนสมาชิก หลังจากนั้นใช้เส้น “ | ” (อ่านว่า โดยที่) และต่อจากเส้นค่ันจะเป็นส่วนอธิบายเก่ียวกับลักษณะของ
ตัวแปรนั้นว่ามีลักษณะอย่างไร  
  1.3 สมาชิกของเซต 
  เราใช้สัญลักษณ์ “∈” แทนคําว่า “เป็นสมาชิกของ” และใช้สัญลักษณ์ “∉” แทนคําว่า “ไม่เป็น
สมาชิกของ” เช่น A = {2, 5, 7, 9} จะพบว่า 2 ∈�A, 5 ∈ A, 6 ∉ A เป็นต้น 
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  1.4 เซตจํากัด เซตอนันต์ และเซตว่าง 
 
  เซตจํากัด คือ เซตที่สามารถบอกได้แน่นอนว่ามีจํานวนสมาชิกเท่าใด 
  เซตอนันต์ คือ เซตซึ่งไม่ใช่เซตจํากัด หรือ เซตซึ่งที่สมาชิกเป็นจํานวนอนันต์ 
  เซตว่าง คือ เซตที่ไม่มีสมาชิก เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ φ หรือ {  } 
 
 

ข้อสังเกต 1. การใช้สัญลักษณ์ … ในการเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิก จะต้องแน่ใจว่า
สมาชิกในตัวถัดไปเป็นตัวอะไร เช่น {3, 5, 7, 9, …} เราสามารถบอกได้ว่าสมาชิกที่อยู่ถัด
จาก 9 นั้นเป็น 11, 13, 15 ไปเรื่อยๆ 

 2.  เซตว่างเป็นเซตจํากัด 
 
  1.5 เอกภพสัมพัทธ์ 
 
  เอกภพสัมพัทธ์ คือ เซตที่กําหนดขอบเขตสิ่งที่ต้องการศึกษา และใช้สัญลักษณ์ U  
  แทนเอกภพสัมพัทธ์ 
 
  เช่น ถ้ากําหนด U = {-2, -1, 0, 1, 2} แสดงว่าจํานวนที่เราจะนํามาใช้ มี 5 ตัวเท่านั้น คือ     
-2, -1, 0, 1, 2 สําหรับตัวอ่ืนเราจะไม่ใช้ ถ้ากําหนด U คือ เซตของจํานวนนับ แสดงว่าจํานวนที่เราจะนํามาใช้ 
คือ จํานวนนับทั้งหมด 
 
  ข้อสังเกต 1. เราจะใช้สัญลักษณ์   
   I แทนเซตของจํานวนเต็ม     
   N แทนเซตของจํานวนนับ    
   Q แทนเซตของจํานวนตรรกยะ  

 2. การเขียนเซตใดๆ เราจะต้องกําหนดเอกภพสัมพัทธ์ทุกครั้ง ถ้าเซตใดไม่ได้
กําหนดเอกภพสัมพัทธ์มาให้ ให้หมายถึงเซตนั้นมีเอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตของจํานวนจริง 
 3. การเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไข เราอาจกําหนดเอกภพสัมพัทธ์อยู่ในเซต  
เช่น ถ้ากําหนดให้ A = {x | x ∈ R และ x2 - 3x - 4 = 0} จะพบว่าเอกภพสัมพัทธ์เป็น
เซตของจํานวนจริง (R) การเขียนเซต A ดังกล่าวอาจเขียนได้หลายวิธีซึ่งมีความหมาย
เหมือนกันดังนี้ {x ∈ R | x2 - 3x - 4 = 0} หรือ {x | x2 - 3x - 4 = 0} 
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  1.6 การเท่ากันของเซต 
 

 เซต A เท่ากับ เซต B ก็ต่อเมื่อ ทั้งสองเซตมีจํานวนสมาชิกเท่ากัน และเหมือนกันทุกตัว 
เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ A = B 

 
  เช่น กําหนดให้ A = {0, 1, -1} และ B = {x | x3 - x = 0}  
  เราสามารถเขียนเซต B แบบแจกแจงสมาชิกได้เป็น B = {0, 1, -1}   ∴  A = B 
  1.7 การเทียบเท่ากันของเซต 
 
  เซต A เทียบเท่ากับเซต B ก็ต่อเมื่อ ทั้งสองเซตมีจํานวนสมาชิกเท่ากัน  
 
  เช่น กําหนดให้ A = {1, 4, 7} และ B = {x, y, z}  
  จะพบว่าจํานวนสมาชิกของเซต A เท่ากับจํานวนสมาชิกของ B  ∴  เซต A เทียบเท่ากับเซต B 
 

ข้อสังเกต 1. เซตใดที่มีสมาชิกในเซตซ้ํากันหรือเหมือนกันหลายตัว ให้ถือว่าสมาชิกนั้น
เป็นสมาชิกตัวเดียวกัน และให้นับเป็น 1 ตัว 

  2. ถ้า A = B แล้วเซต A จะเทียบเท่ากับเซต B 
  3. ถ้าเซต A เทียบเท่ากับเซต B แล้ว A ไม่จําเป็นต้องเท่ากับ B 
 
  1.8 สับเซต 
 

 A เป็นสับเซตของ B ก็ต่อเมื่อทุกๆ สมาชิกของ A จะต้องเป็นสมาชิกของ B เขียนแทน
ด้วยสัญลักษณ์ A ⊂ B  
 สําหรับ “A ไม่เป็นสับเซตของ B” จะใช้สัญลักษณ์ A ⊄ B นั่นคือ A ⊄ B ก็ต่อเมื่อ       
มีสมาชิกบางตัวของ A ไม่เป็นสมาชิกของ B 

 
 การเป็นสับเซตสามารถแยกได้เป็น 
 1. เป็นสับเซตแท้ เช่น A เป็นสับเซตแท้ของ B จะได้ว่า A ⊂ B แต่ B ⊄ A 
 2. ไม่เป็นสับเซตแท้ เช่น A ไม่เป็นสับเซตแท้ของ B จะได้ว่า A ⊂ B แต่ B ⊂ A (A = B) 
 1) สมบัติพื้นฐานเกี่ยวกับสับเซต 
  กําหนด A, B เป็นเซตใดๆ 
  (1) เซตว่างเป็นสับเซตของทุกๆ เซต นั่นคือ φ ⊂ A 
  (2) ทุกๆ เซตจะเป็นสับเซตของตัวเองเสมอ นั่นคือ A ⊂ A 
  (3) A = B ก็ต่อเมื่อ A ⊂ B และ B ⊂ A 
  (4) ให้ n(A) แทนจํานวนสมาชิกของ A แล้วจํานวนสับเซตทั้งหมอของ A จะมี 2n(A) เซต 
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 2) การหาสับเซตทั้งหมดของเซตจํากัด 
  กําหนดให้ A เป็นเซตใดๆ การหาสับเซตทั้งหมดที่เป็นสับเซตของ A มีหลักการดังนี้ 
  เริ่มต้นด้วยเซตที่ไม่มีสมาชิก (เซตว่าง) จากนั้นหาสับเซตที่มีสมาชิก 1 ตัว ที่นํามาจากเซต A และ 
สับเซตที่มีสมาชิก 2 ตัว, 3 ตัว ตามลําดับไปเรื่อยๆ จนถึงจํานวนสมาชิกของสับเซตที่เท่ากับจํานวนสมาชิกของ 
เซต A 
 
 2. การดําเนินการบนเซต 
  2.1 เพาเวอร์เซต 
 

 เพาเวอร์เซต (Power Set) ของเซต A คือ เซตที่ประกอบด้วยสมาขิกที่เป็นสับเซต
ทั้งหมดของเซต A เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ P(A) 

   นั่นคือ P(A) = {x | x ⊂ A} 
   ∴  x ∈ P(A) ↔ x ⊂ A 
 
 

  ข้อสังเกต การเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไขในส่วนของการบรรยายลักษณะของตัวแปรนั้น 
อาจเขียนได้หลายวิธี กล่าวคือ จะเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไขในลักษณะอย่างไรก็ได้ เมื่อนํามา
เขียนเป็นเซตแบบแจกแจงสมาชิกจะต้องเหมือนกัน 

 
  สมบัติเกี่ยวกับเพาเวอร์เซต 
  กําหนด A, B เป็นเซตใดๆ 
  (1) φ ∈ P(A)  
  (2) A ∈ P(A) 
  (3) P(φ) = {φ}  
  (4) P(A) ≠ φ� 
  (5) ให้ n(A) แทนจํานวนสมาชิกของ A และ 
   n[P(A)] แทนจํานวนสมาชิกของเพาเวอร์ A จะได้ว่า n[P(A)] = 2n(A) 
  (6) A ⊂ B ก็ต่อเมื่อ P(A) ⊂ P(B) 
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  2.2 อินเตอร์เซกชัน 
 

 อินเตอร์เซกชันของเซต A และ B หมายถึง เซตที่ประกอบด้วยสมาชิกที่เป็นสมาชิกของ
ทั้ง A และ B เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  AI B 

   นั่นคือ AI B = {x | x ∈ A และ x ∈ B} 
   ∴  x ∈ AI B ↔ x ∈ A และ x ∈ B 
 
 

 ข้อสังเกต  การเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไขในส่วนของการบรรยายลักษณะของตัวแปรนั้น
อาจเขียนได้หลายวิธี กล่าวคือ จะเขียนเซตแบบบอกเงื่อนไขในลักษณะอย่างไรก็ได้ เมื่อนํามา
เขียนเป็นเซตแบบแจกแจงสมาชิกจะต้องเหมือนกัน 

 
  สมบัติของอินเตอร์เซตชัน 
กําหนด A, B และ C เป็นเซตใดๆ 
  (1) AI A = A (2) AI B = BI A 
  (3) (AI B)I C = AI (BI C) (4) AI φ�= φI A = φ 
  (5) AI U = UI A = A 
 
  2.3 ยูเนียน 
 

 ยูเนียนของเซต A และเซต B หมายถึง เซตที่ประกอบด้วยสมาชิกของ A หรือ B หรือทั้ง
สองเซตเขียนแทนด้วย AU B 

   นั่นคือ AU B = {x | x ∈ A หรือ x ∈ B} 
   ∴  x ∈ AU B ↔ x ∈ A หรือ x ∈ B 
 
  สมบัติของยูเนียน 
  ถ้า A, B และ C เป็นเซตใดๆ 
  (1) AU A = A 
  (2) AU B = BU A 
  (3) (AU B)U C = AU (BU C) 
  (4) AU φ = φU A = A 
  (5) AU U = UU A = U 
  (6) AI (BU C) = (AI B)U (AI C) 
  (7) AU (BI C) = (AU B)I (AU C) 
  (8) P(A)I P(B) = P(AI B) 
  (9) P(A)U P(B) ⊂�P(AU B) 
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  2.4 ผลต่างของคอมพลีเมนต์ 
 

 ผลต่างของเซต A และ B หมายถึง เซตที่ประกอบด้วยสมาชิกของเซต A ที่ไม่เป็นสมาชิก
ของ B เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ A - B 

  นั่นคือ A - B = {x | x ∈ A แต่ x ∉ B} 
  ∴  x ∉ A - B ↔ x ∈ A แต่ x ∉ B 

 คอมพลีเมนต์ของเซต A หมายถึง เซตที่ประกอบด้วยสมาชิกของ U แต่ไม่เป็นสมาชิกของ 
A หรือกล่าวอีกนัยหนึ่งก็คือ ผลต่างระหว่างเซต U กับ A เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ A′� 

  นั่นคือ A′�= {x | x ∈ U แต่ x ∉ A} = U - A 
  ∴  x ∈ A′�↔ x ∈ U และ x ∉ A 
 
  สมบัติของคอมพลีเมนต์ 
  ถ้า A, B และ C เป็นเซตใดๆ 
  (1) (A′)′�= A (2) φ′�= U 
  (3) U′ = φ� (4) AI A′�= φ 
  (5) AU A′�= U   (6) A - B = AI B′� 
  (7) (AU B′) = A′U B′� 
  (8) (AU B)′ = A′I B′� 
  (9) ถ้า A ⊂ B แล้ว B′�⊂ A′� 
 
  2.5 แผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ 
 

 แผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ เป็นแผนภาพที่เขียนขึ้นเพ่ือแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเซต 
นิยามเขียนรูปส่ีเหลี่ยมมุมฉาก แทนเอกภพสัมพัทธ์ (U) และใช้รูปวงกลมหรือรูปวงรี แทนเซต
ในเอกภพสัมพัทธ์ 

 
 การแรเงาแผนภาพเพื่อแสดงการยูเนียน อินเตอร์เซกชัน และผลต่างของเซต A และเซต B 
 (1) ถ้า A และ B เป็นเซตที่ไม่มีสมาชิกร่วมกัน 
 

  

UA B

 

UA B

 

UA B
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 (2) ถ้า A และ B เป็นเซตที่มีสมาชิกบางตัวร่วมกัน และ A ⊄ B, B ⊄ A 
 

  

UA B

 

UA B

 

UA B

  
 (3) ถ้า A ⊂ B และ A ≠ B 
 

  

U

A B

 

U

A B

   

  

U

A B

 

U

A B

   
 (4) ในกรณี A = B สามารถเขียนแผนภาพดังนี้ 
 

U
A
B

  
 (5) การแรเงาแผนภาพแบบ A 
 

U
A′

A

  
 (6) ถ้า A, B และ C เป็นเซตใดๆ สามารถเขียนแผนภาพดังนี้ 
 

U
A B

C
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 3. โจทย์ปัญหาเกี่ยวกับเซต 
  โจทย์ปัญหาที่ต้องนําเซตมาใช้ ส่วนใหญ่จะเป็นการหาจํานวนสมาชิกของเซต ถ้าเราให้ A เป็น     
เซตจํากัด จํานวนเซตสมาชิกของ A เขียนแทนด้วย n(A) ก่อนอ่ืนจะต้องทําความเข้าใจ และต้องจําสูตรการหา
จํานวนสมาชิกของเซตต่อไปนี้ให้ได้ เพ่ือนําไปใช้ในการแก้ปัญหาโจทย์ 
 
  กําหนด A, B และ C เป็นเซตจํานวนจํากัดใดๆ 
  1. n(AU B) = n(A) + n(B) - n(AI B) 
  2. n(AU B) = n(A) + n(B)  
  3. n(AU BU C) = n(A) + n(B) + n(C) - n(AI B) - n(AI C) - n(AI C) + n(AI BI C) 
  4. n(A - B) = n(AI B′) = n(A) - n(AI B) 
  5. n(A′) = n(U) - n(A)  
  สําหรับสูตรข้างต้นนั้น สามารถพิสูจน์ได้โดยใช้แผนภาพเวนน์-ออยเลอร์ เข้าช่วย 
 
 

แบบทดสอบ 
 
1. กําหนด U = {a, b, c, d, e, f} , H = {a, b, d} , K = {b, e, f} และ L = {a, c, f}  
 1. kU L = U 2. H′I K′�= φ�  3. (KI L) ⊂ H 4. (HU K) ⊂ U 
 
 
 
 
 
 
2. กําหนด U = {1, 2, 3, 4, 5} , A = {2, 3, 5} , B = {2, 4} , C = {1, 3, 5} และ D = {1, 4} จงหาเซต  

เมื่อแทนค่า X แล้วทําให้ BI X = (CU D)′ เป็นจริง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

คณิตศาสตร์ (10)__________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

3. กําหนด P, Q, R เป็นเซตใดๆ และ U เป็นเอกภพสัมพัทธ์ พิจารณาข้อความต่อไปนี้  ข้อใดต่อไปนี้ถูก 
  ก. จากแผนภาพที่กําหนดให้ 
   ส่วนที่แรเงา คือ เซต (PI Q)U (PI R) 
 
 
 
 
  ข. จากแผนภาพที่กําหนดให้ 
  ส่วนที่แรเงา คือ เซต (Q - P)U (R′U P)′� 
 
 
 
 
 
4. ให้ A = {0, 2, 4, 6, 8} , B = {2, 3, 4, 5} แล้วจํานวนเซต X ซึ่ง X ⊂ A และ X ⊄ B เท่ากับเท่าใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. ถ้า A = {2, a, 3, b, 4, c, 5} และ B = {a, b, c} แล้วจํานวนเซต X ซึ่ง B ⊂ X ⊂ A เท่ากับเท่าใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P Q

R

P Q

R
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6. กําหนด A = {2, x, 5, y, 8, z, 9} : B = {x, y, z} แล้วจํานวนเซต X ซึ่ง X ⊂ A และ XI B ≠�φ เท่ากับ
เท่าใด 

 
 
 
 
 
 
7. กําหนด n(AU B) = 15 , n(A - B) = 5 และ n(BI A′) = 7 แล้ว n[P(A)I P(B)] เท่ากับเท่าใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. กําหนด A, B เป็นเซตใดๆ n(P(A)) = 32 ; n[P(A)I P(B)] = 4 และ n[P(BI A′)] = 16 แล้ว n(AU B) 

เท่ากับเท่าใด 
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ลําดับ และอนุกรม 
 
 1. ลําดับ 
  1.1 ความหมายของลําดับ 
   พิจารณาฟังก์ชัน  f : I+ →�R  โดยกําหนด f(n) = 4n + 1 
 
    1 f(1) = 4(1) + 1 = 5 
    2 f(2) = 4(2) + 1 = 9 
    3 f(3) = 4(3) + 1 = 13 
    4 f(4) = 4(4) + 1 = 17 
    5 f(5) = 4(5) + 1 = 21 
    M  M   
    I+ R  
   ถ้านําค่าฟังก์ชันมาเรียงกันในลักษณะ ดังนี้ 
    f(1)  , f(2) , f(3) , f(4) , f(5) , ... 

             
    5 , 9 , 13 , 17 , 21 , ...  
   การเรียงลักษณะนี้เรียกว่า ลําดับ จะใช้สัญลักษณ์ an แทน f(n) และเรียก an ว่า พจน์ที่ n 
ของลําดับ หรือพจน์ทั่วไปของลําดับ 
   นั่นคือ a1 = f(1) = พจน์ที่ 1 ของลําดับ 
    a2 = f(2) = พจน์ที่ 2 ของลําดับ 
    a3 = f(3) = พจน์ที่ 3 ของลําดับ  
    M    M  M  
    an = f(n) = พจน์ที่ n ของลําดับ 
   เรียกลําดับ a1 , a2 , a3 , ... , an ว่าลําดับจํากัด และเรียก ลําดับ a1 , a2 , a3 , ... , an , ...  
ว่า ลําดับอนันต์ และอาจใช้สัญลักษณ์ {an} แทนลําดับ a1 , a2 , a3 , ... , an , ... 
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  1.2 ลําดับคณิต 
 
   ลําดับ a1 , a2 , a3 , ... , an , ... เป็นลําดับเลขคณิต �↔ a2 - a1 = a3 - a2 = a4 - a3 ... 
  = an - an-1 = ...  ค่าคงที่  เรียกค่าคงที่ว่า ผลต่างร่วม ใช้สัญลักษณ์ d แทนผลต่างร่วม 
 
  พจน์ท่ัวไปของลําดับเลขคณิต 
  กําหนดลําดับเลขคณิต มีพจน์ที่ 1 = a1 และผลต่างร่วม = d จะได้ 
 
  ลําดับ a1 ,  a1 + d , a1 + 2d , a1 + 3d , a1 + 4d  , ... , a1 + (n - 1) d , ... 
           (a1) (a2) (a3) (a4) (a5) (an) 
  กําหนด a1 , a2 , a3 , … , an , … เป็นลําดับเลขคณิต 
 
  ∴  พจน์ทั่วไปของลําดับเลขคณิต คือ    an =  a1 + (n - 1) d 
 
  1.3 ลําดับเรขาคณิต 
 

 ลําดับ a1 , a2 , a3 , … , an , … เป็นลําดับเรขาคณิต ↔�
1
2

a
a  = 

2
3

a
a  = 

3
4

a
a  = …          

= 
1n

n
a
a

-
 = ... =  ค่าคงที่ เรียกค่าคงที่ว่า อัตราส่วนร่วม ใช้สัญลักษณ์ r แทนอัตราส่วนร่วม 

 
  พจน์ท่ัวไปของลําดับเรขาคณิต 
  กําหนดลําดับเรขาคณิต มีพจน์ที่ 1 = a1 และอัตราส่วนร่วม = r จะได้ 
 
  ลําดับ a1 ,  a1r , a1r2 , a1r3 , a1r4 , ... , a1r(n-1) , ... 
           (a1) (a2) (a3) (a4) (a5) (an) 
  กําหนด a1 , a2 , a3 , a4 , … , an , … เป็นลําดับเรขาคณิต 
 
  ∴  พจน์ทั่วไปของลําดับเรขาคณิต คือ    an =  a1r(n-1)  
 
  1.4 ลําดับฮาร์มอนิก 
 
   ลําดับ a1 , a2 , a3 , … , an , …        เป็นลําดับฮาร์มอนิก 
   ↔  

1a
1  , 

2a
1  , 

3a
1  , … ,

 na
1  = ...  เป็นลําดับเลขคณิต 

 
   หรือ จากนิยามสามารถเขียนใหม่ได้ดังนี้ 
   ลําดับ  

1a
1  , 

2a
1  , 

3a
1  , ... ,

 na
1  = ... เป็นลําดับฮาร์มอนิก 

�        ↔  a1 , a2 , a3 , ... , an , ...        เป็นลําดับเลขคณิต                 ____(*) 
   จาก (*) พจน์ที่ n ของลําดับเลขคณิต = an  =  a1 + (n - 1)d  
   ∴  พจน์ที่ n ของลําดับฮาร์มอนิก = 1)d  (n  a

1
1 -+

 



 

คณิตศาสตร์ (14)__________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

  1.5 ลําดับอนันต์ 
 
   กําหนดลําดับอนันต์ a1 , a2 , a3 , ... , an , ... ____*   
   1. ถ้า 

∞→n
lim  an = L (เป็นจํานวนจริง) จะได้ว่า ลําดับ * เป็นลําดับคอนเวอร์เจนต์  

    (Convergent) หรือลําดับลู่เข้า 
   2. ถ้า 

∞→n
lim  an = L หาค่าไม่ได้ (มีค่าเป็น ∞ หรือ -∞ หรือมีค่ามากกว่า 1 ค่า)  

    จะได้ว่า ลําดับ * เป็นลําดับไดเวอร์เจนต์ (Divergent) หรือลําดับลู่ออก 
 
  1.6 การหาลิมิตของลําดับ 
   การหาลิมิตของลําดับ สามารถหาได้โดยการเขียนกราฟแล้วดูแนวโน้มว่า an มีค่าเข้าใกล้ค่าใด
แต่ถ้าโจทย์กําหนดพจน์ที่ n ที่ยุ่งยาก ซึ่งยากต่อการเขียนกราฟ เราสามารถหาลิมิตของลําดับโดยใช้ทฤษฎี   
การหาลิมิต ซึ่งทฤษฎีมีดังนี้  
   ทฤษฎีการหาลิมิตของลําดับ 
 
   กําหนด c เป็นค่าคงที่ และ 

∞→n
lim  an = L (หาค่าได้) 

∞→n
lim  bn = M (หาค่าได้) 

   1. 
∞→n

lim  c = c 
 
   2. 

∞→n
lim  c  an   = c 

∞→n
lim  an = cL. 

 
   3. 

∞→n
lim  (an + bn) = 

∞→n
lim  an + 

∞→n
lim  bn = L + M 

 
   4. 

∞→n
lim  (an - bn) = 

∞→n
lim  an - 

∞→n
lim  bn = L - M 

 
   5. 

∞→n
lim  (an ⋅�bn) = 

∞→n
lim  an ⋅� ∞→n

lim  bn = L ⋅�M 
 

   6. 
∞→n

lim  










n
n

b
a  = 

nn

nn
b lim

a lim

∞→

∞→    =  M
L   ; M  ≠� 0 

 
   7. 

∞→n
lim  (an)k = (

∞→n
lim  an)k   =  Lk  เมื่อ k เป็นจํานวนจริง และ Lk หาค่าได้ 

 

   8. 
∞→n

lim  kn
1  = 







<∞
>

0    k   เมื่อ  
0    k   เมื่อ   0

 
 

   9. 
∞→n

lim  rn  = 






<

>

1    |r|  เม่ือ   ้หาค่าไม่ได
1    |r|  เม่ือ            0
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 ลําดับสลับ (Alternating Sequence) 
 
 กําหนดลําดับ 
   b1 , -b2 , b3 , -b4 , b5  , ... , (-1)n+1 ⋅�bn ...  
 หรือ -b1 , b2 , -b3 , b4 , -b5 , ... , (-1)n ⋅�bn ... 
 เรียกลําดับที่มีแต่ละพจน์มีเครื่องหมายบวกและลบสลับกันว่า ลําดับสลับ 
 ให้ an = (-1)n+1 ⋅�bn หรือ  (-1)n ⋅�bn  
 1. ถ้า 

∞→n
lim  |an|  =  0 แล้วลําดับ * เป็นลําดับคอนเวอร์เจนต์ และมีลิมิตของลําดับเท่ากับ 0  

  (
∞→n

lim  an  =  0) 
 
 2. ถ้า 

∞→n
lim  |an|  =  L   (L ≠ 0) แล้วลําดับ * เป็นลําดับไดเวอร์เจนต์  

 
  และ 

∞→n
lim  an  หาค่าไม่ได้ (ไม่มีลิมิต) 

 
 
 2. อนุกรม 
  2.1 สัญลักษณ์แทนการบวก และนิยามของอนุกรม 
   1) สัญลักษณ์แทนการบวก 
    ใช้ ∑ เป็นสัญลักษณ์แทนการบวก อ่านว่า ซิกมา (Sigma) หรือ Summation 

    เช่น (1)    a1 + a2 + a3 + a4 + ... + a100   =   
จุดสิ้นสุด

∑
=

100

1i
ia 

จุดเริ่มต้น
 

     เร่ิมต้นที่ 1  ส้ินสุดที่ 100 

     (2)    a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an   =   ∑
=

n

1i
ia  

     (3)    a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an + ...  =   ∑
∞

=1i
ia  

   สมบัติของ ∑ 
 
   กําหนด c เป็นค่าคงที่ 

   1.  ∑
=

n

1i
c  = nc 

   2.  ∑
=

n

1i
ica  = c ∑

=

n

1i
ia  

   3.  ∑
=

+
n

1i
ii )b  (a  = ∑

=

n

1i
ia + ∑

=

n

1i
ib  

   4.  ∑
=

n

1i
ii )b  (a -  = ∑

=

n

1i
ia - ∑

=

n

1i
ib  
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   ข้อควรจํา 

   1. ∑
=

n

1i
i  =  ∑n = 1 + 2 + 3 + … + n  =  2

1)  n(n +  

   2. ∑
=

n

1i
2i  =  ∑n2 = 12 + 22 + 32 + 42 +… + n2  =  6

1)  1)(2n  n(n ++  

   3. ∑
=

n

1i
3i  =  ∑n3 = 13 + 23 + 33 + 43 +… + n3  =  

2
2

1)  n(n




 +  

  
 
   2) นิยามของอนุกรม 
 
    1. กําหนด a1 , a2 , a3 , ... , an    เป็นลําดับจํากัด 
     เรียก  a1 + a2 + a3 + ... + an ว่าอนุกรมจํากัด 
    2. กําหนด  a1 , a2 , a3 , ... , an , ... เป็นลําดับอนันต์ 
     เรียก a1 + a2 + a3 + ... + an , ... ว่าอนุกรมอนันต์ 
 
 
    ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรม 
    กําหนดอนุกรม  a1 + a2 + a3 + ... + an , ... ใช้สัญลักษณ์ sn แทน ผลบวก n พจน์แรก
ของอนุกรม  
    นั่นคือ   s1 = a1 
     s2 = a1 + a2 
     s3 = a1 + a2 + a3 
     s4 = a1 + a2 + a3 + a4 
 
     M  

     sn = a1 + a2 + a3 + ... + an =   ∑
=

n

1i
ia  
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  2.2 อนุกรมเลขคณิต 
 
   อนุกรมเลขคณิต เกิดจากการนําลําดับเลขคณิตมาบวกกัน นั่นคือ 
   ถ้า  a1 , a2 , a3 , a4 , ... , an , ... เป็นลําดับเลขคณิต   
   เรียก  a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an + ... ว่าอนุกรมเลขคณิต 
 
 
   การหาผลอนุกรมเลขคณิตให้เขียนอนุกรมเลขคณิตของโจทย์ในบรรทัดแรก แล้วเขียนอนุกรม
เลขคณิตเดิมโดยการเขียนกลับจากข้างหลังไปข้างหน้าในบรรทัดสอง โดยเรียงพจน์ให้ตรงกันทั้งสองบรรทัด 
แล้วนําอนุกรมทั้งสองบวกกันจะพบว่าแต่ละพจน์จะมีค่าเท่ากัน ซึ่งจะสะดวกต่อการหาผลบวก 
 
ให้ (1) s = 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 
 (2) s = 41 37 33 29 25 21 17 13 9 5 
 
(1) + (2) ;  2s = 46 + 46 + 46 + 46 + 46 + 46 + 46 + 46 + 46 + 46       
      มี 10 พจน์ 

   2s = 10 × 46                                     
   s = 9

 46 10 ×   =  230 

  ผลบวกอนุกรมนี้มีค่าเท่ากับ 230 
 
   สูตรอนุกรมเลขคณิต 
   กําหนด a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an + ...  เป็นอนุกรมเลขคณิตจะได้ว่า 
   1. พจน์ที่ n ของอนุกรมเลขคณิต คือ an =  a1 + (n - 1) d 
   2. ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเลขคณิต คือ sn โดยที่  
    sn = 2

n [2a1 + (n - 1) d] หรือ 

     sn = 2
n [a1 + an]  
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  2.3 อนุกรมเรขาคณิต 
 
   ถ้า  a1 , a2 , a3 , a4 , ... , an , ...  เป็นลําดับเรขาคณิต   
   เรียก  a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an + ... ว่าอนุกรมเรขาคณิต 
 
 
   1) การหาผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเรขาคณิต 
    กําหนด a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an + ... เป็นอนุกรมเรขาคณิต ____* 
จากสูตร an = a1rn-1 ดังนั้น  จาก * จะได้ว่า 
 
  sn = a1  + a1r + a1r2 + a1r3 + ... + a1rn-1 ____(1)                   
 
 (1) × r ;   rsn =  a1r + a1r2 + a1r3 + a1r4 + ... + a1rn-1 a1rn  ____(2) 
 
 
(1) - (2) ; (1 - r)sn =  a1 + 0 - a1rn   

    sn = r)  (1
)r  (1a n1

-
-   ;  r  ≠  1  

ในกรณี ที่ r = 1  จาก (1) จะได้ว่า  sn = a1 + a1 + a1 + a1 + ... + a1 

 n พจน์ 

    sn = na1      
 
   2) สูตรอนุกรมเรขาคณิต 
    กําหนด a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an + ... เป็นอนุกรมเรขาคณิต      
    (1) พจน์ที่ n ของลําดับเรขาคณิต คือ  an = a1rn-1 
    (2) ผลบวก n พจน์แรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ sn = โดยที่ 
 

    sn = r)  (1
)r  (1a n1

-
-   =  1)  (r

1)  (ra n1
-

-    ;  r �≠  1  

    sn = na1  ;  r = 1 
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  2.4 อนุกรมฮาร์มอนิก 
   อนุกรมฮาร์มอนิก คือ การนําลําดับฮาร์มอนิกมาบวกกันและการหาผลบวก n พจน์แรกของ
อนุกรมฮาร์มอนิก ไม่มีสูตรในการหา แต่ถ้าต้องการหาผลบวกของอนุกรม เราสามารถกระทําได้โดย การบวก
เลขธรรมดาเท่านั้น  
  2.5 อนุกรมอนันต์ 
   กําหนดอนุกรมอนันต์  a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an + ...  ____* 
   ใช้สัญลักษณ์ sn แทนผลบวกย่อย n พจน์แรกของอนุกรมอนันต์ *�เราจะเรียกลําดับ s1 , s2 , 
s3 , ... , sn , ... ว่า ลําดับของผลบวกย่อยของอนุกรมอนันต์ *� 
   ข้ันตอนการหาผลบวกของอนุกรมอนันต์ 

   1. หา  sn   =   ∑
=

n

1i
ia  

   2. หา  
∞→n

lim  sn   แล้วดูค่าลิมิต 

    (1) ถ้า 
∞→n

lim  sn = s (หาค่าได้) จะได้ว่าอนุกรม * เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์และมี

ผลบวกของอนุกรมอนันต์เท่ากับ s 
    (2) ถ้า 

∞→n
lim  sn หาค่าไม่ได้ (∞ หรือ -∞ หรือมีค่ามากกว่า 1 ค่า) จะได้ว่า        

อนุกรมอนันต์ *�เป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์และไม่สามารถหาผลบวกของอนุกรมอนันต์ได้  
  2.6 อนุกรมเลขคณิตอนันต์และอนุกรมเรขาคณิตอนันต์ 
   1) อนุกรมเลขคณิตอนันต์ 
    กําหนดอนุกรม  a1 + a2 + a3 + ... + an + ... เป็นอนุกรมเลขคณิตอนันต์ 
    จากสูตร  sn = 2

n [2a1 + (n - 1)d] 
    จะได้ว่า  

∞→n
lim  sn   =   

∞→n
lim  2

n [2a1 + (n - 1)d] 

     0  เมื่อ  a1 = 0  และ  d = 0 
    ∞ 
     หาค่าไม่ได้ เมื่อ  a1 ≠�0  หรือ  d ≠ 0 
    สรุปได้ว่า อนุกรมเลขคณิตอนันต์ส่วนใหญ่เป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์ ยกเว้นอนุกรมเลขคณิต
ที่ a1 = 0 และ d = 0  [0 + 0 + 0 + ... = 0] 
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   2) อนุกรมเรขาคณิตอนันต์ 
    กําหนดอนุกรม  a1 + a2 + a3 + ... + an + ... เป็นอนุกรมเรขาคณิตอนันต์ ____* 
    เนื่องจาก an = a1rn-1 จาก *� สามารถเขียนใหม่ได้เป็น 
    a1 + a1r  +  a1r2  +  a1r3  + … + a1r n-1 + ... ____** 

    จากสูตร   sn = r)  (1
)r  (1a n1

-
-  ;  r  ≠� 1 

     sn = na1  ;  r = 1 

    เนื่องจาก 
∞→n

lim  rn = 






>

<

1    | r | เม่ือ   ้หาค่าไม่ได
1    | r | เม่ือ            0
 

             ∴   
∞→n

lim  sn  =  






≥

<

1    | r | เมื่อ    ้หาค่าไม่ได
1    | r | เมื่อ      r  1

a   i
-  

    สรุปเป็นสูตรได้ดังนี้ 
 
 กําหนดอนุกรมเรขาคณิตอนันต์ a1 + a1r + a1r2 + a1r3 + a1r4 + ... + a1rn-1 + ... 
 1. ถ้า |r| ≥ 1 จะได้อนุกรมเรขาคณิตอนันต์นี้เป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์  [หาผลบวกอนุกรมไม่ได้] 
 2. ถ้า |r| < 1 จะได้อนุกรมเรขาคณิตอนันต์นี้เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์ และมีผลบวกของ  
  อนุกรมเรขาคณิตอนันต์ เขียนแทนด้วย s�โดยที่  S∞ = r  1

a1
-  

 
 
  2.7 อนุกรมผสมเลขคณิตและเรขาคณิตอนันต์ 
 
กําหนด (1) a1 + a2 + a3 + a4 + ... + an + ... เป็นอนุกรมเลขคณิตอนันต์ 
 
 และ (2) b1 + b2 + b3 + b4 + ... +  bn + ... เป็นอนุกรมเรขาคณิตอนันต์ 
 
จะเรียกอนุกรม  a1b1  +  a2b2  +  a3b3  +  a4b4  + ... +  anbn  +  ...  ว่า  ____* 
 
   อนุกรมผสมเลขคณิตและเรขาคณิตอนันต์ 
   อนุกรม�* เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์ และหาผลบวกอนุกรม *�ได้ เมื่ออนุกรมเรขาคณิตอนันต์ 
(2) มี |r| < 1 เท่านั้น สําหรับการหาผลบวกอนุกรม * ให้นํา r คูณในสมการ * ได้สมการเป็น ** แล้วนํา
สมการทั้งสองมาลบกัน  
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  2.8 ทฤษฎีการตรวจสอบอนุกรมอนันต์ เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์หรืออนุกรมไดเวอร์เจนต์ 
   1) อนุกรมพี 
 

    กําหนดอนุกรม  ∑
∞

=1n pn
1  = p1

1  + p2
1  + p3

1  + ... + pn
1  + ... ____*  

  และเรียก * ว่า อนุกรมพี (P-series) 
    1. ถ้า P > 1 จะได้ว่าอนุกรม * เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์ 
    2. ถ้า P ≤ 1 จะได้ว่าอนุกรม * เป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์ 
  
   2) การทดสอบอนุกรมไดเวอร์เจนต์ 
 

    ทฤษฎี : ถ้าอนุกรม ∑
∞

=1n
na   เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์ แล้ว 

∞→n
lim  an = 0 

  
    การนําทฤษฎีนี้ไปใช้ เราจะนําส่วนกลับไปใช้โดยใช้หลักการที่ว่า P →�Q ≡ ∼Q →�∼P  
 

    ถ้า 
∞→n

lim  an �≠  0 แล้ว อนุกรม ∑
∞

=1n
na  เป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์  

 
    ข้อควรระวัง 
 

  ถ้า 
∞→n

lim  an = 0 แล้ว อนุกรม ∑
∞

=1n
na  ยังสรุปไม่ได้ว่าเป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์  

หรือเป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์ ต้องใช้วิธีอ่ืนตรวจสอบ 
 
   3) การทดสอบโดยใช้อัตราส่วน 
 

    กําหนดอนุกรมอนันต์  ∑
∞

=1n
na  และ 

∞→n
lim

n
1n

a
a +  = L 

    1. ถ้า L < 1 จะได้ว่า ∑
∞

=1n
na เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์ 

    2. ถ้า L > 1 จะได้ว่า ∑
∞

=1n
na เป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์ 

    3. ถ้า L = 1 จะได้ว่า  ∑
∞

=1n
na  ยังไม่สามารถบอกได้ว่าเป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์  

     หรือไดเวอร์เจนต์ ต้องใช้วิธีอ่ืนตรวจสอบ 
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แบบทดสอบ 
 
1. ถ้าพจน์ที่ 3 พจน์ที่ 4 และพจน์ที่ 5 ของลําดับเลขคณิตลําดับหนึ่งเป็น 164, 146, 128 ตามลําดับ ถ้าพจน์

สุดท้ายของลําดับนี้เป็น -322  จงหาว่าลําดับนี้มีก่ีพจน์ 
 1) 20 พจน์ 2) 25 พจน์ 3) 30 พจน์ 4) 35 พจน์    
 
 
 
 
 
2. ถ้า a - 1, a + 1, a + 5 เป็น 3 พจน์แรกของลําดับเรขาคณิตลําดับหนึ่ง ถ้าพจน์สุดท้ายของลําดับนี้เป็น 

1024 จงหาว่าลําดับนี้มีก่ีพจน์ 
 1) 8 พจน์ 2) 9 พจน์ 3) 10 พจน์ 4) 11 พจน์ 
 
 
 
 
 
3. ถ้าผลบวกของ 3 พจน์แรกของลําดับเรขาคณิตซึ่งเรียงจากน้อยไปหามากเป็น 117 และมีผลคูณเป็น 

19,683 จงหาพจน์ที่ 5 ของลําดับนี้ 
 1) 243 2) 343 3) 572 4) 729 
 
 
 
 
 
4. ลําดับเลขคณิตลําดับหนึ่งผลต่างของพจน์ที่ 19 และพจน์ที่ 20 เป็น 8 ถ้าพจน์ที่ 5 ของลําดับนี้เป็น 48  

จงหาผลบวก 3 พจน์แรกของลําดับนี้ 
 1) 106 2) 116 3) 216 4) 316 
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5. กําหนด a, b และ c เป็นจํานวนจริง ถ้า 25, a, b, c, 37 เรียงกันเป็นลําดับเลขคณิต จงหา a + b + c  
 1) 90 2) 91 3) 92 4) 93 
 
 
 
 

6. กําหนด an = 
1  n  1  n

1  n
+++

+  จงหา  
∞→n

lim  an  

 1) -1 2) 1 3) -2 4) 2 
 
 
 
 
7. จงหาลิมิตของลําดับ 2

1  , 3
2  , 4

3  , 5
4  , ... 

 1) 0 2) 2
1  3) 1 4) 2 

 
 
 
 
8. กําหนด n ∈�I+ และ 1 + 2log  2 + 3 2log  2 + 4 2log  2 +…+ n 2log  2 = n2 - 28 แล้ว        

จงหา n2 + 1 
 1) 26 2) 37 3) 50 4) 65 
 
 
 
 
9. จงหาผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรม 3log3 1 + 3log3 2 + 32 log3 2 + 33 log3 2 + … 
 1) 1024 2) 1023 3) 1022 4) 1021 
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10. ลําดับหนึ่งมี  an = 






ต็มคู่เป็นจํานวนเ n เมื่อ  2
ต็มคี่เป็นจํานวนเ n เมื่อ     n  

n/2-   จงหา  ∑
=

101

1n
na  

 1) (50)2 + 250 - 1    2) (50)2 - 2
1  250 -   

 3) (51)2 + 2
1  250 -    4) (51)2 + 50

50

2
1  2 -  

 
 
 
 
11. 

∞→n
lim  2222 n  ...  3  2  1

n  ...  3  2  1
++++

++++   มีค่าตรงกับข้อใด 

 1) 0 2) 1 3) 2 4) 3 
 
 
 
 
12. พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ถ้า a1, a2, a3, ..., an, ... เป็นลําดับคอนเวอร์เจนต์ แล้วอนุกรม a1 + a2 + a3 + ... + an + ... 

เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์ 
  ข. ถ้าอนุกรม a1 + a2 + a3 + ... + an + ... เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์ แล้ว a1, a2, a3, ..., an, ... 

เป็นลําดับคอนเวอร์เจนต์ 
 ข้อใดต่อไปนี้จริง 
 1) ข้อ ก. และข้อ ข. จริง   2) ข้อ ก. และข้อ ข. ไม่จริง 
 3) ข้อ ก. จริงข้อเดียว   4) ข้อ ข. จริงข้อเดียว 
 
 
 
 
13. ลําดับในข้อใดต่อไปนี้เป็นลําดับไดเวอร์เจนต์ 
 1) 3

1 , 5
1 , 7

1 , ..., 1  2n
1
+ , ... 2) 5, 5, 5, ..., 5, ... 

 3) 2, -2, 2, -2, 2, ...     4) 2, 2
3 , 3

4 , 4
5 , ..., n

1  n + , ... 
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14. กําหนด f(x) = x - 2 และ g(x) = 3x + 1 ถ้า  F(x) = (gof)(x) และ F(1) + F(2) + F(3) + ... + F(n) 
= 530 จงหา n 

 1) 10 2) 15 3) 20 4) 25 
 
 
 
 
 
15. จงหาผลบวกของอนุกรม 0 + 7 + 26 + 63 + ... + 999 
 1) 3015 2) 3020 3) 3025 4) 3030 
 
 
 
 
 
16. ผลบวกตั้งแต่พจน์ที่ 5 ถึงพจน์ที่ 20 ของอนุกรม 1 ⋅ 2 + 3 ⋅ 4 + 5 ⋅ 6 + 7 ⋅ 8 + ... + (2n - 1)(2n) + ...  
 1) 10,960 2) 11,060 3) 11,160 4) 11,260 
 
 
 
 
 
17. กําหนดให้ S = {51, 52, 53, …, 150} จงหาผลบวกของสมาชิกของ S ที่ 2 หารลงตัวแต่ 3 หารไม่ลงตัว 
 1) 3316 2) 3317 3) 3318 4) 3319 
 
 
 
 
 
18. จงหาลิมิตของลําดับผลบวกย่อยของอนุกรม 1 + 5

3  + 25
6  + 125

10  + 625
15  + ... 

 1) 125
64  2) 64

125  3) 125
16  4) 16

125  
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19. กําหนดให้ A = 











3  3
1   2

  ถ้าลําดับหนึ่งมี an = det 














 nA2
1  แล้ว 

∞→n
lim an มีค่าตรงกับข้อใด 

 1) 0 2) 1 3) 2 4) 3 
 
 
 
 
 
20. ค่าของ 9  8

1
×  + 10  9

1
×  + 11  10

1
×  + ... + 120  119

1
×  ตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 58
7  2) 59

7  3) 60
7  4) 61

7  

 
 
 
 
 
21. จงหาผลบวกของอนุกรม 1 + 0.2 + 0.034 + 0.00034 + 0.0000034 + … 
 1) 1 495

116  2) 1 990
116  3)  1 999

232  4) 495
232  

 
 
 
 
 
22. กําหนด an เป็นพจน์ที่ n ของลําดับหนึ่ง เมื่อ n = 1, 2, 3, … ถ้า a1 = 3

2  และ an+1 = 3
2 an แล้ว 

∑
∞

=1i
ia  มีค่าตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 3
2    2) 2

3  
 3) 2   4) เป็นอนุกรมไดเวอร์เจนต์ 
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23. กําหนด an เป็นพจน์ที่ n ของลําดับเรขาคณิตโดยมี r เป็นอัตราส่วนร่วม ถ้า 
21

1
a  a

a
+  + 

32
2
a  a

a
+  + 

43
3
a  a

a
+  + ... + 

1nn
n
a  a

a
++  = 2n แล้ว r มีค่าตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) - 2
1  2) 2

1  3) -2  4) 2 

 
 
 
 
 
24. ถ้า a และ b เป็นจํานวนจริง และ a = ... 333  และ b = ... 555 และถ้า a, b, c เรียงเป็น

ลําดับเลขคณิตแล้วจงหา c2 + 1 
 1) 37 2) 50 3) 65  4) 82 
 
 
 
 
 

25. ถ้าอนุกรม 1 + x
x

2  1
2
+

 + 2x
2x

)2  (1
2
+

 + 3x
3x

)2  (1
2
+

 + ... = 9 จงหาค่า x2 + 1 

 1) 7 2) 8 3) 9  4) 10 
 
 
 
 
เฉลยแบบทดสอบลําดับ และอนุกรม 
1. ตอบ 3) 2. ตอบ 3) 3. ตอบ 4) 4. ตอบ 3)  5. ตอบ 4) 
6. ตอบ 2) 7. ตอบ 3) 8. ตอบ 4) 9. ตอบ 2) 10. ตอบ 4) 
11. ตอบ 1) 12. ตอบ 4) 13. ตอบ 3) 14. ตอบ 3) 15. ตอบ 1) 
16. ตอบ 1) 17. ตอบ 1) 18. ตอบ 2) 19. ตอบ 1) 20. ตอบ 3) 
21. ตอบ 1)  22. ตอบ 3)  23. ตอบ 1)  24. ตอบ 2) 25. ตอบ 4) 
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สถิติ 
 
 1. ความหมายของคําศัพท์ต่างๆ ในวิชาสถิติ 
  1.1 สถิติ มีความหมายกว้างๆ อยู่ 2 ประการ คือ 
   ประการ 1 สถิติ หมายถึง ข้อเท็จจริงที่เป็นตัวเลข หรือตัวอักษรที่เก็บรวบรวมมาได้ เช่น สถิติ
ปริมาณน้ําฝน สถิติจํานวนอุบัติเหตุ สถิติผู้ป่วยโรคมะเร็ง เป็นต้น 
    ประการ 2 สถิติ หมายถึง ศาสตร์แขนงหนึ่งที่เป็นทั้งวิทยาศาสตร์และศิลปะ ว่าด้วยการศึกษา
ที่เก่ียวกับข้อมูล ซึ่งประกอบด้วย การเก็บรวบรวมข้อมูล การนําเสนอข้อมูล การวิเคราะห์ข้อมูล และการ
ตีความหมายของข้อมูล 
  1.2 ประชากร หมายถึง เซตของสิ่งต่างๆ ที่ต้องการศึกษาทั้งหมด คําว่า ประชากรเปรียบเสมือนกับ
เอกภพสัมพัทธ์ในเรื่องเซตนั่นเอง 
  1.3 ตัวอย่าง หมายถึง ส่วนหนึ่งของประชากร และเป็นส่วนที่นํามาหาข้อมูล 
  1.4 พารามิเตอร์ หมายถึง ค่าตัวเลขที่คํานวณได้จากประชากร เช่น ค่าเฉลี่ยเลขคณิต (µ)      
ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (σ) สัดส่วน (p) เป็นต้น 
  1.5 ค่าสถิติ หมายถึง ค่าตัวเลขที่คํานวณได้จากตัวอย่าง เช่น ค่าเฉลี่ยเลขคณิต ( x ) ส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน (S.D.) สัดส่วน ( p̂ ) ในทางปฏิบัติการหาค่าสถิติเพ่ือนําค่าสถิตินี้ไปทดสอบด้วยวิธีการทางสถิติแล้ว
นําไปสรุปผลเป็นพารามิเตอร์ 
  1.6 ข้อมูลสถิติ หมายถึง ตัวเลขหรือข้อความ แสดงให้เห็นข้อเท็จจริงเก่ียวกับเรื่องที่จะศึกษา 
“สําหรับข้อมูลเพียงหน่วยเดียวไม่ถือว่าเป็นสถิติ” 
  1.7 ค่าจากการสังเกต คือ ค่าแต่ละค่าที่ได้จากการเก็บรวบรวมข้อมูล เช่น ถ้าข้อมูลที่เก็บรวบรวม
มาได้ประกอบด้วย 3, 5, 6, 8, 9, 11 ตัวเลขแต่ละตัวเรียกว่า ค่าจากการสังเกต กล่าวคือ ตัวเลข 5 เรียกว่า    
ค่าจากการสังเกตตัวหนึ่งของข้อมูล 
 
 2. การเก็บรวบรวมข้อมูล 
  2.1 แหล่งท่ีมาของข้อมูล 
   2.1.1 แหล่งปฐมภูมิ  เป็นแหล่งที่เกิดข้อมูลโดยตรง กล่าวคือ ข้อมูลที่ผู้ใช้จะต้องเก็บรวบรวม
ข้อมูลจากผู้ให้ข้อมูล เรียกข้อมูลที่เก็บรวบรวมได้จากแหล่งนี้ว่า ข้อมูลปฐมภูมิ 
   2.1.2 แหล่งทุติยภูมิ เป็นแหล่งที่มีผู้รวบรวมไว้แล้ว ไม่ใช้จากกําเนิดข้อมูลโดยตรง ผู้เก็บ
รวบรวมข้อมูลเพียงแต่ไปทําการคัดลอกข้อมูลที่ต้องการมาจากแหล่งนี้เท่านั้น ข้อมูลที่เก็บรวบรวมได้เรียกว่า 
ข้อมูลทุติยภูมิ 
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  2.2 ชนิดของข้อมูล 
   2.2.1 จําแนกตามปริมาณ  ได้แก่ ข้อมูลที่แสดงถึงข้อเท็จจริงของหน่วยตัวอย่าง ตามปริมาณ
ที่วัดได้เป็นตัวเลข และมีหน่วยแน่นอน เช่น สถิติจํานวนการตายจากอุบัติเหตุทางรถยนต์จําแนกตามอายุ สถิติ
จํานวนนักเรียนของโรงเรียนศิริชานนท์ แยกตามอายุ หรือความสูง เป็นต้น 
   2.2.2 จําแนกตามคุณภาพ ได้แก่ ข้อมูลที่แสดงถึงข้อเท็จจริงของหน่วยตัวอย่าง ตาม
ลักษณะคุณสมบัติฐานะที่ไม่อาจวัดเป็นตัวเลขได้ หรือถ้าข้อมูลเป็นตัวเลข ตัวเลขนั้นจะไม่ให้ความหมายในเชิง
ปริมาณ เช่น สถิติผู้ป่วยในโรงพยาบาลแห่งหนึ่ง จําแนกตามโรคต่างๆ เป็นต้น 
   2.2.3 จําแนกตามกาลเวลา ได้แก่ ข้อมูลที่แสดงถึงข้อเท็จจริงของหน่วยตัวอย่าง ตามเวลา 
ที่เปลี่ยนไปซึ่งเรียกข้อมูลประเภทนี้ว่า ข้อมูลอนุกรมเวลา เช่น สถิติมูลค่าการขายสินค้าของบริษัทแห่งหนึ่งใน
แต่ละปี เป็นต้น 
   2.2.4 จําแนกตามสภาพภูมิศาสตร์ หรือภูมิภาค ได้แก่ ข้อมูลที่แสดงข้อเท็จจริงของหน่วย
ตัวอย่าง โดยยึดถือลักษณะทางภูมิศาสตร์เป็นเกณฑ์ เช่น สถิติเก่ียวกับปริมาณการผลิตข้าวแยกตามภาคต่างๆ 
ในประเทศไทย เป็นต้น  
  2.3 วิธีการเก็บรวบรวมข้อมูล 
   วิธีการเก็บรวบรวมข้อมูล คือ กระบวนการที่จะให้ได้ข้อมูลมาเพ่ือตอบสนองวัตถุประสงค์ของ
การศึกษาข้อมูลเรื่องหนึ่งเรื่องใด ผู้ศึกษาข้อมูลต้องการซึ่งข้อมูลนั้นอาจจะเป็นตัวเลขหรือไม่เป็นตัวเลขก็ได้ 
แล้วแต่ลักษณะของข้อมูลนั้น  
 
 3. การนําเสนอข้อมูล 
  การนําเสนอข้อมูล คือ การแสดงข้อมูลที่รวบรวมมาได้ให้เข้าใจโดยง่าย และเพื่อนําไปวิเคราะห์ทาง
สถิติ การนําเสนอข้อมูลนิยมใช้กันทั่วไปมี  2 แบบ คือ 
  3.1 การนําเสนอข้อมูลอย่างไม่เป็นแบบแผน 
   การนําเสนอข้อมูลอย่างไม่เป็นแบบแผน เป็นการนําเสนอข้อมูลที่ไม่จําเป็นต้องระวังให้ถูก
กฎเกณฑ์มากนักที่ใช้กันมากมี 2 วิธี 
   3.1.1 การนําเสนอข้อมูลในรูปของบทความ หรือข้อความ 
   3.1.2 การนําเสนอข้อมูลในรูปของความกึ่งตาราง 
  3.2 การนําเสนอข้อมูลอย่างเป็นแบบแผน 
   การนําเสนอข้อมูลอย่างเป็นแบบแผน เป็นการนําเสนอข้อมูลที่มีกฎเกณฑ์ ซึ่งจะต้องปฏิบัติ
ตามมาตรฐานที่กําหนดไว้เป็นแบบอย่างการนําเสนอข้อมูลโดยวิธีที่สําคัญ ได้แก่ การนําเสนอข้อมูลในรูปตาราง
การนําเสนอข้อมูลในรูปแผนภูมิและแผนภาพ และการนําเสนอข้อมูลในรูปกราฟเส้น 
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   3.2.1 การนําเสนอข้อมูลในรูปตาราง มีกฎเกณฑ์ที่ต้องปฏิบัติตามโดยตารางที่จัดทําต้องมี
ส่วนประกอบที่สําคัญ ได้แก่ หมายเลขตาราง ชื่อตาราง หัวเรื่อง ตัวเรื่อง ต้นขั้ว และแหล่งข้อมูล นอกจากนี้
อาจมีหมายเหตุโดยเขียนเป็นข้อความอยู่ใต้ชื่อเรื่องลักษณะที่ง่ายต่อการเข้าใจมากที่สุด โดยทั่วไปตารางสถิติ
แบ่งออกได้เป็น 4 ชนิด 
    3.2.1.1 ตารางแสดงความถ่ี หรือตารางแจกแจงความถี่เป็นตารางที่มีตัวเรื่องแสดง
ความถ่ีของข้อมูล 
    3.2.1.2 ตารางทางเดียว เป็นตารางที่มีการจําแนกรายการบนหัวเรื่อง หรือต้นขั้วเพียง
ด้านเดียว 
    3.2.1.3 ตารางสองทาง เป็นตารางที่มีการจําแนกรายการบนหัวเรื่อง และต้นขั้วทั้ง
สองด้าน 
    3.2.1.4 ตารางหลายทาง เป็นรายการที่มีการจําแนกรายการบนหัวเรื่อง และต้นขั้วให้
ย่อยไปอีกจากตารางสองทาง 
    3.2.2 การนําเสนอข้อมูลโดยใช้แผนภูมิ และแผนภาพ  
    3.2.2.1 แผนภูมิแท่ง (Bar Chart) เป็นแผนภูมิที่ประกอบด้วยแท่งรูปส่ีเหลี่ยมผืนผ้าที่
มีความยาวแต่ละรูป แปรตามขนาดของข้อมูล เมื่อความกว้างของทุกรูปเท่ากันหมด นิยามเรียกรูปส่ีเหลี่ยมผืนผ้า
ชนิดนี้ว่า แท่ง (Bar) การนําเสนอข้อมูลชนิดนี้ อาจเรียงตามแนวนอน หรือแนวตั้งก็ได้ แผนภูมิแท่งออกเป็น   
6 ชนิดที่สําคัญ คือ 
     3.2.2.1.1 แผนภูมิแท่งเชิงเดี่ยว คือ แผนภูมิแท่งที่แสดงการเปรียบเทียบ
ลักษณะของข้อมูลที่น่าสนใจ ศึกษาเพียงชุดเดียว 
     3.2.2.1.2 แผนภูมิแท่งเชิงซ้อน คือ แผนภูมิแท่งที่แสดงการเปรียบเทียบ
ลักษณะของข้อมูลที่สนใจ ศึกษาตั้งแต่งลักษณะหรือ 2 ช่วงเวลาขึ้นไป 
     3.2.2.1.3 แผนภูมิแท่งเชิงประกอบ คือ แผนภูมิแท่งที่ใช้แสดงรายละเอียด
ส่วนย่อยของข้อมูลที่นําเสนอ 
     3.2.2.1.4 แผนภูมิแท่งบวก-ลบ คือ แผนภูมิแท่งที่ใช้แสดงการเปรียบเทียบ
ข้อมูลที่มีค่าเป็นไปได้ ทั้งค่าบวกและค่าลบ 
     3.2.2.1.5 แผนภูมิแท่งซ้อนกัน คือ แผนภูมิแท่งเชิงซ้อน เพียงแต่ให้แท่งซ้อน
เหลื่อมกัน ทั้งนี้เพ่ือประหยัดเนื้อที่ในการนําเสนอด้วย 
     3.2.2.1.6 แผนภูมิแท่งพีรามิด คือ แผนภูมิแท่งที่เรียงซ้อนกันเป็นรูป
สามเหลี่ยม 
    3.2.2.2 แผนภูมิรูปวงกลม (Pie Chart) แผนภูมิที่แสดงด้วยรูปวงกลม โดยแสดง
ข้อมูลที่เราสนใจศึกษา นิยมแสดงในรูปร้อยละหรือเปอร์เซ็นต์ กล่าวคือ ให้พ้ืนที่ของรูปวงกลมแทนจํานวน
ข้อมูลทั้งหมด หลังจากนั้นแบ่งพ้ืนที่ออกตามสัดส่วนของลักษณะของข้อมูลแต่ละประเภท โดยแบ่งมุมที่      
จุดศูนย์กลางของรูปวงกลม ซึ่งผลรวมของมุมเหล่านี้ต้องเท่ากับ 360 องศา บางครั้งเรียกแผนภูมิรูปวงกลมว่า 
แผนภูมิกง ก็ได้ 
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    3.2.2.3 แผนภูมิรูปภาพ (Pictogram) คือ แผนภูมิที่แสดงข้อมูลโดยใช้รูปภาพ 
รูปภาพที่นําเสนออาจเป็นรูปที่สมบูรณ์หรือไม่ก็ได้ โดยรูปที่ไม่สมบูรณ์จะแสดงปริมาณเป็นสัดส่วนของปริมาณ
เมื่อเปรียบเทียบรูปที่สมบูรณ์ เช่น รูปภาพรถยนต์ 1 คัน แทนรถยนต์ที่นําเสนอ 1 พันคัน และรูปรถยนต์    
ครึ่งคัน แทนรถยนต์ 500 คัน เป็นต้น 
    3.2.3 การนําเสนอข้อมูลโดยใช้กราฟเส้น นิยมใช้กับข้อมูลอนุกรมเวลา ซึ่งเป็นข้อมูลที่มีการ
เปลี่ยนแปลงตามเวลาที่ข้อมูลนั้นเกิดขึ้น และสามารถนํามาใช้ประโยชน์ในการพยากรณ์ข้อมูลในอนาคตได้อีก
ด้วย การนําเสนอข้อมูลโดยใช้กราฟเส้นมี 5 ชนิด คือ  
    3.2.3.1 กราฟเส้นเชิงเดี่ยว คือ กราฟที่แสดงการเปรียบเทียบข้อมูลเพียงลักษณะเดียว 
    3.2.3.2 กราฟเส้นเชิงซ้อน คือ กราฟที่แสดงการเปรียบเทียบข้อมูลต้ังแต่ 2 ลักษณะ
ขึ้นไป 
    3.2.3.3 กราฟเส้นเชิงประกอบ คือ กราฟที่แสดงรายละเอียดส่วนย่อยของข้อมูลใน
ช่วงเวลาต่างๆ กัน ที่ต้องการเปรียบเทียบ 
    3.2.3.4 กราฟดุล คือ กราฟที่แสดงให้เห็นถึงความแตกต่างระหว่างลักษณะของข้อมูล
สองลักษณะหรือมากกว่าที่มีความสัมพันธ์กัน 
    3.2.3.5 กราฟก่ึงลอการิทึม เป็นกราฟที่มีมาตราส่วนบนแกน x และแกน y ไม่เท่ากัน 
กล่าวคือ มาตราส่วนบนแกน x เป็นมาตราส่วนเลขคณิต มาตราส่วนบนแกน y เป็นมาตราส่วนลอการิทึม กราฟ
ลักษณะนี้ไม่ค่อยนิยมกัน 
 
 4. การแจกแจงความถี่ของข้อมูล 
  4.1 ความหมายการแจกแจงความถี่ของข้อมูล   
   การแจกแจงความถี่ของข้อมูล คือ การจัดข้อมูลที่มีจํานวนมาก และยังไม่เป็นระเบียบแบบแผน
เพ่ือความสะดวกในการวิเคราะห์ข้อมูล การแจกแจงความถี่ของข้อมูล สามารถแบ่งได้ 2 ลักษณะ คือ  
   4.1.1 การแจกแจงความถี่ของข้อมูลที่ไม่ได้จัดเป็นหมวดหมู่ 
   4.1.2 การแจงแจงความถี่ของข้อมูลที่จัดเป็นหมวดหมู่ (เป็นอันตรภาคช้ัน) 
   ในหัวข้อการแจกแจงความถี่ของข้อมูล ต้องรู้จักคําศัพท์ต่างๆ ดังต่อไปนี้ 
   1) ความถ่ี คือ จํานวนของข้อมูลนั้น หรือค่าที่บ่งบอกประมาณนั้น ใช้สัญลักษณ์ f แทน
ความถ่ี 
   2) ความถ่ีสะสมของข้อมูลใด คือ ผลรวมของความถี่ของข้อมูลนั้น กับความถ่ีของข้อมูลที่
น้อยกว่าทั้งหมด (หรือความถ่ีของข้อมูลที่มากกว่าทั้งหมด) 
   3) ความถ่ีสัมพัทธ์ คือ ความถ่ีของข้อมูลนั้นหารด้วยผลรวมของความถี่ทั้งหมด 
   4) อันตรภาคช้ัน คือ การแบ่งค่าสังเกตออกเป็นช่วงๆ 
   5) ขีดจํากัดล่าง คือ ค่าตํ่าสุดของอันตรภาคช้ันนั้น 
   6) ขีดจํากัดบน คือ ค่าสูงสุดของอันตรภาคช้ันนั้น 
   7) ขอบเขตล่างของอันตรภาค คือ ค่าก่ึงกลางระหว่างขีดจํากัดล่างของอันตรภาคช้ันนั้น กับ
ขีดจํากัดบนของอันตรภาคช้ันที่มีคะแนนต่ํากว่าที่อยู่ถัดไป 
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   8) ขอบเขตบนของอันตรภาค คือ ค่าก่ึงกลางระหว่างขีดจํากัดบนของอันตรภาคช้ันนั้น กับ
ขีดจํากัดล่างของอันตรภาคช้ันที่มีคะแนนสูงกว่าที่อยู่ถัดไป 
   9) ความกว้างของอันตรภาคช้ัน   คือ    ผลต่างระหว่างขอบเขตบน และขอบเขตล่างของชั้น
นั้น หรือผลต่างระหว่างขีดจํากัดล่างของชั้นที่อยู่ติดกัน หรือผลต่างระหว่างขีดจํากัดบนของชั้นที่อยู่ติดกัน 
   10) ค่าก่ึงกลางของอันตรภาคช้ัน หรือจุดก่ึงกลางชั้น 
    จุดก่ึงกลางชั้นของอันตรภาคช้ัน (จุดก่ึงกลางชั้น)  

    คือ  ผลบวกของขีดจํากัดล่างและขีดจํากัดบนของอันตรภาคช้ันน้ัน 
2 

    

    หรือ  ผลบวกของขีดจํากัดล่างและขอบเขตบนของอันตรภาคช้ันน้ัน 
2 

 

 
 ข้อสังเกต 
 การหาขอบเขตชั้นจากตารางแจกแจงความถี่ ให้รวดเร็วมีข้อสังเกตดังนี้ 
 1. ถ้าข้อมูลเป็นจํานวนเต็ม 
  ขอบเขตล่าง = ขีดจํากัดล่าง - 0.5 ; ขอบเขตบน = ขีดจํากัดบน + 0.5 
 2. ถ้าข้อมูลเป็นทศนิยม 1 ตําแหน่ง 
  ขอบเขตล่าง = ขีดจํากัดล่าง - 0.05 ; ขอบเขตบน = ขีดจํากัดบน + 0.05 
 3. ถ้าข้อมูลเป็นทศนิยม 2 ตําแหน่ง 
  ขอบเขตล่าง = ขีดจํากัดล่าง - 0.005 ; ขอบเขตบน = ขีดจํากัดบน + 0.005 
  การหาจุดก่ึงกลางจากตารางแจกแจงความถี่ให้รวดเร็ว มีดังนี้ 
  1. หาจุดก่ึงกลางของชั้นแรก 
  2. นําความกว้างของอันตรภาคช้ัน + จุดก่ึงกลางชั้นแรก จะได้จุดก่ึงกลางชั้นถัดไป 
 
 
  4.2 การแจกแจงความถี่ข้อมูลโดยใช้กราฟ 
   4.2.1 กราฟฮิสโตแกรม จะเป็นกราฟแท่ง โดยแต่ละแท่งนําขอบเขตชั้นมาเป็นความกว้างของ
แท่งกราฟและความถ่ีของชั้นนั้นเป็นความสูงของแท่งกราฟ 
   4.2.2 กราฟรูปหลายเหลี่ยมของความถี่ จะเขียนจากกราฟฮิสโตแกรม โดยหาจุดก่ึงกลาง
ของยอดแต่ละแท่ง แล้วลากเส้นเชื่อมระหว่างจุดยอดของแต่ละแท่งนั้น กราฟที่ได้จะเป็นกราฟรูปหลายเหลี่ยม
ของความถ่ี 
   4.2.3 กราฟเส้นโค้งของความถี่ จากกราฟรูปหลายเหลี่ยมของความถี่ จะต้องปรับรูปเหลี่ยม
เป็นเส้นโค้ง โดยให้พ้ืนที่เส้นโค้งที่ปรับให้ใกล้เคียงกับพ้ืนที่ใต้รูปหลายเหลี่ยมของความถี่ให้มากที่สุด 
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   ลักษณะกราฟทั้ง 3 แบบ แสดงดังรูป (ข้อมูลจากตัวอย่าง 1 ข้อ 4.2.2) 
 

f (ความถี่)

8

6

4

2

x (คะแนน)

1.5

4.5 10.5 16.5 22.5 28.5 34.5 40.5

7.5 13.5 19.5 25.5 31.5 37.5 43.5

เส้นโค้งแห่งความถี่ รูปหลายเหลี่ยมความถี่

ฮิสโตแกรม

 
 
   4.2.4 กราฟเส้นโค้งของความถี่สะสม นิยมให้ระยะบนแกน x แทนค่าของตัวแปร และระยะ
บนแกน y แทนความถ่ีสะสมแล้วลงจุดแทนด้วยคู่อันดับ (ขอบบน, ความถ่ีสะสม) ของอันตรภาคช้ันเดียวกันโยง
จุดคู่อันดับแล้วปรับให้เป็นเส้นโค้งเรียบ 
    จากข้อมูลตัวอย่าง 1 (2) สามารถเขียนกราฟเส้นโค้งความถ่ีสะสมได้ดังรูป 
 

f (ความถี่)

24

16

12

8

x (คะแนน)
4.5

4

20

10.5 16.5 22.5 28.5 34.5 40.5

(40.5, 22)
(34.5, 20)

(28.5, 16)

(25.5, 10)

(16.5, 5)
(10.5, 2)
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 หมายเหตุ 

  สมมุติว่าค่าสังเกตของข้อมูลชุดหนึ่งมีจํานวนมากๆ เรียกข้อมูลนั้นว่าข้อมูลดิบ ถ้าเราต้องการ
สร้างตารางแจกแจงความถี่ของข้อมูลเป็นอันตรภาคช้ัน โดยกําหนดจํานวนอันตรภาคช้ัน โดยมี
หลักเกณฑ์ว่าค่าตํ่าสุดของข้อมูลจะต้องอยู่ในอันตรภาคช้ันชั้นแรก และค่าสูงสุดของข้อมูลต้องอยู่ใน
อันตรภาคช้ันสุดท้าย เรามีสูตรการหาความกว้างของอันตรภาคช้ันดังนี้  

  1. พิสัย  = ค่าสูงสุดของข้อมูล - ค่าตํ่าสุดของข้อมูล  =  xmax - xmin 
  2. ความกว้างของอันตรภาคช้ัน = 

ภาคชั้นจํานวนอันตร
พิสัย  

    = ผลลัพธ์ที่ได้ปัดขึ้นเป็นจํานวนเต็ม 
 
 
 ข้อตกลงสัญลักษณ์แทนการบวก  
 เราจะใช้ ∑�เป็นสัญลักษณ์แทนการบวก อ่านว่า ซิกมา (Sigma) หรือ Summation 
 กําหนด x1, x2, x3, ... , xn แทนค่าจากการสังเกตแต่ละตัวของข้อมูลชุดหนึ่ง ถ้านําค่าจากการสังเกต 

ทุกตัวมาบวกกัน เขียนแทนด้วย  ∑
=

n

1i
ix  นั่นคือ ∑

=

n

1i
ix   =  x1 + x2 + x3 + ... + xn 

 เพ่ือความสะดวกจึงนิยมใช้ ∑x แทน  ∑
=

n

1i
ix  

 ∴ ∑x = ผลบวกของค่าจากการสังเกตทุกตัวในข้อมูลชุดนั้น หรือเขียนส้ันๆ ว่า “ผลรวมของข้อมูล
ทั้งหมด” 
 
 สมบัติของ ∑ 
 
 กําหนด c เป็นค่าคงที่ และ xi และ yi เป็นข้อมูล 

 1. ∑
=

n

1i
icx  =  c ∑

=

n

1i
ix  

 2. ∑
=

+
n

1i
ii ) y (x  = ∑

=

n

1i
ix   +  ∑

=

n

1i
i y  

 3. ∑
=

n

1i
ii ) y (x -  = ∑

=

n

1i
ix  - ∑

=

n

1i
i y  

 4.  ∑
=

n

1i
ic  =  nc 
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 5. การวัดค่ากลางของข้อมูล 
  5.1 ค่าเฉลี่ยเลขคณิต (Arithmetic Mean : x , A.M., Mean)  
   5.1.1 ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของข้อมูลท่ีไม่มีการแจกแจงความถี่ 
    กําหนดข้อมูล (xi) : x1, x2, x3, ... , xn  มีจํานวนข้อมูล n จํานวน 

    ค่าเฉลี่ยเลขคณิต  =  
มดจํานวนทั้งห

ดอมูลทั้งหมผลบวกของข้  

    ∴  x   =  n
x  ...  x  x  x n321 ++++  

 

x   =   n

x 
n

1i
i∑

=    หรือ  x   =   n
x Σ  

 
   5.1.2 ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของข้อมูลท่ีมีการแจกแจงความถี่ 
    พิจารณาตารางแจกแจงความถี่ ต่อไปนี้ 
 

อันตรภาคชั้น ความถี่ (fi) จุดกึ่งกลางชั้น (xi) fixi 

 

f1 
f2 
f3 
M  
fk 

x1 
x2 
x3 
M  
xk 

f1x1 
f2x2 
f3x3 
M  

fkxk 

 N = ∑
=

k

1i
if   ∑

=

k

1i
iixf  

 
    จากตารางแจกแจงความถี่ สามารถหาค่าเฉลี่ยเลขคณิต ( x ) ได้จากสูตร 

    x  =  
∑

∑

=

=
k

1i
i

k

1i
ii

f 

xf 
  =  N

xf 
k

1i
ii∑

=  หรือเขียนส้ันๆ ได้เป็น   x  =  N
xf Σ  
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   5.1.3 ค่าเฉลี่ยเลขคณิตแบบถ่วงน้ําหนัก 
 

ข้อมูล น้ําหนัก 

x1 
x2 
x3 
M  
xn 

w1 
w2 
w3 
M  
wn 

 ∑ w 

การหาค่าเฉลี่ยเลขคณิตของข้อมูลแบบถ่วงน้ําหนักมีสูตรดังนี้ 
 

x  =  
n321

nn332211
 w ...   w  w w

x w ...  x w x w xw
++++
++++  

 
x  =  w

wx
 
 
Σ
Σ  

 
    ข้อมูลที่นํามาใช้คํานวณค่าเฉลี่ยเลขคณิตแบบถ่วงน้ําหนัก เช่น การหาเกรดเฉลี่ยของ
นักเรียน การหาราคาเฉลี่ยของสินค้า เป็นต้น 
 
   5.1.4 ค่าเฉลี่ยเลขคณิตรวม 
    ถ้ามีข้อมูลทั้งหมด k กลุ่ม โดยที่ 
    กลุ่มที่ 1 มีข้อมูลจํานวน n1 จํานวน และมีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 1x  
    กลุ่มที่ 2 มีข้อมูลจํานวน n2 จํานวน และมีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 2x  
    กลุ่มที่ 3 มีข้อมูลจํานวน n3 จํานวน และมีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 3x  
     M  M  M  
    กลุ่มที่ k มีข้อมูลจํานวน nk จํานวน และมีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ kx  
    ถ้านําข้อมูลดังกล่าวทั้ง k กลุ่มมารวมกัน แล้วหาค่าเฉลี่ยเลขคณิต ซึ่งหาได้จากสูตร 
 

รวมx    =  
k321

kk332211
n  ...  n  n  n

xn  ...  xn  xn  xn
++++
++++  

 
  5.2 มัธยฐาน (Median : Med)  
   มัธยฐาน คือ ค่าของข้อมูลที่อยู่ตรงกลาง ซึ่งเรียงข้อมูลจากน้อยไปหามาก หรือจากมากไปหาน้อย 
   5.2.1 มัธยฐานของข้อมูลท่ีไม่มีการแจกแจงความถี่ 
    สมมุติข้อมูลชุดหนึ่งเรียงข้อมูลจากน้อยไปหามาก มีจํานวนข้อมูล n จํานวน 
 

ตําแหน่งของมัธยฐาน  = 2
1  n +  
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   5.2.2 มัธยฐานของข้อมูลท่ีมีการแจกแจงความถี่ มีลําดับขั้นตอนการหามัธยฐานดังนี้ 
    5.2.2.1 เรียงข้อมูลจากน้อยไปหามาก และสร้างตารางเพ่ิมอีก 1 ช่อง เป็นช่องความถ่ี
สะสม 
    5.2.2.2 หาตําแหน่งของมัธยฐาน  =  2

N  
 

อันตรภาคชั้น ความถี่สะสม (cf))(fความถี่ i

L = ขอบเขตล่าง

I = ความกว้าง

N = Σ f

∆

L fΣ

*

mef

2
N ว่ามีค่าน้อยก

2
N เท่ากับ

หรือ   ่ามีค่ามากกว

สมมุติช้ันน้ีเป็น
ช้ันที่มี Med อยู่

  
    5.2.2.3 สูตรท่ีใช้ในการหามัธยฐาน 
 

Med  =  L + I












 Σ

me
L 

f
f - 2

N
 

 
    โดยที่ L fΣ  = ผลรวมของความถี่ของชั้นที่ตํ่ากว่าชั้นที่มีมัธยฐานอยู่ 
               fme = ความถ่ีของชั้นที่มีมัธยฐานอยู่ 
               L = ขอบเขตล่างของอันตรภาคช้ันที่มีมัธยฐานอยู่ 
               I = ความกว้างของอันตรภาคช้ัน 
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  5.3 ฐานนิยม (Mode : Mod)  
   ฐานนิยม คือ ค่าของข้อมูลที่มีความถ่ีสูงสุด กล่าวคือ ข้อมูลใดที่มีความถ่ีสูงสุด ข้อมูลนั้นเป็น
ฐานนิยม และฐานนิยมมีมากที่สุดเพียง 2 ค่าเท่านั้น 
   5.3.1 ฐานนิยมของข้อมูลที่ไม่มีการแจกแจงความถี่  
   5.3.2 ฐานนิยมของข้อมูลที่มีการแจกแจงความถี่ ลําดับขั้นตอนการหาฐานนิยมมีดังนี้ 
    5.3.2.1 เลือกอันตรภาคช้ันที่มีความถ่ีมากที่สุด ซึ่งชั้นนั้นจะเป็นชั้นที่มีฐานนิยมอยู่ 
 

อันตรภาคชั้น ความถี่

L = ขอบเขตล่าง

I = ความกว้าง

N = Σ f

∆

1d

* สมมุติช้ันน้ีมีความถี่
มากที่สุด จะได้ช้ันน้ีเป็น
ช้ันที่มีฐานนิยมอยู่

2d

1d

2d
=    -*
=    -* ∆

  
    5.3.2.2 สูตรที่ใช้ในการหาฐานนิยม 
 

Mod  =  L + I 










+ 21
1
d  d

d  

 
    โดยที่   L = ขอบเขตล่างของอันตรภาคช้ันที่มีฐานนิยมอยู่ 
     I = ความกว้างของอันตรภาคช้ัน 
     d1  = ผลต่างของความถ่ีของอันตรภาคช้ันที่มีฐานนิยมอยู่กับ 
       ความถ่ีของอันตรภาคช้ันที่ตํ่ากว่าที่อยู่ติดกัน 
     d2 = ผลต่างของความถ่ีของอันตรภาคช้ันที่มีฐานนิยมอยู่กับ 
       ความถ่ีของอันตรภาคช้ันที่สูงกว่าที่อยู่ติดกัน 
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  5.4 ค่าเฉลี่ยเรขาคณิต (Geometric Mean : G.M.)  
   5.4.1 ค่าเฉลี่ยเรขาคณิตของข้อมูลท่ีไม่มีการแจกแจงความถี่ 
    กําหนดข้อมูล (xi)  :  x1, x2, x3, ... , xn  มีจํานวนข้อมูล n จํานวน 
    สูตร 
 

G.M.  =   n n321 x  ...  x  x  x ⋅⋅⋅⋅  

 
   5.4.2 ค่าเฉลี่ยเรขาคณิตของข้อมูลท่ีมีการแจกแจงความถี่ 
 

อันตรภาคชั้น ความถี่ (fi) จุดกึ่งกลางชั้น (xi) 

 

f1 
f2 
f3 
M  
fk 

x1 
x2 
x3 
M  
xk 

 N = ∑ f  
 
    สูตร 
 

G.M.  =   n kk332211 fx  ...  fx  fx  fx ⋅⋅⋅⋅  

 
  5.5 ค่าเฉลี่ยฮาร์มอนิก (Harmonic Mean : H.M.)  
   การหาค่าเฉลี่ยฮาร์มอนิกส่วนใหญ่ ใช้กับข้อมูลที่เป็นอัตราส่วน เช่น ความเร็ว ความเร่ง     
เป็นต้น 
   5.5.1 ค่าเฉลี่ยฮาร์มอนิกของข้อมูลท่ีไม่มีการแจกแจงความถี่ 
    กําหนดข้อมูล (xi)  :  x1, x2, x3, ..., xk  มีจํานวนข้อมูล n จํานวน 
    สูตร 
 

H.M.  =   
n321 x
1  ...  x

1  x
1  x

1
n

++++
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   5.5.2 ค่าเฉลี่ยฮาร์มอนิกของข้อมูลท่ีมีการแจกแจงความถี่ 
    สูตร 
 
    H.M.  =  

k
k

3
3

2
2

1
1

k321

x
f  ...  x

f  x
f  x

f
f  ...  f  f  f

++++

++++   หรือ  H.M.  =  

k
k

3
3

2
2

1
1

x
f  ...  x

f  x
f  x

f
N

++++
 

 
   5.5.3 อัตราเร็วเฉลี่ย 
 

ระยะทาง

อัตราเร็ว

เวลา

1v

1t

2v

2t

3v

3t

...

...

...

kv

kt

2d1d 3d kd

 
  
    สูตร  อัตราเร็ว  = เวลา

ระยะทาง  →  เวลา  =  อัตราเร็ว
ระยะทาง  

    ถ้ามีระยะทาง k ช่วง แต่ละช่วงใช้อัตราเร็ว และเวลาดังแผนภาพ 

    ∴  อัตราเร็วเฉลี่ย = 
ดเวลาทั้งหม

งหมดระยะทางทั้  

     = 
k321
k321

 t ...   t  t t
d  ...  d  d  d

++++
++++  

 

Vเฉลี่ย   =   

n
n

3
3

2
2

1
1

k321

v
d  ...  v

d  v
d  v

d
d  ...  d  d  d

++++

++++  

 
    จะสังเกตว่าสูตรอัตราเร็วเฉลี่ย ก็คือสูตรค่าเฉลี่ยฮาร์มอนิก นั่นเอง 
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  5.6 ค่ากึ่งกลางพิสัย (Mid-Range)  
   5.6.1 ค่ากึ่งกลางพิสัย ของข้อมูลท่ีไม่มีการแจกแจงความถี่ 
    สูตร 
 

     ก่ึงกลางพิสัย =  2
องข้อมูลค่าต่ําสุดข  องข้อมูลค่าสูงสุดข +  

      =   2
x  x minmax +  

 
   5.6.2 ค่ากึ่งกลางพิสัยของข้อมูลท่ีมีการแจกแจงความถี่ 
    สูตร 
 

ค่าก่ึงกลางพิสัย  =  2
ดคชั้นต่ําสุของอันตรภาขอบเขตล่าง   ั้นสูงสุดงอัตราภาคชขอบเขตบนขอ +  

 
    สมบัติของค่าเฉลี่ยเลขคณิต, มัธยฐาน, ฐานนิยม, ค่าเฉลี่ยเรขาคณิต และค่าเฉลี่ยฮาร์มอนิก 
    1. ∑ x  =  n x  
    2. ∑ (x - x )  =  0 
    3. ∑ (x - a)2 มีค่าน้อยที่สุด เมื่อ a = x  
    4. ∑ |x - a| มีค่าน้อยที่สุด เมื่อ a = Med 
    5. ถ้าข้อมูลมีความแตกต่างกันมากๆ การวัดค่ากลางของข้อมูลควรใช้ มัธยฐาน 
    6. ถ้าข้อมูลเป็นข้อมูลจําแนกตามคุณภาพ การวัดค่ากลางของข้อมูลควรใช้ ฐานนิยม 
    7. ถ้าข้อมูลมี 2 ข้อมูล ข้อมูลหนึ่งเป็น x อีกข้อมูลหนึ่งเป็น y มีความสัมพันธ์แบบ 
เชิงเส้น 
 
ข้อมูล (xi)  : x1 , x2 , x3 , ... , xn  มีค่าเฉลี่ยเลขคณิต = x  
 
ข้อมูล (yi)  : ax1 + b , ax2 + b , ax3 + b , ... , axn + b มีค่าเฉลี่ยเลขคณิต = y  
 
   ความสัมพันธ์ระหว่างข้อมูล xi กับข้อมูล yi แบบเชิงเส้น yi = axi + b จะได้ y  = a x  + b 
    8. x  > G.M. > H.M. 
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    9. (9.1) ถ้าข้อมูลชุดหนึ่งมี Mod = Med = x  จะได้ว่า 
    ข้อมูลดังกล่าวจะมีลักษณะ การแจกแจงปกติ 
 

Mod  Med  x ==   
    ถ้ากําหนดข้อมูลเป็นการแจกแจงปกติ หรือข้อมูลใกล้เคียงกับการแจกแจงแบบปกติ
จะได้ความสัมพันธ์ระหว่าง Mod, Med และ x  เป็น  ( x  - Mod)  =  3( x - Med) 
    (9.2) ถ้าข้อมูลชุดหนึ่งมี Mod < Med < x  จะได้ข้อมูลดังกล่าวมีลักษณะเบ้ขวา 
 

xMod Med   
    (9.3) ถ้าข้อมูลชุดหนึ่งมี x  < Med < Mod จะได้ข้อมูลดังกล่าวมีลักษณะเบ้ซ้าย 
 

x ModMed   
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 6. การวัดตําแหน่งของข้อมูล 
  6.1 รูปแบบการวัดตําแหน่งข้อมูล  
   6.1.1 ควอร์ไทล์ (Quartile) เป็นการแบ่งข้อมูลออกเป็น 4 ส่วนเท่าๆ กัน เมื่อเรียงข้อมูลจาก
น้อยไปหามาก ใช้สัญลักษณ์ Qr แทน ควอร์ไทล์ที่ r 
 

minX 1Q 2Q 3Q maxX   
    Q1 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 1 ใน 4 ของจํานวนทั้งหมด 
    Q2 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 2 ใน 4 ของจํานวนทั้งหมด 
    Q3 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 3 ใน 4 ของจํานวนทั้งหมด  
   6.1.2 เดไซล์ (Decile) เป็นการแบ่งข้อมูลออกเป็น 10 ส่วนเท่าๆ กัน เมื่อเรียงข้อมูลจากน้อย
ไปหามาก ใช้สัญลักษณ์ Dr แทน เดไซล์ที่ r 
 

minX 1D 2D 3D maxX4D 5D 6D 7D 8D 9D   
    D1 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 1 ใน 10 ของจํานวนทั้งหมด 
    D2 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 2 ใน 10 ของจํานวนทั้งหมด 
    M  M  M  
    D9 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 9 ใน 10 ของจํานวนทั้งหมด  
   6.1.3 เปอร์เซ็นไทล์ (Percentile) เป็นการแบ่งข้อมูลออกเป็น 100 ส่วนเท่าๆ กัน เมื่อเรียง
ข้อมูลจากน้อยไปหามาก ใช้สัญลักษณ์ Pr แทน เปอร์เซ็นไทล์ที่ r 
 

minX 1P 2P 3P maxXL 98P 99P   
    P1 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 1 ใน 100 ของจํานวนทั้งหมด 
    P2 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 2 ใน 100 ของจํานวนทั้งหมด 
    M  M  
    P99 คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อยกว่าค่านี้อยู่ 99 ใน 100 ของจํานวนทั้งหมด 
 
 หมายเหตุ  

  ควอร์ไทล์ เดไซล์ และเปอร์เซ็นไทล์ จะมีหลักการคํานวณเหมือนกับมัธยฐาน ซึ่งมัธยฐานจะเป็น
การแบ่งข้อมูลออกเป็น 2 ส่วน เท่าๆ กัน เมื่อเรียงข้อมูลจากน้อยไปหามาก ข้อมูลที่อยู่ตรงกลางจะเป็น
มัธยฐาน ดังนั้นสูตรการหาควอร์ไทล์ เดไซล์ และเปอร์เซ็นไทล์ จึงมีหลักการคํานวณโดยการเลียนแบบ
จากการหามัธยฐาน 
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  6.2 การหาควอร์ไทล์ เดไซล์ และเปอร์เซ็นไทล์ 
   6.2.1 การหาควอร์ไทล์ เดไซล์ และเปอร์เซ็นไทล์ ของข้อมูลที่ไม่มีการแจกแจงความถี่ กําหนด
ข้อมูลจํานวน n ตัว เมื่อเรียงค่าสังเกตจากน้อยไปหามาก มี x1, x2, x3, ... , xn 
    6.2.1.1 ตําแหน่งของมัธยฐาน (Med) = 2

1  n +  

    6.2.1.2 ตําแหน่งของ Qr = 4
1)  r(n +  

    6.2.1.3 ตําแหน่งของ Dr = 10
1)  r(n +  

    6.2.1.4 ตําแหน่งของ Pr = 100
1)  r(n +  

 
   6.2.2 การหาควอร์ไทล์ เดไซล์ และเปอร์เซ็นไทล์ ของข้อมูลที่การแจกแจงความถี่  
    การหา Qr, Dr และ Pr ใช้หลักการเดียวกับการหามัธยฐาน และมีวิธีการหาดังนี้ 
    6.2.2.1 จากตารางแจกแจงความถี่  เรียงข้อมูลจากน้อยไปหามาก และสร้างตาราง
เพ่ิมอีก 1 ช่องเป็นช่องความถ่ีสะสม 
    6.2.2.2 หาตําแหน่งของข้อมูล 
    ตําแหน่ง Qr = 4

rN  

    ตําแหน่ง Dr = 10
rN  

    ตําแหน่ง Pr =  100
rN  

 

อันตรภาคชั้น ความถี่สะสม (cf)

L = ขอบเขตล่าง

I = ความกว้าง

N = Σ f

∆

L fΣ

*

rPrDrQ f หรือ f f

100
rN หรือ 10

rN ,4
rN

 100
rN หรือ 10

rN ,4
rN

บหรือเท่ากั   ่ามีค่ามากกว

ความถี่ (f) มีค่าน้อยกว่า

อยู่ P หรือ D หรือ
Q นที่มีน้ีเป็นช้ัสมมุติช้ัน

rr
r
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   6.2.3 สูตรที่ใช้ในการหา Med, Qr, Dr และ Pr 
 

    1. Med = L + I












 Σ

me
L

f
f   2

N -
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    4. Pr  = L + I
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 โดยที่ ∑ fL = ผลรวมของความถี่ของชั้นที่ตํ่ากว่าชั้นที่มี Med หรือ Qr หรือ Dr หรือ Pr อยู่ 
  fme, fQr, fDr, fPr = ความถ่ีของชั้นที่มี Med หรือ Qr หรือ Dr หรือ Pr อยู่ (ตามลําดับ) 
  L = ขอบเขตล่างของอันตรภาคช้ันที่มี  Med หรือ Qr หรือ Dr หรือ Pr อยู่ 
  I = ความกว้างของอันตรภาคช้ัน 
 
 7. การวัดการกระจายของข้อมูล 
  7.1 การวัดการกระจายสัมบูรณ์  
   7.1.1 พิสัย (Range) 
    7.1.1.1 พิสัยของข้อมูลที่ไม่มีการแจกแจงความถี่ 
 
     สูตร   พิสัย = ค่าสูงสุดของข้อมูล - ค่าตํ่าสุดของข้อมูล 
      
     ∴  พิสัย  =  xmax - xmin 
    7.1.1.2 พิสัยของข้อมูลที่มีการแจกแจงความถี่ 
     สูตร      

พิสัย = ขอบเขตบนของอันตรภาคช้ันที่สูงสุด - ขอบเขตล่างของอันตรภาคช้ันตํ่าสุด 
 
   7.1.2 ส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ (Quartile Deviation : Q.D.) 
    สูตร Q.D.  =  2

Q  Q 13 -  

    โดยที่ Q1 แทนควอร์ไทล์ที่ 1 
    Q3 แทนควอร์ไทล์ที่ 3 
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   7.1.3 ส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ย (Mean Deviation : M.D.) 
    7.1.3.1 การหาส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ยของข้อมูลที่ไม่มีการแจกแจงความถี่ 
    กําหนดข้อมูล (xi)  :  x1, x2, x3, ..., xn 

    สูตร M.D.  =  n

| x  x | 
n

1i
i∑

=
-

  เมื่อ x  แทนค่าเฉลี่ยเลขคณิต 

 

    หรือ M.D. = n
|x  x| i -Σ  ; x  =  n

x Σ  

 
    7.1.3.2 การหาส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ยของข้อมูลที่มีการแจกแจงความถี่ 
 

อันตรภาคชั้น ความถี่ (fi) จุดกึ่งกลางชั้น (xi) 

 

f1 
f2 
f3 
M  
fk 

x1 
x2 
x3 
M  
xk 

 N = ∑ f  
 

    สูตร M.D.  =  N

| x  x |f 
k

1i
ii∑

=
-

   

 
    หรือ M.D. = N

|x  x|f -Σ  
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   7.1.4 ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation : S.D.) 
    7.1.4.1 การหาส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ยของข้อมูลท่ีไม่มีการแจกแจงความถี่ 
    กําหนดข้อมูล (xi)  :  x1, x2, x3, ..., xn 
    ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของข้อมูล = x  =  n

x Σ  

    สูตร   (1)         S.D.  =  n
)x  (x 

n

1i
2

i∑
=

+

 
 
 

    หรือ S.D.  = n
)x  (x 2-Σ  

 
    สูตร (1)  นี้เหมาะสําหรับ x  เป็นจํานวนเต็ม 
 

    สูตร  (2)   S.D. = 22 )x(  n
x -Σ  สูตร (2) สามารถหาได้ 

 
    โดยการกระจายจากสูตร (1) ซึ่งสูตร (2) นี้ เหมาะสําหรับ x  เป็นทศนิยม 
หรือเศษส่วน 
 
    7.1.4.2 การหาส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ยของข้อมูลท่ีมีการแจกแจงความถี่ 
 

อันตรภาคชั้น ความถี่ (fi) จุดกึ่งกลางชั้น (xi) fixi 2
iixf  

 

f1 
f2 
f3 
M  
fk 

x1 
x2 
x3 
M  
xk 

  

 N = ∑ f  ∑ fx ∑ fx2 
 
 

    สูตร (3) S.D. = N
)x  f(x 2+Σ  ; x  = N

fx Σ  

 
    สูตร (3) ถ้ากระจายสูตร แล้วใช้สมบัติ ∑ จะใช้สูตร (4) ดังนี้ 
 

    สูตร (4) S.D. = 22 )x(  N
fx -Σ  ; x  = N

fx Σ  
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  การใช้สูตร (3) และ (4) จะพบว่าไม่สะดวกในการคํานวณเนื่องจากตัวเลขค่อนข้างจะมาก เราจะใช้วิธี
ลดทอนข้อมูล เพ่ือง่ายในการคิดคํานวณตัวเลขซึ่งขั้นตอนการสมมุติ d เหมือนกับการหาค่าเฉลี่ยเลขคณิต โดย
วิธีลดทอนข้อมูลทุกประการ 
 

อันตรภาคชั้น

I = ความกว้าง

N = Σ f

ความถี่ (f) d fd 2fd

M
-2
-1

0

1
2
3
M

Σ fd 2fdΣ

เลือกช้ันใดช้ันหน่ึง
สมมุติให้ช้ันน้ันมี

 d = 0 การเลือกควร
เลือกช้ันที่มีความถี่

มากที่สุด

  

    สูตร (5) S.D. = I ⋅ 22 )d(  N
fd -Σ   เมื่อ d  = N

fd Σ  

 

∴  S.D.  =  I ⋅ 
22

N
fd   N

fd 




 ΣΣ -  

 
 สูตร (4) จะหาสูตร (5) โดยการเปลี่ยน x ในสูตร (4) เป็น d และนํา I คูณหน้าเครื่องหมายกรณฑ์  

 
   7.1.5 ความแปรปรวน (Variance) คือ ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน ยกกําลัง 2 นั่นคือ 
 

ความแปรปรวน  =  (S.D.)2  =  S2 
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   7.1.6 ความแปรปรวนรวม 
    ถ้านําข้อมูล 2 ชุด และมีค่าเฉลี่ยเลขคณิต และความแปรปรวนดังตาราง 
 

 ชุดท่ี 1 ชุดท่ี 2 

ค่าเฉลี่ยเลขคณิต 1x  2x  

ความแปรปรวน 2
1S  2

2S  

จํานวนข้อมูล n1 n2 
 
    ถ้านําข้อมูล 2 ข้อมูลมารวมกัน แล้วหาค่าเฉลี่ยเลขคณิตและความแปรปรวนให้ รวมx  
แทนค่าเฉลี่ยเลขคณิตรวม  ;  2

รวมS  แทนความแปรปรวนรวม 
 

    สูตร รวมx   =   
21

2211
n  n

xn  xn
+
+  

 
    สูตรการหาความแปรปรวนรวม แบ่งออกเป็น 2 กรณี 
 

    กรณี 1 ถ้า 1x  = 2x  จะได้ว่า 2
รวมS   =   

21

2
222

11
n  n

Sn  Sn
+
+

 

    กรณี 2  ถ้า 1x  ≠� 2x  

    จากสูตร S2 = n
x2 Σ  - 2x  ____(*) 

     2
1S  = 

1

2 
n
xΣ  - 2

1x  ____(1) 

     2
2S  = 

2

2 
n
yΣ  - 2

2x  ____(2) 

     2
รวมS  = 

21

2 2 
n  n

y  x
+
+ ΣΣ  - 2

รวมx  ____(3) 

    จาก (1) และ (2) จะให้ ∑ x2 = n1( 2
1S  + 2

1x ) 
     ∑ y2 = n2( 2

2S  + 2
2x ) 

    นํา  ∑ x2 และ  ∑ y2 แทนใน 3 จะได้ 
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   7.1.7 สมบัติส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และความแปรปรวน 
    7.1.7.1 ถ้า S.D. = 0 แสดงว่าข้อมูลชุดนั้นซึ่งค่าสังเกตแต่ละตัวมีค่าเท่ากันหมด 
    7.1.7.2 กําหนดข้อมูล (xi) : x1, x2, x3, ..., xn 
     มีค่าเฉลี่ยเลขคณิต = x  และความแปรปรวน  =  2

xS  
     สมมุติข้อมูล (yi) : y1, y2, y3, ..., yn ซึ่ง yi มีความสัมพันธ์กับ xi เป็นแบบ
เชิงเส้น  yi = axi + b เราสามารถหา y , 2

yS   จาก x  และ 2
xS  ได้ดังนี้ 

 
    y  = a x  + b 
    2

yS  = a2 + 2
xS  

    Sy = |a|Sx 
 
    7.1.7.3 ถ้าข้อมูล (xi) : x1, x2, x3, ... , xn เรียงกันเป็นลําดับเลขคณิตมีผลต่างร่วม = d  
     จะได้ 
 

    สูตร S2 = 12
1)d  (n 22 -  

 
    7.1.7.4 การหา x  และ S2 ที่ถูกต้อง เมื่อทราบภายหลังว่าจดข้อมูลผิดบางตัว  
     เราสามารถหาได้จากสูตร 
    7.1.7.5  
 

    ที่ถูกต้องx  =  n
x   x   xn ถูกผิดผิด ΣΣ +-

 

    2
ที่ถูกต้องS  = n

x   x   )x  n(S 2ถูก2
ผิด

2
ผิด

2
ผิด ΣΣ ++ -

 - 2
ที่ถูกต้องx  

 
 โดยที่ ∑ xผิด แทนผลบวกของข้อมูลที่ผิด ∑ 2

ผิดx  แทนผลบวกกําลังสองของข้อมูลที่ผิด 

    ∑ xถูก แทนผลบวกของข้อมูลที่ถูก ∑ 2
ถูกx  แทนผลบวกกําลังสองของข้อมูลที่ถูก 
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  7.2 การวัดการกระจายสัมพัทธ์ 
   ถ้าเรามีข้อมูลหลายชุด เราจะต้องการเปรียบเทียบว่าข้อมูลชุดใดมีการกระจายมากน้อยกว่ากัน 
เราจะใช้การวัดการกระจายสัมพัทธ์ ซึ่งเราจะหาค่าการกระจายของแต่ละชุดมาเปรียบเทียบกัน ข้อมูลที่มี
คุณภาพดีควรจะเป็นข้อมูลที่มีค่าการกระจายน้อยที่สุด 
   การวัดการกระจายสัมพัทธ์ มีวิธีการวัด 4 วิธี 
 
   1. สัมประสิทธิ์ของพิสัย  =  

minmax
minmax

x  x
x  x

+
-  

   2. สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์  =  
13
13

Q  Q
Q  Q

+
-  

   3. สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ย  =  x
M.D.  

   4. สัมประสิทธิ์ของการแปรผัน  =  x
S.D.  

 
 
 หมายเหตุ        

   การเปรียบเทียบการกระจายของข้อมูลนั้น ข้อมูลทุกชุดที่นํามาหาการกระจายสัมพันธ์
จะต้องมีหน่วยเดียวกัน 

 
 8. ค่ามาตรฐาน 
  สมมุติว่านาย ก สูง 6 ฟุต 4 นิ้ว นาย ข สูง 1 หลา 82 เซนติเมตร ถ้าต้องการเปรียบเทียบว่า นาย ก 
กับนาย ข ว่าใครสูงกว่ากัน การเปรียบเทียบนี้ จะต้องเปลี่ยนหน่วยให้เป็นหน่วยเดียวกัน 
  ในทางสถิติก็ทํานองเดียวกัน ถ้าต้องการเปรียบเทียบข้อมูลแต่ละตัวว่าข้อมูลตัวใดดีกว่ากัน กล่าวคือ 
จะต้องเปลี่ยนหน่วยให้เป็นหน่วยเดียวกัน ลักษณะเช่นนี้เรียกว่า ค่ามาตรฐาน (Standard Score) ซึ่งเขียนแทน
ด้วยสัญลักษณ์ z 
 

  สูตร  zi = S.D.
x  xi -  

 
  ค่ามาตรฐานที่ควรสนใจ 
  8.1 กําหนด (xi) : x1,  x2,  x3,  x4, ..., xn  มีค่าเฉลี่ยเลขคณิต  =  x  และ 
   เปลี่ยนเป็นค่ามาตรฐาน ↓  ↓  ↓  ↓  ...,  ↓ �   ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน  =  S.D.x 

            (zi) จะได้ : z1,  z2,  z3,  z4, ..., zn  โดยที่    zI   =   S.D.
x  xi -  

   ถ้านําค่ามาตรฐาน (zi) ทุกตัวมาหาค่าเฉลี่ยเลขคณิต และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานจะได้ 
   1.  z  =  0 
   2. S.D.z  =  1 
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  8.2 ค่า z ตัวใดมีค่ามากที่สุด ข้อมูลตัวนั้นดีกว่าตัวอ่ืน 
  8.3 ถ้าข้อมูลชุดที่ 1  มีค่าเฉลี่ยเลขคณิต  =  1x  
    มีส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน  = S.D.1 
   ข้อมูลชุดที่ 2 มีค่าเฉลี่ยเลขคณิต  =  2x  
    มีส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน  = S.D.2 
   สมมุติว่า x3 เป็นค่าสังเกตอยู่ในข้อมูลชุดที่ 1 เราเปล่ียน x3 เป็นค่ามาตรฐานได้เป็น z3 

    โดยที่ z3   = 
1
13

S.D.
x  x -  

   และ y5 เป็นค่าสังเกตอยู่ในข้อมูลชุดที่ 2 เราเปล่ียน y5 เป็นค่ามาตรฐานได้เป็น z5 

    โดยที่ z5   = 
2
25

S.D.
x  x -  

   ถ้า z5 > z3 เราจะสรุปได้ว่า y5 ดีกว่า x3 
 
 9. พื้นท่ีใต้เส้นโค้งปกติ 
  กราฟเส้นโค้งแห่งความถ่ี เป็นการเขียนกราฟจากรูปหลายเฉลี่ยความถ่ี โดยการปรับรูปเหลี่ยมให้
เรียบเป็นเส้นโค้ง โดยให้พ้ืนที่เส้นโค้งที่ปรับให้ใกล้เคียงกับพ้ืนที่ได้รูปหลายเหลี่ยมความถ่ีมากที่สุด 
  ถ้าเส้นโค้งแห่งความถ่ีของข้อมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงปกติ แสดงว่าข้อมูลชุดนั้นมีค่าเฉลี่ยเลขคณิต
มัธยฐาน และฐานนิยม มีค่าเท่ากับ ซึ่งจะมีลักษณะกราฟดังนี้ 
 

Mod  Med  x ==

f (ความถี)่

คะแนน (x)
  

  ถ้าเส้นโค้งแห่งความถ่ีมีการแจกแจงปกติ เรียกส้ันๆ ว่า เส้นโค้งปกติ ซึ่งพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติ มีค่า
เท่ากับ 1 และกราฟจะสมมาตรกัน ณ คะแนน x  (ดังรูปข้างบน) 
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  9.1 การหาพื้นท่ีใต้เส้นโค้งปกติโดยการเปิดตาราง 
   พ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติบางส่วน สามารถหาค่าได้โดยการเปิดตาราง ซึ่งจะต้องเปลี่ยนคะแนน  xi 
เป็นค่ามาตรฐาน (zi) ก่อน มีวิธีการเปิดตารางดังนี้ 
 

   สูตร zi = S.D.
x  xi -  

 
 

x
คะแนน (x)

จากคะแนน
เปลี่ยนเป็น
ค่ามาตรฐาน 1x

z = 0 S.D.
x  x  z 1

1
-

=
  

   จากรูป  A  =  พ้ืนที่แรเงา  =  พ้ืนที่ใต้เส้นโค้งจาก   z = 0  ถึง  z = z1 ____* 
     = p(0 < z < z1) 
 
 
 
 
 
   จาก * เราสามารถหา A ได้ โดยการเปิดตารางพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติที่ค่า z = z1      
  9.2 สิ่งท่ีควรสนใจเกี่ยวกับเส้นโค้งปกติ 
   9.2.1 เนื่องจากพื้นที่ใต้เส้นโค้งปกติในตารางจะมีค่า z เป็นบวกเท่านั้น สําหรับ z เป็นลบ (ซึ่ง
หาพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งทางด้านซ้าย z = 0) เราจะหาพ้ืนที่ได้โดยใช้หลักการสมมาตร ดังรูป 
 

1z  z  -= z = 0

พ้ืนท่ีเท่ากัน

z = 0 1z  z =   
    ให้  z1 > 0  จากรูป จะได้  P(-z1 < z < 0)  =  P(0 < z < z1) 
 
 
 

  สําหรับจุดปลายของ 
  z จะรวม 0 หรือ z1 
  ความน่าจะเป็นเท่ากัน 

  ความน่าจะเป็นของค่า 
  มาตรฐาน z ระหว่าง 0 ถึง z1 
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   9.2.2 สัญลักษณ์ Pr แทนเปอร์เซ็นไทล์ที่ r ซึ่ง Pr คือ ค่าของข้อมูลที่มีจํานวนข้อมูลมีค่าน้อย
กว่าค่านี้อยู่ r ใน 100 ของจํานวนทั้งหมดในเส้นโค้งปกติ คะแนน Pr สามารถหาพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งได้ดังรูป 
 

100
r  พ้ืนท่ี  A ==

rP   
    สําหรับ Qr และ Dr สามารถหาพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติได้เช่นเดียวกับ Pr   

4
r  A =

rQ  

10
r  A =

rD   
   9.2.3 A  =  พ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติบางส่วน (จากตาราง) 
    z  =  ค่ามาตรฐาน โดยที่    z  = S.D.

x  x -  

    x  =  คะแนน 
    การเชื่อมโยงระหว่าง x, z, A จะมีลักษณะดังนี้ 

    1. x   → นเปลี่ยนเป็  z   → นเปลี่ยนเป็   A 

    2. A   → นเปลี่ยนเป็  z   → นเปลี่ยนเป็   x 
 
 ตัวอย่างข้อสอบ 
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 ตัวอย่างข้อสอบ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ตัวอย่างข้อสอบ 
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 ตัวอย่างข้อสอบ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ตัวอย่างข้อสอบ 
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เนื้อหาในส่วน 
ท่ีครู Sup’k รับผิดชอบ 

PAT1 
ต.ค.55 

PAT1 
มี.ค.56 

PAT1 
มี.ค.57 

PAT1 
เม.ย.57 

PAT1 
พ.ย.57 

PAT1 
มี.ค.58 

ระดับข้อสอบ ยากมาก ยากมาก ยากมาก ยากมาก ยากมาก ยากมาก 
โจทย์ปัญหาเชาวน์ 

แนวจํานวนกับตัวเลข 1 1 4 1 1 1 

โจทย์ปัญหาเชาวน์ 
แนวโอเปอร์เรชั่นใหม่ๆ - 2 – – 1 – 

เอกซ์โปเนนเชียล 3 3 2 0.5 2.5 1.5 
ลอการิทึม 1 2 1 2.5 2.5 3 
ตรรกศาสตร์ 2 1 2 1.5 2 1.5 

ระบบจํานวนจริง 1 2.5 2 2.5 2 4 
ทฤษฎีจํานวน 2 1 2 1 1 1 

เรขาคณิตวิเคราะห์ - 0.5 – 1 1 0.5 
ภาคตัดกรวย 3 3 3 2 2 2.5 
ความสัมพันธ์ 1 2 1 – 1 1 

ฟังก์ชัน 1 2 – 3 3 2 
เมทริกซ์  

และดีเทอร์มินันต์ 2 2 2 2 2 2 

ตรีโกณพ้ืนฐานในวงกลม 0.5 - – – – 2 
ตรีโกณประยุกต์ 2 2 3 2 3.5 1 
อินเวอร์สตรีโกณ 2 2 1 1 0.5 1 
กฎของ sin,  
กฎของ cos 1 1 1 2 1 1 
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เนื้อหาในส่วน 
ท่ีครู Sup’k รับผิดชอบ 

PAT1 
ต.ค.55 

PAT1 
มี.ค.56 

PAT1 
มี.ค.57 

PAT1 
เม.ย.57 

PAT1 
พ.ย.57 

PAT1 
มี.ค.58 

ระดับข้อสอบ ยากมาก ยากมาก ยากมาก ยากมาก ยากมาก ยากมาก 

โจทย์เซอร์ไพส์ 
แนวโอลิมปิก 

2 1 1 2 – – 

รวม 24.5 ข้อ 28 ข้อ 25 ข้อ 24 ข้อ 26 ข้อ 25 ข้อ 

ข้อสอบทั้งหมด 50 ข้อ 45 ข้อ 

หมายเหตุ 

ช้อย 25 ข้อ 
ข้อละ 5 คะแนน 

 
เติมคํา 25 ข้อ 
ข้อละ 7 คะแนน 

ช้อย 30 ข้อ 
ข้อละ 6 คะแนน 

 
เติมคํา 15 ข้อ 
ข้อละ 8 คะแนน 
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สรุปภาพรวม “โจทยปญญาเชาวน”  
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

 

 
 
1. โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวลําดับ – ฟังก์ชัน สองตัวแปร 
 
2. โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวเติมตัวเลขในตารางเก้าช่อง 
 
3. โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวผลรวมตัวเลขในตาราง 
 
4. โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนว Sudoku 
 
5. โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนว Alphabetic Problem  
 
6. โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวทฤษฎีจํานวน 
 
7. โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวตรรกศาสตร์ ผมไม่ได้พูดโกหก VS นั่งติดกับคนโน้น ตรงข้ามคนนี้ 
 
8. โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวโอเปอร์เรชั่นของระบบจํานวนจริง 
 
 

4.28% 

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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 โจทย์แนว โอลิมปิก ทฤษฎีจํานวน แบบ..................................... 
 
 SiGo–Pb1.1 (PAT1’มี.ค.58)  
    กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนเต็ม 
    ที่สอดคล้องกับ a2 + b2 + 9 = 2(2a - b + 2) 
 
 
 
      พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) a < b 
 
 
 
  (ข) (2a - b)n = (a + 3b2)n สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  
 
      ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก     
  2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 
 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก     
  4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 แนวคิด & เทคนิค 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tips จากครู Sup’k 



 

 โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 _________________________________________คณิตศาสตร์ (61) 

โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนว ลําดับ-ฟังก์ชัน สองตัวแปร  
        
  NichTor-Pb1.1 (แนว PAT1’ธ.ค.54)  
  กําหนด a(n, m) เป็นจํานวนเต็มบวก ทุกๆ n = 1, 2, 3, 4 , m = 1, 2, 3, ..., n 
  และ a(n, m) = a(n, m - 1) + a(n - 1, m - 1) 

เมื่อ n = 2, 3, 4 และ m = 2, 3, ..., n 
  ถ้า a(1, 1) = 10, a(2, 1) = 5 และ a(2, 3) = 18 
  จงหาค่าของ a(1, 2) ตอบ ..............................  
 
*NichTor-Pb1.2 (ดักแนวข้อสอบ PAT1)  
 กําหนด a(n, m) เป็นจํานวนเต็มบวก ทุกๆ n = 1, 2, 3, 4, m = 1, 2, 3, ..., n  
 และ a(n, m) = a(n, m - 1) + a(n - 1, m - 1)    เมื่อ n = 2, 3, 4 และ m = 2, 3, ..., n 
 ถ้า a(1, 1) = 10, a(2, 1) = 5 และ a(4, 1) = 4, a(4, 4) = 35 
 จงหาค่าของ a(3, 1) ตอบ .............................. 
 

NichTor-Pb1.3 (ดักแนวข้อสอบ PAT1)  สําหรับจํานวนเต็ม n, m ที่ไม่ติดลบ  
 นิยาม กําหนด a(n, m) ดังนี้ 
  (i) a(0, m) = m + 1     
  (ii) a(n + 1, 0) = a(n, 1) 
  (iii) a(n + 1, m + 1) = a(n, a(n + 1, m)) 
 จงหาค่าของ a(3, 0) ตอบ  .............................. 
 

Sigo–Pb1.3.2 (PAT1’พ.ย.57)  ให้  A = {0, 1, 2, ...}  
      กําหนดให้ a(n, m) ∈ A ทุก n, m ∈ A โดยที่ 
  (ก) a(n, 0) = n + 1    สําหรับทุก n ∈ A 
  (ข) a(0, m) = a(1, m - 1)   สําหรับทุก m ∈ A - {0} 
  (ค) a(n + 1, m + 1) = a(a(n, m + 1), m) สําหรับทุก n, m ∈ A 
 ถ้า x ∈ A และ a(x, 2) = 2557  แล้วค่าของ x เท่ากับเท่าใด  ตอบ  .............................. 
 

NaDate-Pb2.48 (PAT1’มี.ค.56) สําหรับ x, y ∈ {0, 1, 2, 3, ...}   
 กําหนดให้ F(x, y) เป็นจํานวนเต็มบวก โดยที่ 

  F(x, y) = 










≠≠

=+

≠=

0   y, 0  x  ,  1   y,  y)1,  F(xF
0    y,            1  x       

0   y, 0  x  ,          1)   yF(1,   

)( --

-
 

 ค่าของ F(1, 2) + F(3, 1) เท่ากับเท่าใด   ตอบ............................. 

Tips จากครู Sup’k 
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 โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวเติมตัวเลขในตารางเก้าช่อง  
 
 BRAN-Pb2.50 (PAT1’ต.ค.53) จากตารางที่กําหนดให้ มีช่องว่างทั้งหมด 9 ช่อง ดังรูป 
 

X
10 3

7

  
 ให้เติมจํานวนเต็มบวก ลงในช่องส่ีเหลี่ยมช่องละ 1 จํานวน 

โดยให้ผลบวกของจํานวนในแต่ละแถว ในแต่ละหลัก และในแต่ละแนวทแยงมุม มีค่าเท่ากัน 
 ถ้าเติมจํานวนเต็มบวก 3, 7, 10 ดังปรากฏในตาราง แล้วจํานวน x ในตาราง เท่ากับเท่าใด 
 แนวคิดเร็วๆ 
   
 ข้ันท่ี 1   ข้ันท่ี 2    

  

X
10 3

7

    

X
10 3

7

 
 
 ข้ันท่ี 3 (แถม) ข้ันท่ี 4 (แถม) ข้ันท่ี 5 (แถม) 

  
10 3

7

  
10 3

7

  
10 3

7

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tips จากครู Sup’k 
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 โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวผลรวมตัวเลขในตาราง 
SheLL2.46 (PAT1’ก.ค.53) ให้เติมจํานวนเต็มบวกลงในช่องส่ีเหลี่ยม  
 โดยให้ผลรวมของจํานวนในช่องส่ีเหลี่ยมสามช่องที่ติดกัน เท่ากับ 18 
 

   7    x    8   
   
 ค่าของ x เท่ากับเท่าใด ตอบ  .............................. 
 
SheLL2.47 (PAT1’ก.ค.53) จากตารางที่กําหนดให้ มีช่องว่าง 16 ช่อง ดังรูป 
   

1 5

x 13

แถว (ก)

แถว (ข)

หลัก (ค) หลัก (ง)

    
 ให้เติมจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, ..., 16 ลงในช่องส่ีเหลี่ยมช่องละ 1 จํานวน โดยให้ผลบวก 
 ของจํานวนในแต่ละแถว (แถว (ก) และ แถว (ข)) และแต่ละหลัก (หลัก (ค) และ หลัก (ง)) 
 มีค่าเท่าๆ กัน ถ้าเติมจํานวนเต็มบวก 1, 5, 13 ดังปรากฏในตารางแล้วจํานวน x ในตาราง 
 เท่ากับเท่าใด ตอบ  .............................. 
 
 โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนว Sudoku 
SheLL2.4 (PAT1’ก.ค.53) ให้เติมจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, 4, 5 ลงในช่องว่างของตาราง 5 × 5 ต่อไปนี้ 
   

5 4

1 3

5 3

2 3 1

x
    

 โดยที่แต่ละแถวต้องมีจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, 4 และ 5  
 และแต่ละหลักต้องมีจํานวนเต็มบวก 1, 2, 3, 4 และ 5 
 จงหาว่าจํานวน x ในตาราง เท่ากับเท่าใด ตอบ  .............................. 
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 โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนว Alphabetic Problem  
 
 BRAN-Pb1.24 (PAT1’ต.ค.53) พิจารณาการบวกของจํานวนต่อไปนี้ 
   A   B 
         C   D 
    E   F   G 
 
 เมื่อ A, B, C, D, E, F, G แทนเลขโดดที่แตกต่างกัน โดยที่ F = 0 
 และ {A, B, C, D, E, G} = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
 ถ้าจํานวนสองหลัก AB เป็นจํานวนเฉพาะ แล้ว A + B มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 4 2) 5 3) 7 4) 9 
 
 แนวคิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SupK-Pb2.28.2 (ดักแนว PAT 1) SupK-Pb2.28.3 (ดักแนว PAT 1)   
 ให้ ตัวอักษรภาษาอังกฤษแต่ละตัวที่แตกต่างกัน ให้ ตัวอักษรภาษาอังกฤษแต่ละตัวที่แตกต่างกัน 
 แทน เลขโดดที่แตกต่างกัน แทน เลขโดดที่แตกต่างกัน 
 จงหาตัวเลขมาเติมตัวอักษรอังกฤษต่อไปนี้ จงหาตัวเลขมาเติมตัวอักษรอังกฤษต่อไปนี้ 
 
  S   E    N    D F A T H E R 
        M O R E M O T H E R 
  M O N E Y P A R E N T   
 
 เมื่อตัวอักษร O ในข้อนี้ คือ เลขศูนย์ เมื่อตัวอักษร O ในข้อนี้ คือ เลขโดดใดๆ 

+ 

+ + 
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 โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวทฤษฎีจํานวน 
 
 BRAN-Pb2.43 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให้ a, b, c, d, e, f เป็นจํานวนเต็มบวก 
 ถ้าผลบวกของสองจํานวนที่แตกต่างกัน 
 ในเซต {a, b, c, d, e, f} มีทั้งหมด 15 จํานวน  
 โดยที่ a < b < c < d < e < f 
 คือ 37, 50, 67, 72, 80, 89, 95, 97,  
            102, 110, 112, 125, 132, 147 และ 155 
 แล้วค่าของ c + d เท่ากับเท่าใด ตอบ  .............................. 
 แนวคิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Happy–Pb 1.1 (PAT1’มี.ค.57) ถ้า a, b, c, d, e เป็นจํานวนเต็มบวก  
 โดยที่ 5a = 4b = 3c = 2d = e  
 และ a + 2b + 3c + 4d + 5e เป็นจํานวนเต็มบวกที่น้อยที่สุด  
 แล้วค่าของ a + 4b + 3c + 4d + e เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 52 2) 120 3) 262 4) 312 
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Happy–Pb 1.2 (PAT1’มี.ค.57) ตู้นิรภัยมีรหัสเปิดตู้เป็นจํานวน 10 หลัก คือ ABCDEFGHIJ  โดยที่ 
  (ก) A, B, C, D, E, F, G, H, I, J {0, 1, 2, ..., 9} 
   และ  A, B, C, D, E, F, G, H, I, J เป็นจํานวนที่แตกต่างกันทั้งหมด 
  (ข) A, B, C, D เป็นจํานวนค่ีที่เรียงติดกันและ A  B  C  D 
  (ค) E, F, G เป็นจํานวนคู่ที่เรียงติดกันและ E  F  G 
  (ง) H  I  J และ H + I + J = 15  
      ค่าของ C + F + I เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 10 2) 13 3) 15 4) 17 
 
Happy–Pb 1.3  (PAT1’เม.ย.57) สร้าง ABCDEF เป็นจํานวนเต็มบวก 6 หลัก  
โดยที่ A, B, C, d, E, F     {1, 2, 3, ..., 9} 
และสอดคล้องกับ A + B = 14 และ C - D  D - E  E - F  0 ได้ทั้งหมดก่ีจํานวน 
ตอบ .................................... 
 
Happy–Pb 1.4 (PAT1’เม.ย.57)  ให้ A เป็นเซตของ a2 + b2 + c2 + d2 โดยที่ a, b, c, d เป็นจํานวนเต็มบวก 
ที่สอดคล้องกับ 
 (ก) a = b + d 
 (ข) (a + b + c + d) = (a - c)d 
 (ค) 2 + cd = a(c - 1)  
 ถ้า M เป็นสมาชิกที่มีค่ามากที่สุดใน A  และ m เป็นสมาชิกที่มีค่าน้อยที่สุดใน A แล้ว M - m เท่ากับเท่าใด 
ตอบ .................................... 
 
 โจทย์ปัญหาเชาวน์  แนวทฤษฎีการหารลงตัว  
BRAN-Pb1.25 (PAT1’ต.ค.53) สําหรับ a และ b เป็นจํานวนเต็มบวกใดๆ 
 นิยาม a * b หมายถึง a = kb สําหรับบางจํานวนเต็มบวก k 
 ถ้า x, y และ z เป็นจํานวนเต็มบวกแล้ว ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1) ถ้า x * y และ y * z แล้ว (x + y) * z 
 2) ถ้า x * y และ x * z แล้ว x * (yz) 
 3) ถ้า x * y และ x * z แล้ว x * (y + z) 
 4) ถ้า x * y แล้ว y * x 
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 โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวตรรกศาสตร์ ผมไม่ได้พูดโกหก VS นั่งติดกับคนโน้น ตรงข้ามคนนี้ 
TF-PAT119 (B-PAT1’ต.ค.51) ในการจัดคน 5 คน ยืนเข้าแถวหน้ากระดาน พบว่า 
 - นาย ก ไม่ยืนข้างนาย ข 
 - นาย ค ยืนอยู่ริม 
 - นาย ง ยืนอยู่ข้างนาย จ และไม่ยืนอยู่กลางแถว 
 ข้อใดต่อไปนี้เป็นไปได้ 
 1) นาย ก ยืนข้างนาย ข  
 2) นาย จ ยืนอยู่ริมด้านหนึ่ง 
 3) นาย ก ยืนอยู่ตรงกลาง 
 4) นาย จ ยืนอยู่ตรงกลาง 
 
 
 
TF-PAT120 (B-PAT1’ต.ค.51) จากโจทย์ ข้อเมื่อก้ี ถ้านาย ข ยืนอยู่ริมด้านหนึ่งแล้ว ข้อใดต่อไปนี้ผิด 
 1) นาย ค ยืนติดนาย ก  2) นาย ก ยืนอยู่ตรงกลาง 
 3) นาย จ ยืนอยู่ตรงกลาง  4) นาย ง ยืนติดกับนาย ข 
 
 
 
TF-PAT123 (PAT1’มี.ค.52) ชาย 6 คน นาย ก, ข, ค, ง, จ และ ฉ ยืนเข้าแถวตอน ตามลําดับ  
โดยมีเง่ือนไขดังนี้ 
  นาย ฉ ไม่ยืนติดกับนาย ข 
   นาย ฉ ยืนอยู่ในลําดับก่อนนาย ก 
   นาย ก ยืนติดนาย ง 
   นาย จ ยืนอยู่ลําดับที่ 4 
  ถ้านาย ฉ ยืนติดและอยู่หลังนาย ค แล้ว คนที่มีโอกาสอยู่ในลําดับที่ 5 ได้แก่ ชายในข้อใดต่อไปนี้ 
 1) นาย ข 2) นาย ค 3) นาย ง 4) นาย ฉ 
 
 
 
TF-PAT124 (PAT1’มี.ค.52) จากเงื่อนไขในโจทย์ข้อที่แล้ว ข้อความใดต่อไปนี้จริง 
 1) นาย ง ยืนอยู่ในลําดับที่ 2  2) นาย ค ยืนอยู่ในลําดับที่ 3 
 3) นาย ง ยืนอยู่หลังนาย ข  4) นาย ข ยืนอยู่หลังนาย จ 
 
 

Tips จากครู  Sup’k 
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 โจทย์ปัญหาเชาวน์ แนวการโอเปอร์เรชั่นระบบจํานวนจริง  
 
 BRAN-Pb1.5 (PAT1’ต.ค.53) ให้ N แทนเซตของจํานวนนับ 
 กําหนดให้ a * b = b  a + สําหรับ a, b ∈ N 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. (a * b) * c = a * (b * c) สําหรับ a, b, c ∈ N 
  ข. a * (b + c) = (a * b) + (a * c) สําหรับ a, b, c ∈ N 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 
 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก  
 4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
 แนวคิดเร็วๆ 

 

  
 
 วิธีจริง  
 สําหรับ a, b ∈ N เรามีว่า a * b = b  a +  
 (ก) ผิด , (a * b) * c = ( b  a + ) * c = c  b  a ++  
   a * (b * c) = a * c  b +  = c  b  a ++  
  ∴ (a * b) * c ≠ a * (b * c) 
 (ข) ผิด ,      a * (b + c) = c  b  a ++    ,    a * b = b  a +    ,     a * c = c  a +  
  เพราะว่า c  b  a ++  ≠ b  a +  + c  a +  
  ∴ a * (b + c) ≠ (a * b) + (a * c) 
 ดังนั้น ทั้ง (ก) และ (ข) ผิดทั้งคู่ 
 

Tips จากครู Sup’k 

สูตรลัด จากครู Sup’k 
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BRAN-Pb1.20 (PAT1’ต.ค.53) ให้ N แทนเซตของจํานวนนับ, สําหรับ a, b ∈ N 
     a , a  b   b , a  b 
   aΘb =   a , a = b และ a∆b =  a , a = b  
     b , a < b   a , a < b 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ สําหรับ a, b, c ∈ N  
  ก. aΘb = bΘa 
  ข. aΘ(bΘc) = (aΘb)Θc 
  ค. a∆(bΘc) = (a∆b)Θ(a∆c) 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ถูก 1 ข้อ คือ ข้อ ก.   2) ถูก 2 ข้อ คือ ข้อ ก. และ ข.  
 3) ถูก 2 ข้อ คือ ข้อ ก. และ ค. 4) ถูกทั้ง 3 ข้อ คือ ข้อ ก., ข. และ ค. 
 
KAiOU-Pb1.24 (PAT1’มี.ค.53) ให้ N แทนเซตของจํานวนนับ  
 กําหนดให้ a * b = ab สําหรับ a, b ∈ N พิจารณาข้อความต่อไปนี้ สําหรับ a, b, c ∈ N 
  ก.  a * b = b * a 
  ข.  (a * b) * c = a * (b * c) 
  ค.  a * (b + c) = (a * b) + (a * c) 
  ง.  (a + b) * c = (a * c) + (b * c) 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ถูก 2 ข้อ คือ ข. และ ค.  2) ถูก 2 ข้อ คือ ค. และ ง. 
 3) ถูก 1 ข้อ คือ ค.   4) ก., ข., ค. และ ง. ผิดทุกข้อ 
 
SheLL2.49 (PAT1’ก.ค.53) ให้ a และ b เป็นจํานวนเต็มบวกใดๆ 
 กําหนดให้ a ⊗ b เป็นจํานวนจริงที่มีสมบัติต่อไปนี้ 
  ก. a ⊗ a = a + 4 ข. a ⊗ b = b ⊗ a ค. b  a

b)  (a  a
⊗

⊗ +  = b
 b a +  

 ค่าของ (8 ⊗ 5) ⊗ 100 เท่ากับเท่าใด  ตอบ  .............................. 
 
NaDate-Pb2.49 (PAT1’มี.ค.56)  สําหรับ x และ y เป็นจํานวนจริงบวกใดๆ 
 กําหนดให้  x * y เป็นจํานวนจริงบวก ที่มีสมบัติต่อไปนี้ 
  (1)  x * (xy) = (x * x)y 
  (2)  x * (1 * x)  = 1 * x 
  (3)  1 * 1 = 1 
 ค่าของ 2 * (5 * (5 * 6)) เท่ากับเท่าใด 
 ตอบ  .................................. 
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สรุปภาพรวม “เอกซโปเนนเชียล”  
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

 

 
 
1. โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวเลขยกกําลัง ม.2 
 
2. โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวเปรียบเทียบความมากน้อยเลขยกกําลัง ม.2 
 
3. โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวเลขยกกําลังกับรู้ด 
 
4. โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลัง แบบฐานติดตัวแปร 
 
5. โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลัง  
 
6. โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลังโอลิมปิก  
 
7. โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวสมการติดรู้ด 
 
 
 
 

4.46%

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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 โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวเลขยกกําลัง ม.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 FPAT-Pb2 (B-PAT1’ต.ค.51) ถ้า ab = 2 แล้ว 2b)(a

2b)(a2

2 -

+
 มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 1) 4 2) 8 3) 64 4) 256  
 แนวคิดเร็วๆ 
   ถ้า ab = 2 → วิธีลัด  ยกตัวอย่างไปเลย เช่น  a = 2 , b = 1 

   จะหา แล้ว 2b)(a

2b)(a2

2 -

+
 =  21)(2

21)(22

2 -

+

 
 =  2(1)

2(3)2

2
 =  1

92
2  

= 29-1 = 28 = 256 

  

 วิธีจริง จะหา 2b)(a

2b)(a2

2 -

+
 = 2(a + b)2 - (a - b)2  =  2(a2 + 2ab + b2) - (a2 - 2ab + b2)  

    =  2a2 + 2ab + b2 - a2 + 2ab - b2 = 24 ⋅ ab = 24 ⋅ 2 = 28 = 256 ตอบ 
 
QET-G-Pb26.1 ถ้า a = 1 - 2n และ x = 1 - 2-n โดยที่ a และ n เป็นค่าคงตัว จงหา x 
 1) a  1

a  2
-
-  2) a  1

2  a
-
-  3) a  1

a
-  4) 1  a

a
-  

 

QET-G-Pb23.2 จงหารูปอย่างง่ายของ 
3

43
2

ba
ba

  

−












⋅ -
-  ÷ 

5

23
1

ba
ba

  

  











⋅
⋅

-
-  

 1) 5a
1  2) 9a

1
-  3) 7b

1  4) 12b
1  

 

QET-G-Pb23.3 จงหา 1n
3n

3
2

--
+

 × 1n
2n

5
3

--
- +

 × 2nn
1nn

2   4 2  3
2  2

-
-

-
-

××
 × 1n

2n

5
2

+

+-
 

 1) 4  
 2) 864  
 3) 870   
 4) ไม่มีข้อถูก  

สูตร 2.2 (a ⋅ b)n = an ⋅ bn 

 
n

b
a 






  = n
n

b
a  

 amn = a(mn) 

สูตร 2.3 
 

สูตร 2.1 am × an = am+n 

n
am

 = am-n = mna
1
-  เมื่อ a ≠ 0 

(am)n = am⋅n = (an)m 

Tips จากครู Sup’k 
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 โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวเปรียบเทียบความมากน้อยเลขยกกําลัง ม.2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 NaDate-Pb1.25 (PAT1’มี.ค.56) กําหนดให้ A = 3 57 , B = 3 75  , C = 3 75    
 และ D = 3 57

 
ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 

 1) D > C > A > B  
 2) A > C > B > D 
 3) A > B > D > C   
 4) C > A > D > B 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
VetaNaDate-Pb1.25 (โจทย์ต่างประเทศ) ให้  A = 3 10  , B = 5  , C = 3 28     
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) A < B < C   2) A < C < B 
 3) B < A < C   4) B < C < A 
 5) C < A < B 

สูตร I เมื่อ 1 < ฐาน 
 เจอ 3.5x  < 3.5y 
  
   ∴  x < y  

สูตร II เมื่อ 0 < ฐาน < 1 
 เจอ 0.21x  < 0.21y 
 
  ∴  x  > y 

สูตร III เมื่อ 1 < ฐาน 
    เจอ log7.8 x < log7.8 y 
 
  ∴       x < y 

สูตร IV เมื่อ 0 < ฐาน < 1 
    เจอ  log0.42 x < og0.42 y 
 
    ∴      x > y 
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โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล : แนวเลขยกกําลังกับรู้ด  
 

   พิสูจน ii) m n a  = m
1

n
1
)(a  = m

1
n
1   

a
⋅

 = mn
1
  a ⋅  = mn a  

 

    iii) n ma  = n
m

a  = kn
km

  
  

a ⋅
⋅

 = kn km    a⋅ ⋅  
 
 
    

   พิสูจน  i) n a n b =  n
1

a  ⋅  n
1

b  =    n
1

b)(a ⋅ = n ba   ⋅  
 

    ii) n b

n a  = 
n
1
n
1

b

a  = n
1

b
a 




  = n

b
a  

    
 
  
 ตัวอย่างท่ี 5.2.1 จงหารูปอย่างง่ายของ  

 i) aa  = 2
1

aa   ⋅  = 2
11 aa   ⋅  = 2

11
a
+

 = 2
3

a  = 2
1

2
3
)(a  = 2

1
2
3   

a
⋅

 = 4
3

a  

 ii) aaa  = 4
3

aa   ⋅  = 4
31 aa   ⋅  = 4

31
a
+

 = 4
7

a  = 2
1

4
7
)(a  = 2

1
4
7   

a
⋅

 = 8
7

a  

 iii) aaaa  = 8
7

aa   ⋅  = 8
71 aa   ⋅  = 8

71
a
+

 = 8
15

a  = 2
1

8
15

)(a  = 2
1

8
15   

a
⋅

 = 16
15

a  

  
 ตัวอย่างท่ี 5.2.2 จงหารูปอย่างง่ายของ 3 54 6aa   ⋅   ตอบ......................... 
 แนวคิด 

 
3 54 6aa   ⋅  = 

3 5
14 (6a)a   ⋅  = 

3
5
1

5
14 a6a     ⋅⋅  = 

3
5
145

1
aa6     ⋅⋅  = 

3
5
145

1
a6    

+
⋅   

 
 
 

 = 
3

5
21

5
1

66   ⋅  = 3
1

5
21

5
1

)a(6   ⋅  = 3
1

5
1
}{6  ⋅ 3

1
5
21

][6  = 3
1

5
1   

6
⋅

 ⋅ 3
1

5
21   

a
⋅

 = 15
1

6  ⋅ 15
21

a  = 15 16  ⋅ 15 21a  
 

 สูตร 5.1  

i) n
m

a  = ( n a )m = n ma  

ii) m n a  = mn a  

iii) n ma  = nk mka  

สูตร 5.2  
i) n a n b  = n ab  

ii) n b

n a  = n
b
a  
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 โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลัง แบบฐานติดตัวแปร 
 
 BRAN-Pb2.29 (PAT1’ต.ค.53) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง  
  และให้ C = {x ∈ R | (3x2 - 11x + 7)(3x2+4x+1) = 1}  
  จํานวนสมาชิกของเซต C เท่ากับเท่าใด ตอบ  ................. 
  วิธีลัด 
 
 
 
 
 
 
 วิธีจริง 
  พิจารณาสมการ    (3x2 - 11x + 7)(3x2 +4x+1) = 1 ออกเป็น 2 กรณี 
 
  กรณีท่ี 1  เมื่อ 3x2 - 11x + 7  0 
 จะได้ log(3x2 - 11x + 7)(3x2 +4x+1) = 0          
               (3x2 + 4x + 1)log(3x2 - 11x + 7) = 0  
  ฉะนั้น 3x2 + 4x + 1 = 0 หรือ  log(3x2 - 11x + 7) = 0 
 (3x + 1)(x + 1) = 0     หรือ  3x2 - 11x + 7 = 1      
                            x = - 3

1 , -1        หรือ        (3x - 2)(x - 3) = 0 

                            x = - 3
1 , -1       หรือ   x = 3

2 , 3  
        
       กรณีท่ี 2  เมื่อ  3x2 - 11x + 7 < 0 
       เป็นไปได้ทางเดียว  คือ   3x2 - 11x + 7 = -1 และ 3x2 + 4x + 1 เป็นเลขคู่ 
                                           3x2 - 11x + 8 = 0  
                                          (3x - 8)(x - 1) = 0 

                                                x = 3
8 , -1                  

 ถ้า x = 3
8

 
จะได้  3x2 + 4x + 1 = 3⋅ 9

64  + 4⋅ 3
8  + 1 = 33 

  ถ้า x = 1 จะได้  3x2 + 4x + 1 = 3 + 4 + 1 = 8  
 ในกรณีนี้ จึงได้ x = 1 เท่านั้น 

 รวมท้ัง  2  กรณี  จะได้ C = 






 3 1,,3

2 ,3
1 1,   --  

    ∴  จํานวนสมาชิกของเซต C มีค่าเท่ากับ 5 
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Sup’k-Pb2.29.1 (ดักแนว PAT1) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง 
และให้ C = {x ∈ R | (x – 3)x2 – 8x +15 = 1}   จํานวนสมาชิกของเซต C เท่ากับเท่าใด 
ตอบ ............................... 
 
 
 
 
 
Sup’k-Pb2.29.2 (ดักแนว PAT1) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง  

และให้ C = 
















= +
+

∈ xlog 53
5xlog

10  x  R  x
   

 จงหา n(C) ตอบ  .............................. 

 
 
 
 
 
FPAT-Pb14 (PAT1’ก.ค.52) ให้ x และ y เป็นจํานวนจริงท่ี x, y > 0 ซึ่งสอดคล้องกับ xy = yx และ y = 5x   
จงหาว่าค่าของ x อยู่ในช่วงใด 

 1) [0, 1)   2) [1, 2)  
 3) [3, 4)   4) [5, 6)  
 
 
 
Sigo-Pb15.1 (PAT1’พ.ย.57)  ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง โดยที่ a > 0 และ b > 1 
      ถ้า ab = ba และ b = ab3a แล้ว 20a + 14b เท่ากับเท่าใด 
 
ตอบ  .............................. 
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 โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลัง  
 

สูตร 5.1   ax = ay  → x = y    เมื่อ a ≠ -1, 0, 1 
สูตร 5.2   ax = bx  → x = 0    เมื่อ a, b ≠ -1, 0, 1  

 

พิสูจน์ สูตร 5.2  จาก ax = bx → x
x

b
a  = 1 → 

x
b
a 




  = 1 →  ∴  x = 0จบ  

  
 
 Happy–Pb 2.1  (PAT1’มี.ค.57) กําหนดให้ A เป็นเซตของจํานวนจริง x [0, 2 ) ท้ังหมดท่ีสอดคล้องกับ
สมการ 

  21+3sin x - 5 ⋅ 22sin x + 22+sin x = 1 
      จํานวนสมาชิกของเซต A เท่ากับเท่าใด 
 ตอบ ................................... 
 แนวคิด          21+3sin x - 5 ⋅ 22sin x + 22+sin x  = 1 
                  2(2sin x)3 - 5(2sin x)2 + 4(2sin x)  = 1  
                  2(2sin x)3 - 5(2sin x)2 + 4(2sin x) - 1  = 0  
                  (2sin x - 1)(2(2sin x)2 - 3(2sin x) + 1)  = 0  
                  (2sin x - 1)(2sin x - 1)(2(2sin x) - 1)  = 0  

                                                    2 sin x = 1, 2
1  

  ถ้า 2 sin x = 1 จะได้ sin x = 0 แต่  x [0, 2 ) ดังนั้น x = 0,  

 ถ้า 2 sin x = 2
1  จะได้ sin x = -1 แต่ x [0, 2 ) ดังนั้น x = 2

3π  

  เซตคําตอบของสมการ  A = 






 ππ 2

3  0, ,   

      ดังนั้น จํานวนสมาชิกของเซต A เท่ากับ 3 ตัว   ตอบ 

 
 *NichTor–Pb2.1 (ดักแนว PAT1) ถ้า θ เป็นมุมซึ่ง 180° < θ < 270° ท่ีสอดคล้องกับ 

    3(2sinθ)
θ








2cos
27
8  = 2(3sinθ) 

 แล้ว sin 3θ เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ ตอบ  .............................. 
 วิธีทํา 
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 NichTor–Pb2.2 (แนวข้อสอบ PAT1’ธ.ค.54) ถ้า θ เป็นมุมซึ่ง 180° < θ < 270°  

 ท่ีสอดคล้องกับ 3(2sinθ)
θ








2cos
9
4  = 2(3sinθ) 

 แล้ว 3 tan2 θ - 2 sin 3 θ เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 1 2) 3 3) 7 4) 11 
 
 NichTor–Pb2.2 ตอบ 2)  3 

  3(2sinθ)
θ








2cos
9
4  = 2(3sinθ) 

  
θ






 ins
3
2 θ








22cos
3
2  = 3

2  

  
θθ +








22cos  sin
3
2  = 3

2
 

  
θθ +








22cos  sin
3
2

 
=
 

1
3
2 




  

 จะได้ sin θ + 2 cos2 θ = 1 
  sin θ + 2(1 - sin2 θ) = 1 
  -2 sin2 θ + sin θ + 1 = 0 
  2 sin2 θ - sin θ - 1 = 0 
  (sin θ - 1)(2 sin θ + 1) = 0 
  sin θ = 1, - 2

1  

 เพราะว่า 180° < θ < 270°  ฉะนั้น sin θ = - 2
1   ทําให้ θ = 210° 

 ∴ 3 tan2 θ - 2 sin 3θ = 3 tan2 210° - 2 sin 630° 

   = 3 tan2 6
7π  - 2 ⋅ sin 2

7π  

   = 3 tan2 




 + ππ 6  

 
- 2 ⋅ sin 2

7π  

    ยุบมุมด้วยตรีโกณในวงกลม 
   = 3 tan2 





 π
6  - 2 ⋅ sin 2

7π  

   = 3
2

3
1 







  - 2(-1) 

   = 1 + 2 
   = 3  ตอบ 
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FPAT-Pb1 (B-PAT1’ต.ค.51) ถ้า 6a+b = 36 และ 5a+2b = 125 แล้วค่าของ a มีค่าเท่าใด 
 1) 1 2) 1.5 3) 2 4) 2.5 
 
FPAT-Pb3 (PAT1’มี.ค.52) ถ้า 4x–y = 128 และ 32x+y = 81 แล้วค่าของ y เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) -2  2) –1 3) 1 4) 2 
 
SheLL1.11 (PAT1’ก.ค.53) ถ้า A เป็นเซตคําตอบของสมการ 32x+2 – 28(3x) + 3 = 0 และ B เป็นเซต
คําตอบของสมการ log x + log (x – 1) = log (x + 3) แล้วผลบวกของสมาชิกทั้งหมดในเซต AU B เท่ากับ
ข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 1 2) 2 3) 3 4) 4 
 
Happy–Pb 2.1.2 (สามัญ’57) จงหาคําตอบของสมการ  2x ⋅ 2x+1 ⋅ 2x+2 = 4x + 4x+1 + 4x+2 
ตอบ  .............................. 
 
AVATAR-Pb5.1 (แนวสอบตรงแพทย์ กสพท) กําหนด 22x2 + 2x2+2x+2 – 24x+5 = 0  
จงหาว่า x2 - 2x  เท่ากับเท่าใด     ตอบ  .............................. 
 
KMK-Pb1.8 (PAT1’ต.ค.52) ถ้า x > 0 และ 8x + 8 = 4x + 2x+3 แล้วค่าของ x อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1) [0, 1) 2) [1, 2) 3) [2, 3) 4) [3, 4) 
 

*KAiOU-Pb1.12 (PAT1’มี.ค.53) ถ้าสมการ 
x

4
1 




  + 

1x
2
1 −





  + a = 0 มีคําตอบเป็นจํานวนจริงบวก แล้ว

ค่าของ a ที่เป็นไปได้อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1) (-∞, -3) 2) (-3, 0) 3) (0, 1) 4) (1, 3) 
 
 โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวสมการเลขยกกําลังโอลิมปิก  

*FPAT-Pb4 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดสมการ 
x

25
4 




  + 

x
25
9 




  = 1 จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

ก. ถ้า a เป็นคําตอบของสมการ แล้ว a > 1   ข. ถ้าสมการมีคําตอบ แล้วคําตอบจะมีเพียงคําตอบเดียว 
 ข้อใดต่อไปนีถู้ก 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
*NaDate-Pb2.27 (PAT1’มี.ค.56) ถ้า x และ y เป็นจํานวนจริงบวกที่สอดคล้องกับสมการ 
5(x-2A)2yA = (16)64 เมื่อ A = xlog 

ylog   แล้วค่าของ x + y เท่ากับเท่าใด ตอบ ...................................... 
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 โจทย์เอกซ์โปเนนเชียล แนวสมการติดรู้ด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 *NaDate-Pb 2.30 (PAT1’มี.ค.56) กําหนดให้ A แทนเซตคําตอบของสมการ 

 )14xx(1 2
5 --+  + 















+

+

14xx2
x4x5

2

2

5 --

-

 = 126 
 ผลบวกของสมาชิกในเซต A ทั้งหมดเท่ากับเท่าใด 
 ตอบ ...................................... 
 
 วิธีลัด  (ฟังครู Sup’k สอนสดในหอประชุม Brand’s นะครับ) 
 
 
 
 
 
 
 
 วิธีจริง 
 ข้ันท่ี 1  

  ก่อนอ่ืนสังเกตว่า 
1 4x  x  2

 x 4x  5
2

2

--
-

+

+  = 
)1   4x x  )(21   4x x  (2

)1   4x x  2)(x   4x (5
22

22

-----
----

+

+

 

   
 = 

)1   4x (x  4
)1   4x x  2)(x   4x (5

2
22

---
----+  

   
 = 2 - 1   4x x2 --  

 

Sup’k ระวัง  
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 ข้ันท่ี 2 จากนั้นเพ่ือความสะดวกให้  y = 1   4x x2 --  (ฉะนั้น  y ≥ 0) 

 ข้ันท่ี 3 แก้สมการ 








+ 14xx1 2  
5

--
 + 















+

+

14xx2
x4x5

2

2

5 --

-

 = 126 

  








+ 14xx1 2  
5

--
 + 







 14xx2 2  

5
---

 
= 126 

  51+y + 52-y = 126  
  5y ⋅ (51+y + 52-y) = 126 ⋅ 5y 
  5(52y) + 25 = 126 ⋅ 5y 
  5(52y) - 126 ⋅ 5y + 25 = 0 
  (5 ⋅ 5y - 1)(5y - 25) = 0 
  5y = 5

1 , 25 

  5y = 5-1, 52 
  y = -1, 2 
  แต่ y ≥ 0 จึงได้ y = 2 เท่านั้น 
 

 ข้ันท่ี 4 ทําให้ y  =  1   4x x2 --  = 2 
ยกกําลังสองทั้งสองข้าง 

  x2 - 4x - 1 = 4 
  x2 - 4x - 5 = 0 
  (x - 5)(x + 1) = 0 
  x = 5, -1 
  จะได้ เซตคําตอบ A = {-1, 5} 
  ∴  ผลบวกของสมาชิกใน A ทั้งหมด = -1 + 5 = 4  ตอบ 
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BRAN-Pb2.27 (PAT1’ต.ค.53) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง 

ถ้า A = {x ∈ R | 2x2 – 2x + 9 – 2 3  x  x2 +-  = 15}  
แล้วผลบวกของกําลังสองของสมาชิกในเซต A เท่ากับเท่าใด  
ตอบ  .............................. 
 
 
 
 
KAiOU-Pb2.2 (PAT1’มี.ค.53) ถ้า S = {x ∈ R | 1  3x +  + 1  x -  = 1  7x + } 
เมื่อ R แทนเซตของจํานวนจริง แล้วผลบวกของสมาชิกใน S เท่ากับเท่าใด  
ตอบ  .............................. 
 
 
 
 
 
SheLL2.27 (PAT1’ก.ค.53) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง  
ถ้า S = {x ∈ R | 1  x +  + 1  3x -  = 1  7x - } 
และ T = {y ∈ R | y = 3x + 1, x ∈ S} แล้วผลบวกของสมาชิกใน T เท่ากับเท่าใด  
ตอบ  .............................. 
 
 
 
Happy–Pb2.2 (PAT1’มี.ค.57) ถ้า x เป็นจํานวนจริงที่มากที่สุดที่เป็นคําตอบของสมการ 

  2x  3x  14 -+  - 
2x  5x  9 -+  = 1 

แล้วค่าของ 12
21

2x  3x
9x  12x  4
--

--
-

- +  เท่ากับเท่าใด 

ตอบ  .............................. 
 
Sigo–Pb2.3 (PAT1’พ.ย.57) ให้ S แทนเซตคําตอบของสมการ 

                3  x 2 +  - 6  x 2 −  + 4 2 x 4 −  = 10 - 3x  
      ถ้าผลบวกของสมาชิกทั้งหมดใน S มีค่าเท่ากับ b

a  
     เมื่อ a และ b เป็นจํานวนเต็มบวก ซึ่ง ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ 1 
      แล้ว a + b เท่ากับเท่าใด 
ตอบ  .............................. 
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สรุปภาพรวม “log ลอการิทึม” 
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

  

 
 
1. โจทย์ลอการิทึม แนวสูตรพ้ืนฐาน log 
 
2. โจทย์ลอการิทึม แนวแก้สมการ log  
 
3. โจทย์ลอการิทึม แนวแก้อสมการ log  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 4.28% 

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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สูตรของ log 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

สูตร 10.1!   loga x + loga y = loga x ⋅ y 
สูตร 10.2!   logz x - loga y = loga y

x  

สูตร 10.5!  logan xm = n
m

 ⋅ loga x 

สูตร 10.6!    loga x
1  = -loga x 

สูตร 10.7!    loga xn  = loga1/n x 

สูตร10.8!  logb a = b log
a og

c
cl  

   
สูตร10.9!  loga x = a log

1
x

  

สูตร10.10! xblogablog   a  x =  
    เอ็กซ์กําลังล๊อก a นั้นยากอยู่ 

 ฝากหัวใจให้กันเอาไว้ก่อน 
เปลี่ยนสูตรโดยสลับ  x และ a 

 ที่เราจะต้องห่างเหินไป 

สูตร 10.12!   log 2 = 1 – log 5 
 อาจจะมีบางคราว เราพบใครใหม่ 

 
สูตร 10.13! และ log 5 ก็ = 1 – log 2 

 เกิดหว่ันไหว ไปตามประสาคนไกล

ตัวอย่าง 10.1 
 จํา log 2 ≈ 0.30103 
 log 4 = log 22 = 2 ⋅ (log 2) ≈ 2 ⋅ (0.30103) = 0.60206 
 log 5 = 1 – log 2 ≈ 1 – 0.30103 = 0.69897 
 log 8 = log 23 = 3 ⋅ (log 2) ≈ 3 ⋅ (0.30103) = 0.90309 

 จํา log 1 = 0 
 จํา log 7 ≈ 0.84509 
 log 10 = log10 10 = 1 

ตัวอย่าง 10.3 
 จํา log 3 ≈ 0.4771 
 log 6 = log (2 × 3) = log 2 + log 3 ≈ 0.30103 + 0.4771 = 0.77813 
 log 9 = log 32 = 2 ⋅ (log 3) ≈ 2 ⋅ (0.4771) = 0.9542 

ระวัง 10.1!  log (x + y) ≠ log x + log y 
ระวัง 10.2!  log (x - y) ≠ log x - log y 
ระวัง 10.3!   (x ± y)n ≠ xn ± yn  

สูตร 10.3!   loga a = 1 
สูตร 10.4!   loga 1 = 0 

log10 x = log x  
logex = x nl  

e ≈ 2.7182 

ตัวอย่าง 10.5 จงหาค่าของ log3 15  + log3 12 + log3 5 – log3 9 
วิธีทํา = log3 





 ××

9
5  2  15  = log3 100 = log3 102 = 2 ⋅ (log3 10) 

 = 2 ⋅ 










3 log
1
10

  = 2 ⋅ 








3log 
1  ≈ 2 ⋅ 






0.4771

1  

สูตร 10.11!   blogb a = a 
     ต่อด้วยสูตร ฐาน log และ expo 

 เผ่ือว่าเราลําบากอยู่หนใด 
     เหมือนกันให้เอาหลัง log มาตอบ 

 หัวใจก็ยังมีคนดูแล 

loga x 
เง่ือนไข : หลัง log > 0  
ฐาน log > 0 และ ≠ 1   
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โจทย์ลอการิทึม แนวสูตรพ้ืนฐาน 
 
 BRAN-Pb2.35 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให้ a, b, c และ d เป็นจํานวนจริงที่มากกว่า 1  
  ถ้า (logb a)(logd c) = 1  
  แล้วจงหาค่าของ a(logb c-1)b(logc d-1)c(logd a-1)d(loga b-1) ตอบ .............. 
  วิธีเร็วๆ 
  ถ้า (logb a)(logd c) = 1  
  จะหาค่าของ a(logb c-1)b(logc d-1)c(logd a-1)d(loga b-1) 
 
 
 
 
 
 
 
  วิธีจริง 
  BRAN-Pb2.35 ตอบ 1 
  เพราะว่า  (logb a)(logd c) = 1 
 
   blog 

a log
 ⋅ dlog 

c log  = 1 

   
  จะได้   (logd a)(logb c) = 1 
 
 
 

  ฉะนั้น logb c = a log
1
d

 = loga d    , logc d = c log
1
d

 = logb a 

 logd a = c log
1
b

 = logc b , loga b = a log
1
b

 = logd c 

 ∴  a(logb c-1)b(logc d-1)c(logd a-1)d(loga b-1) = abcd
d  c  b  a b aloga dlogd clogc blog ⋅⋅⋅  

  = abcd
d  c  b  a c dlogb cloga blogd alog ⋅⋅⋅  

  = abcd
c  b  a  d ⋅⋅⋅  = 1 

 
 

สูตร 10.8!    logb a = blog 
a log  

สูตร 10.9!    loga x = a log
1
x

 

สูตร 10.11!    blogb a = a 
     ต่อด้วยสูตร ฐาน log และ expo 

 เผ่ือว่าเราลําบากอยู่หนใด 
     เหมือนกันให้เอา............................... 

 หัวใจก็ยังมีคนดูแล 

สูตร 10.3!   logm m = 1 
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โจทย์เพิ่มเติมลอการิทึม แนวสูตรพ้ืนฐาน 
SheLL1.14 (PAT1’ก.ค.53) ให้ x เป็นจํานวนจริงบวกที่สอดคล้องกับสมการ 35x ⋅ 9x2 = 27  

และ y = 7)5)(log3)(log(log
7)5)(log3)(log(log

864
642  จงหาค่าของ xy เท่ากับข้อใด 

 1) - 8
1    

 2) 8
1   

 3) -27    
 4) 27 
 
FPAT-Pb9 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดให้ a, b, c, d เป็นจํานวนจริงที่มากกว่า 1 โดยที่ loga d = 30, logb d = 50 
และ logabc d = 15  จงหาว่าค่าของ logc d เท่ากับเท่าใด 
 1) 75    
 2) 120  
 3) 150    
 4) 180 
 
FPAT-Pb8 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ m และ n เป็นจํานวนเต็มบวก ถ้า m ⋅ log50 5 + n ⋅ log50 2 = 1  
แล้ว m + n เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 2    
 2) 3  
 3) 4    
 4) 6 
 
KAiOU-Pb1.10 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให้ x และ y เป็นจํานวนจริงบวก และ y ≠ 1  
ถ้า logy 2x = a และ   2y = b แล้ว x มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 2
1  (log2 b)a 2) 2(log2 b)a 3) 2

a  (log2 b) 4) 2a(log2 b) 
 
FPAT-Pb7 (B-PAT1’ต.ค.51) ถ้า 4(log a)2 + 9(log b)2 = 12(log a)(log b) แล้วข้อใดต่อไปนีถู้ก 
 1) b2 = a 2)  a2 = b 3) a3 = b2 4) a2 = b3 

 
โจทย์ลอการิทึม แนวสูตรพ้ืนฐาน VS ผลบวกราก, ผลคูณราก 
BRAN-Pb1.10 (PAT1’ต.ค.53) ถ้า a, b และ c เป็นรากของสมการ x3 + kx2 - 18x + 2 = 0 แล้วจงหา  

log27 




 ++ c1  b

1  a
1  เมื่อ k เป็นจํานวนจริง 

 1) 9
1  2) 3

1  3) 3
2  4) 1 
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โจทย์ลอการิทึม แนวแก้สมการ log  
 
 
 
 
 
  
 Happy–Pb 3.1 (PAT1’เม.ย.57)  ให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ 
              log2(x + 7)2 + 4log4(x - 3) = 3log8(64x2 - 256x + 256)       

จงหาผลบวกของสมาชิกทุกตัวในเซต A 
 
  
 ตอบ   0005.00 
 
 
 
 
 
 แนวคิด 
              log2(x + 7)2 + 4log4(x - 3) = 3log8(64x2 - 256x + 256) 
    log2(x + 7)2 + 4 





 3)  (xlog2
1

2 -
 

= 3 




 2

2 16)  (8xlog3
1 -

 
  log2(x + 7)2 + 2log2(x - 3) = log2(8x + 16)2 
  log2(x + 7)2 + log2(x - 3)2 = log2(8x + 16)2 
  log2[(x + 7)(x - 3)]2 = log2(8x - 16)2 
     ฉะนั้น               [(x + 7)(x - 3)]2 = (8x - 16)2     
   (x2 + 4x - 21)2 - (8x - 16)2 = 0 
  จะได้ (x2 - 4x - 5)(x2 + 12x - 37) = 0 [a2 - b2 = (a - b)(a + b)] 
   (x + 1)(x - 5)(x2 + 12x - 37) = 0  
  ∴ (x + 1) = 0, (x - 5) = 0, (x2 + 12x - 37) = 0 

  ∴ x = -1 , x = 5 , x = 2
292 12 ±-  

 
 
 ตรวจคําตอบเงื่อนไขของ log  จะได้  ∴  x = 5    
    จะได้เซตคําตอบของสมการ A = {5}  
    ดังนั้น ผลบวกของสมาชิกทุกตัวใน A เท่ากับ 5  
 

สูตร I  
เจอ logm ♥ = logm � → .................... 

สูตร II  
เจอ log5 ♥ = 7 → .................... 

ข้อควรระวัง จากครู Sup’k 
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BRAN-Pb1.11 (PAT1’ต.ค.53) เซตคําตอบของสมการ x log2

3  – log27 x3 = 6 ตรงกับเซตคําตอบของ
 สมการในข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 

4
1log

3
1log

2
1log 3 2 29  244x  9x

1
+-

 = 0
   

 2) 2 log2 (x + 1) - log2 (x2 - 14x + 41) = 1 

 3) 5)  8x  x3
21( ++ -  + 5)  8x  x3

22( --−  = 28 
 4) log3x 3 + log27 3x + 3

4  = 0 
 ตอบ   ข้อ 1.   
 แนวคิด 

   เนื่องจาก  log27 x3 = 
27 log
x log

3

3
3

 
= 3

x 3log3
 
= log3 x 

  สมการ  x log2
3  – log27 x3 = 6  ที่ต้องการแก้ 

  จึงเปลี่ยนรูปเป็น (log3 x)2 - log3 x = 6  
  (log3 x)2 - log3 x - 6 = 0 
   (log3 x -3)(log3 x + 2) = 0 
   log3 x = 3, -2 
  x = 33, 3-2   → x  =  27, 9

1  

         ∴  เซตคําตอบ คือ 






 27 ,9
1 , ต่อไปดูว่าเซตคําตอบนี้ตรงกับเซตคําตอบในตัวเลือกใด 

   
 (1)  

4
1log

3
1log

2
1log 3 2 29  244x  9x

1
+-

 = 0 

   3
1log

2
1log 3 2 29  244x  9x

1
+-

 = 1 

   2
1log 3 2 29  244x  9x

1
+-  = 3

1  

                          3 2 29  244x  9x
1

+-  = 3
1

2
1 







 

 29  244x  9x
1

2
+-  

=
 2

1  

 9x2 - 244x + 27 = 0 
 (9x - 1)(x - 27) = 0   →  x  =

  9
1 , 27

                    เซตคําตอบของตัวเลือก 1. คือ 






 27 ,9
1  ตัวเลือก 1.  จึงเป็นคําตอบ 

      เพ่ือประโยชน์ของน้องๆ จะหาเซตคําตอบของตัวเลือกอื่นๆ ที่เหลือด้วย 
 



 
 
 

คณิตศาสตร์ (88)__________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

    
    (2)   2 log2 (x + 1) - log2 (x2 - 14x + 41)  = 1 (เง่ือนไข : หลัง log > 0 → ∴ x  -1) 
 log2 (x + 1)2 = log2 2 + log2 (x2 - 14x + 41) 
 log2 (x2 + 2x + 1) = log2 2(x2 - 14x + 41) 
 x2 + 2x + 1 = 2(x2 - 14x + 41) 
 x2 - 30x + 81 = 0 
 (x - 27)(x - 3) = 0    →  x  =  3, 27 
      เซตคําตอบของตัวเลือก 2. คือ {3, 27} 
       

       (3)      










+ 58xx1

3
2 --

 + 










− 58xx2

3
2 --

 = 28 

      เพ่ือความสะดวก ให้ y = 5  8x  x2 --  ฉะนั้น y ≥ 0  
       และได้ว่า               31+y + 32-y = 28 
 3 ⋅32y + 9 = 28 ⋅3y 

 3 ⋅32y - 28 ⋅3y + 9 = 0 
 (3 ⋅32y - 1)(3y - 9) = 0 
 3y = 3

1 , 9    → y  = -1, 2 

       จะได้ y = 2 เท่านั้น    ⇒ 5  8x  x2 --  = 2 
 x2 - 8x - 5 = 4 
 x2 - 8x - 9 = 0 
 (x - 9)(x + 1) = 0  →  x  =  9, -1 
       เซตคําตอบของตัวเลือก 3. คือ {-1, 9}  
 
       (4)                 log3x 3 + log27 3x + 3

4  = 0 

                          3x log
3 log

3
3

 
+ 27 log

3x log
3
3

 
+

 3
4  = 0 

                          3x log
1
3  

+ 3
3x log3

 
+

 3
4  = 0 

        (log3 3x)2 + 4(log3 3x) + 3 = 0 
        (log3 3x + 3)(log3 3x + 1) = 0 
        log3 3x = -3, -1 
                       3x = 27

1 , 3
1

 
⇒ x = 81

1 , 9
1   

       เซตคําตอบของตัวเลือก 4. คือ 








9
1 ,81

1  
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FPAT-Pb11 (PAT1’ก.ค.52) เซตคําตอบของสมการ log 2  (4 - x) = log2 (9 - 4x) + 1เป็นสับเซตของช่วงใด 

 1) [-9, -7) 2) [-7, -2) 3) [-2, 2) 4) [2, 7) 
 
NaDate-Pb2.29 (PAT1’มี.ค.56)  ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง 
 ถา  A = {x ∈ R | 3log  (x - 1) - 3 3 log  (x - 1) = 1} 

         B = {x ∈ R | 1  x +  + 1  x -  = 2} 
แล้วสามเท่าของผลคูณของสมาชิกในเซต AUB ทั้งหมดเท่ากับเท่าใด ตอบ........................... 
 
KMK-Pb2.10 (PAT1’ต.ค.52) รากที่มีค่าน้อยที่สุดของสมการ 2log(x–2) ⋅ 2log(x–3) = 2log 2 
มีค่าเท่าใด ตอบ........................... 
 
FPAT-Pb12 (PAT1’มี.ค.52) ผลบวกของคําตอบทั้งหมดของสมการ log3 x = 1 + logx 9 อยู่ในช่วงใด 
 1) [0, 4) 2) [4, 8) 3) [8, 12) 4) [12, 16) 
 
KMK-Pb2.9 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให้ logy x + 4 logx y = 4 แล้ว logy x3 เท่ากับเท่าใด 
ตอบ........................... 
 
Happy–Pb 3.2  (PAT1’มี.ค.57)  กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ 
    log3 (32x2+2x + 9) = x2 + x + 3log 

1  

 และให้ B = {x2 | x ∈ A}  
 ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดในเซต B เท่ากับเท่าใด ตอบ........................... 
 
Happy–Pb 3.3  (PAT1’เม.ย.57)   
 ให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ   log6(3 ⋅ 4x + 2 ⋅ 9x) = x + log6 5 

     และ B เป็นเซตคําตอบของสมการ x + 2x  1 -  = 1 + 2x 2x  1 -  
      จงหาจํานวนสมาชิกของ AUB ตอบ........................... 
 
Sigo–Pb 3.4  (PAT1’มี.ค.58) ให้ A แทนเซตของคู่อันดับ (x, y) ทั้งหมดที่สอดคล้องกับระบบสมการ 
                                              22x ylog

4
1  = 1 + 24x-1   

 9(22x) ylog
8
1  = 9 +  

      และ B = 



 ∈A   y)(x,  yx  

      ค่าน้อยสุดของสมาชิกในเซต B เท่ากับเท่าใด ตอบ........................... 
 
 
 

2
1
2

log y
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 โจทย์เพิ่มเติมลอการิทึม แนวแก้อสมการ log  
 
NaDate–Pb1.12 (PAT1’มี.ค.56) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง 

     ถ้า A เป็นเซตคําตอบของอสมการ logx 







1  x
2-  ≥ 1  

     แล้ว A เป็นสับเซตในข้อใดต่อไปนี้ 
 1) {x ∈ R | |x2 + 2x - 3| = 3 - 2x - x2} 
 2) {x ∈ R | |2x + 5| > 9} 
 3) {x ∈ R | 0 ≤ |x + 3| ≤ 5} 
 4) {x ∈ R | x3 > 3x2} 
 
 วิธีลัด  (ฟังครู Sup’k สอนสดในหอประชุม Brand’s นะครับ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 วิธีจริง 
      เง่ือนไข :  หลัง log > 0  

      ∴ จะได้  1  x
2
-  > 0 → x - 1 > 0 → x > 1 → ∴ x ∈ (1, ∞) .....(1)  

      ต่อไปแก้อสมการ, logx 







1  x
2-  ≥  1 

  1  x
2
-  

≥ 1  (เพราะ x > 1, ไม่ต้องกลับทิศอสมการ) 

                                              2 ≥ x(x - 1)  
                                              0 ≥ x2 - x - 2  
                                              0 ≥ (x - 2)(x + 1)  
      ∴  -1 ≤ x ≤ 2    

               ∴ x ∈ [-1, 2]          .....(2)  
  นํา (1)I (2) ; จะได้เซตคําตอบของอสมการ คือ (1, ∞)I [-1, 2]  
              คือ (1, 2]  
                             ∴   A = (1, 2]   
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  ต่อไปตรวจสอบตัวเลือก 
      ตัวเลือก 1.  |x2 + 2x - 3| = 3 - 2x - x2             
      จะได้   x2 + 2x - 3 ≤ 0 →  (x + 3)(x - 1) ≤ 0 → ∴ x ∈ [-3, 1]  
              ∴ A ⊄ [-3, 1]  
 
      ตัวเลือก 2.       |2x + 5| > 9              
      จะได้ 2x + 5 > 9 หรือ 2x + 5 < -9 
                        x > 2 หรือ x < -7       
             ∴  x ∈ (-∞, 7)U (2, ∞)       

 ∴  A ⊄ (-∞, 7)U (2, ∞)  
 
      ตัวเลือก 3.   0 ≤ |x + 3| ≤ 5                             
      จะได้         -5 ≤ x + 3 ≤ 5             
                         -8 ≤ x ≤ 2   
                              ∴   x ∈ [-8, 2]      
                              ∴   A ⊂ [-8, 2]          ∴  ตอบตัวเลือก 3. 
 
      ตัวเลือก 4. x3 > 3x2 
        จะได้    x2(x - 3) > 0 
 x - 3 > 0 
 x > 3 
                                 ∴   x ∈ (3, ∞)     
   ∴  A ⊄ (3, ∞) 
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 สรุปภาพรวม “ตรรกศาสตร” 
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

 

 
 
1. โจทย์ตรรกศาสตร์ แนวลําดับการทําแบบตรง VS ลําดับการทําแบบย้อนกลับ 
 
2. โจทย์ตรรกศาสตร์ แนวสมมูล VS สัจนิรันดร์  
 
3. โจทย์ตรรกศาสตร์ แนววลีบ่งปริมาณตัวแปรเดียว 
 
4. โจทย์ตรรกศาสตร์  แนววลีบ่งปริมาณสองตัวแปร 
 
5. โจทย์ตรรกศาสตร์  แนวสมเหตุสมผล 
 
6. โจทย์ตรรกศาสตร์  แนวอื่นๆ 
 
 
 
 
 
 

3.57% 

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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ทบทวนสูตรตรรกศาสตร์      
 
 นิเสธ                      และ                                         หรือ 
 

P    ∼P  P Q  P ∧ Q  P Q  P ∨ Q 
T ∼T ≡ F  T T  T ∧ T   ≡ T  T T  T ∨ T  ≡ T   
F ∼F ≡ T  T F  T ∧ F   ≡ F  T F  T ∨ F  ≡ T 

   F T  F ∧ T   ≡ F  F T  F ∨ T  ≡ T 
   F F  F ∧ F   ≡ F  F F  F ∨ F  ≡ F 

 
 
 
 ถ้า...แล้ว... ...ก็ต่อเมื่อ... 
 

P Q  P → Q P Q  P ↔ Q 
T T  T → T   ≡ T    T T  T ↔ T   ≡ T   
T F  T → F   ≡ F  T F  T ↔ F   ≡ F 
F T  F → T   ≡ T  F T  F ↔ T   ≡ F 
F F  F → F   ≡ T  F F  F ↔ F   ≡ T 

 
 
 

 ประพจน์ที่สมมูลกัน คือ ประพจน์สองประพจน์ที่มีค่าความจริงเหมือนกันทุกกรณี กรณีต่อกรณี 
 สมมูลใช้สัญลักษณ์ คือ ≡ 
 เช่น (p ∧ q) → r ≡ (p → r) ∨ (q → r) 

p q r   (p ∧ q) (p ∧ q) → r (p → r) (q → r) (p → r) ∨ (q → r) 
T T T  (T ∧ T) ≡ T T → T ≡ T  T T T   ∨   T   ≡   T 
T T F  (T ∧ T) ≡ T T → F ≡ F  F F F   ∨   F   ≡   F 
T F T  (T ∧ F) ≡ F F → T ≡ T  T T T   ∨   T   ≡   T 
T F F  (T ∧ F) ≡ F F → F ≡ T  F T F   ∨   T   ≡   T 
F T T  (F ∧ T) ≡ F F → T ≡ T  T T T   ∨   T   ≡   T 
F T F  (F ∧ T) ≡ F F → F ≡ T  T F T   ∨   F   ≡   T 
F F T  (F ∧ F) ≡ F F → T ≡ T  T T T   ∨   T   ≡   T 
F F F  (F ∧ F) ≡ F F → F ≡ T  T T T   ∨   T   ≡   T 
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โจทย์ตรรกศาสตร์ แนวพ้ืนฐาน ลําดับการทําแบบตรง 
 
  Happy–Pb 4.1 (PAT1’มี.ค.57)  กําหนดให้ a และ b  เป็นจํานวนจริง โดยที่ ab  0 
 

ให้ p แทนประพจน์ “ถ้า a < b แล้ว  a
1

  b
1 ” 

 
 
     q แทนประพจน์ “ ab  = a b ” 
 
 
 
    ประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1. (p → q) ∨ (q∧∼p)   2.   (∼q → ∼p) ∧ (∼q∨p)  
 
 
 
 
 
 3.   (p∧ ∼ q) ∧ (q→p)   4.   (∼p → q) → (p ∧ q)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

สูตร  
กฎการสลับที่ p ∧ q ≡ q ∧ p p ∨ q ≡ q ∨ p 
กฎการเปลี่ยนกลุ่ม (p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r) (p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r) 
กฎการคูณกระจาย  p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) 
กฎเดอร์มอนแกน  ∼(p ∧ q) ≡ ∼p ∨ ∼q ∼(p ∨ q) ≡ ∼p ∧ ∼q 
กฎนิเสธ  ∼(∼p) ≡ p 

หลัก I   ลําดับการทําแบบตรง  
ขั้นที่ 1  ทําในวงเล็บกอน 
ขั้นที่ 2  ทํา นิเสธ 
ขั้นที่ 3  ทํา ∧ , ∨ 
ขั้นที่ 4  ทํา → 
ขั้นที่ 5  ทํา ↔ 
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โจทย์ตรรกศาสตร์ แนวพ้ืนฐาน ลําดับการทําแบบย้อนกลับ 
 
 Happy–Pb 4.2 (PAT1’เม.ย.57) กําหนดให้  p, q, r, s  เป็นประพจน์ 
 
     โดยที่ p → (q ∧ r) มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 
 
 
 
    และ p ↔ (s ∨ t) มีค่าความจริงเป็นจริง 
 
 
 
 
 
     ข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1. (q ∧ s) → (p ∧ q)  2.  (s ∧ t) → ∼q 
 
 
 
 
 
 3.  (q ∨ s) ↔ p  4.  (p → r) → s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

หลัก II  ลําดับการทําแบบยอนกลับ 
ขั้นที่ 1  ทํา ↔ 
ขั้นที่ 2  ทํา → 
ขั้นที่ 3  ทํา ∧ , ∨ 
ขั้นที่ 4  ทํา นิเสธ 
ขั้นที่ 5  ทําในวงเล็บ  
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 โจทย์ตรรกศาสตร์ แนวสมมูล VS สัจนิรันดร์  
 
 BRAN-Pb1.1 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให้ A, B และ C เป็นประพจน์ใดๆ ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ถ้า A ↔ B มีค่าความจริงเป็นจริง แล้ว (B ∧ C) → (∼A → C) มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 2) ประพจน์ A → [(A ∧ B) ∨ (B ∨ C)] เป็นสัจนิรันดร์ 
 3) ประพจน์ [(A ∧ B) → C] → [(A → B) → (A → C)] เป็นสัจนิรันดร์ 
 4) ประพจน์ (A → C) ∧ (B → C) สมมูลกับประพจน์ (A ∧ B) → C 
 
 
 
 ตอบ  ข้อ 3) 
 แนวคิด  
  ช้อย ข้อ 3) ประพจน์ [(A ∧ B) → C] → [(A → B) → (A → C)] เป็นสัจนิรันดร์ 
  

C]B)  (A[ ∧ [(A               B) (A               C)]

T

F

 T) (T ∧ F

(๒)

(๑)

T

F

T

T

(๒)

T F

F (๓)(๓)

(๕) (๖) (๔) (๔)
(๗) (๗) (๗)

เกดิข้อขัดแยง้
เพราะวา่จากขั้นท่ี (๗)  

   (T ∧ T) → F 
  ≡  (T) → F 
  ≡  F ซึ่งไม่ตรงกับการแตกก่ิงในขั้นที่ (๒) 
   
 การเกิดข้อขัดแย้ง หมายถึง การจับเท็จ ไม่สําเร็จ 
 แสดงว่า ประพจน์ในข้อนี้ เป็นสัจนิรันดร ์
 
 

Tips สูตรลัด จากครู Sup’k 
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SheLL1.1 (PAT1’ก.ค.53) ให้ p, q, r และ s เป็นประพจน์  
ถ้าประพจน์ (p ∨ q) → (r ∨ s) มีค่าความจริงเป็นเท็จ  
และประพจน์ p ↔ r มีค่าความจริงเป็นจริง    ประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นจริง 
 1) (q → p) ∧ (q → r)  2)  q → [p ∨ (q ∧ ∼r)] 
 3) (p → s) ↔ (r ↔ q)  4)  (r ↔ s) ∧ [q → (p ∧ r)] 
 
Peach–Pb2.44 (แนวPAT1’ต.ค.55) จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
 ก. ถ้า p, q, r เป็นประพจน์ ซึ่ง p ⇒ (q ∧ r) มีค่าความจริงเป็นจริง 
  แล้วประพจน์ r ⇒ [(p ⇒ q) ∧ (p ⇒ r)] มีค่าความจริงเป็นจริง 
 
 ข. กําหนดให้ เอกภพสัมพัทธ์ คือ {x|x2 ≤ 2x + 3} 
  แล้ว ประพจน์ ∃x [3x + 6 = 33-x] มีค่าความจริงเป็นจริง 
 
 ข้อใดต่อไปนี้สรุปถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
KMK-Pb1.2 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ถ้า q ∧ r มีค่าความจริงเป็นจริง แล้ว p และ p ∨ [(q ∧ r) → p] มีค่าความจริงเหมือนกัน 
  ข. ถ้า p มีค่าความจริงเป็นเท็จ แล้ว r และ (p → q) ∧ r มีค่าความจริงเหมือนกัน 
 
 ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
FPAT-Pb17 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ p, q, r เป็นประพจน์ จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ประพจน์ p → (p → (q ∨ r)) สมมูลกับประพจน์ p → (q ∨ r) 
  ข. ประพจน์ p ∧ (q → r) สมมูลกับประพจน์ (q → p) ∨ ∼(p → ∼r) 
 ข้อใดต่อไปนีถู้ก 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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FPAT-Pb18 (B-PAT1’ต.ค.51) กําหนดให้ P, Q, R, S เป็นประพจน์ พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (i) ประพจน์ (∼P ∨ Q) → (R ∧ ∼S) สมมูลกับ (S ∨ ∼R) → (P ∧ ∼Q) 
  (ii) ประพจน์ (P ∨ R) ∧ [(P ∧ R) → (Q ∨ R ∨ ∼S)] เป็นสัจนิรันดร์ 
 ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ข้อ (i) ถูก และ ข้อ (ii) ถูก 2) ข้อ (i) ถูก และ ข้อ (ii) ผิด 
 3) ข้อ (i) ผิด และ ข้อ (ii) ถูก 4) ข้อ (i) ผิด และ ข้อ (ii) ผิด 
 
Peach–Pb2.43 (แนว PAT1’ต.ค.55) สําหรับประพจน์ p, q, r ใดๆ ข้อใดต่อไปนี้เป็นสัจนิรันดร ์
 1) (p ⇒ q) ⇒ (q ⇒ p)  2) (p ↔ q) ↔ (∼q ↔ p) 
 3) ((p ∧ ∼q) ⇒ ∼p) ⇒ (p ⇒ q) 4) ((p ∧ ∼q) ⇒ ∼q) ⇒ (p ⇒ q) 
 
KAiOU-Pb1.1 (PAT1’มี.ค.53) ให้ p และ q เป็นประพจน์ใดๆ ข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1) (p → q) ∨ p   2) (∼p ∧ q) → q  
 3) [(p → q) ∧ p] → q  4) (∼p → q) ↔ (∼p ∧ ∼q) 
 
Happy–Pb 4.3 (PAT1’มี.ค.57) กําหนดให้ p, q, r และ s เป็นประพจน์ใดๆ 
    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) ถ้าประพจน์ (p ∨ q) ↔ (r ∧ s) และประพจน์ p มีค่าความจริงเป็นจริง 
   แล้วสรุปได้ว่าประพจน์ s มีค่าความจริงเป็นจริง 
  (ข) ประพจน์ (p ∧ q) → (r ∧ s)  สมมูลกับประพจน์ [q → (p → r)] ∧ [p → (q → s)]  
    ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 
 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก   4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
Sigo–Pb 4.4 (PAT1’มี.ค.58) ให้ p, q และ r เป็นประพจน์ 
    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) ถ้า p → (q ∧ r) มีค่าความจริงเป็นจริง 
   แล้ว (p → q) ↔ (p → r) มีค่าความจริงเป็นจริง 
  (ข) ถ้า p → (q ∧ r) มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
   แล้ว [(∼ p → q) ∧ r] ∨ (p ∨ ∼ r)  มีค่าความจริงเป็นจริง 
    ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 
 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก   4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
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 โจทย์ตรรกศาสตร์ แนววลีบ่งปริมาณตัวแปรเดียว 
BRAN-Pb1.2 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดเอกภพสัมพัทธ์ คือ เซตของจํานวนจริง 

และ P(x) แทน 21)  (x +  = x + 1 
 Q(x) แทน 1  x +  > 2 
ข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงตรงข้ามกับประพจน์ ∃x[P(x)] → ∀x[Q(x)] 
 1) ∃x[∼P(x)] → ∀x[∼Q(x)] 2) ∃x[P(x)] → ∃x[Q(x)] 
 3) ∃x[P(x) ∧ Q(x)] → ∀x[P(x)] 4) ∃x[P(x) ∨ Q(x)] → ∀x[Q(x)] 
 
 
NaDate-Pb1.3 (PAT’มี.ค.56) กําหนดให้ P(x) แทน 2  x

2  x
+
-  < 2   

 และให้ Q(x) แทน |2x + 1| > x - 1  
 เอกภพสัมพัทธ์ในข้อใด 
 ที่ทําให้ข้อความ ∀x[Q(x)] → ∃x[P(x)] มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1) (-∞, -4)  
 2) (-5, -1)  
 3) (-3, 2)   
 4) (-1, ∞) 
 
 
Happy–Pb4.4 (PAT’เม.ย.57)  กําหนดให้เอกภพสัมพัทธ์ คือ เซตของจํานวนจริงบวก 
    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) ∀x[|x2 - 5x + 4| < x2 + 6x + 5] มีค่าความจริงเป็นจริง 
  (ข)  ∀x[|x2 - 1| ≥ 2x - 2] มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
     ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1)  (ก) ถูก และ (ข) ถูก    
 2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 
 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก     
 4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
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 โจทย์ตรรกศาสตร์ แนววลีบ่งปริมาณ 2 ตัวแปร 
 
  SheLL1.2 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดเอกภพสัมพัทธ์ คือ {–1, 0, 1} ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 

1) ∀x∀y[x + y + 2 > 0] มีค่าความจริงเป็นจริง 
 
      2) ∀x∃y[x + y ≥ 0] มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 
 3) ∃x∀y[x + y = 1] มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 
 4) ∃x∃y[x + y > 1] มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 
 แนวคิด 
  เรามีเอกภพสัมพัทธ์ คือ {-1, 0, 1} ซึ่งจะใช้พิจารณาค่าความจริงของแต่ละตัวเลือก 
 
  (1) ผิด, เนื่องจาก ∀x∀y[x + y + 2 > 0] มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
                  เพราะว่ามี x = y = -1    
                   ที่ทําให้ (-1) + (-1) + 2 > 0 
                                              2 > 0 เป็นเท็จ 
 
 (2) ผิด, เนื่องจาก ∀x∃y[x + y ≥ 0] มีค่าความจริงเป็นจริง 
                   ให้ x เป็นสมาชิกใดๆ ใน {-1, 0, 1}  
                   เลือก y = -x จะได้ x + y = 0 ≥ 0 
                   ดังนั้น ∀x∃y[x + y ≥ 0] ≡ T 
 
  (3) ถูก, เนื่องจาก ∃x∀y[x + y = 1] มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
                    - เมื่อ x = -1 จะมี y = 1      
                       ที่ทําให้ (-1) + 1 = 1 ⇒ 0 = 1 (เป็นเท็จ) 
                    - เมื่อ x = 0 จะมี y = 0      
                        ที่ทําให้ 0 + 0 = 1 ⇒ 0 = 1 (เป็นเท็จ) 
                    - เมื่อ x = 1 จะมี y = -1      
                        ที่ทําให้ 1 + (-1) = 1 ⇒ 0 = 1 (เป็นเท็จ) 
 
  (4) ผิด, เนื่องจาก ∃x∃y[x + y > 1] มีค่าความจริงเป็นจริง 
                   เพราะว่ามี x = y = 1  
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Sigo-Pb1.2 (PAT1’พ.ย.57) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง 
    กําหนดเอกภพสัมพัทธ์ คือ {x ∈ R | 0 < x < 1}  
    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) ∃x∀y[x2 - y2 < y - x] มีค่าความจริงเป็นจริง 
  (ข) ∀x∀y[|x - y| < 1 - xy] มีค่าความจริงเป็นจริง 
    ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 
 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก   4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
KAiOU-Pb1.2 (PAT1’มี.ค.53) ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ถ้าเอกภพสัมพัทธ์ คือ {–1, 0, 1} ค่าความจริงของ ∀x∃y[x2 + x = y2 + y] เป็นเท็จ 
 2) ถ้าเอกภพสัมพัทธ์ เป็นเซตของจํานวนจริง ค่าความจริงของ ∃x[3x = log3 x] เป็นจริง 
 3) ถ้าเอกภพสัมพัทธ์ เป็นเซตของจํานวนจริง 
  นิเสธของข้อความ ∀x∃y[(x > 0 ∧ y ≤ 0) ∧ (xy < 0)] 
  คือ ∃x∀y[(xy < 0) → (x ≤ 0 ∨ y > 0)] 
 4) ถ้าเอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตของจํานวนเต็ม  
          นิเสธของข้อความ ∀x[(x > 0) → (x3 ≥ x2)] คือ ∃x[(x ≤ 0) ∧ (x3 < x)] 
  
FPAT-Pb21 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดเอกภพสัมพัทธ์ U = {n ∈ I+ | n ≤ 10} 
ข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1) ∃x∀y[xy ≤ x + y]  2) ∀x∀y[(x2 = y2) → (x = y)]  
 3) ∀x∃y[(x ≠ 1) → (x > y2)]  4) ∃x∃y[(x – y)2 ≥ y2 + 9xy] 
  
KMK-Pb1.1 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให้เอกภพสัมพัทธ์ คือ {–2, –1, 1, 2} 
ประโยคในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นเท็จ 
 1) ∃x∃y[x ≤ 0 ∧ |x| = y + 1] 2) ∃x∀y[x ≤ y ∧ –(x + y) ≥ 0] 
 3) ∀x∃y[x + y = 0 ∨ x – y = 0] 4) ∀x∀y[|x| < |y| ∨ |x| > |y|] 
  
FPAT-Pb22 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้เอกภพสัมพัทธ์ คือ U = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} 
ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ∀x∀y[ xI y ≠ ∅ ] 2) ∀x∀y[ xU y = U ] 
 3) ∀x∃y[ y ≠ x ∧ y ⊂ x ] 4) ∃x∀y[ y ≠ x  ∧  y ⊂ x ] 
 
 



 
 
 

คณิตศาสตร์ (102) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

 โจทย์ตรรกศาสตร์ แนวสมเหตุสมผล 
 
 
 
 
 
 
 
 
 FPAT-Pb23 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ P, Q, R เป็นประพจน์ พิจารณาการอ้างเหตุผลต่อไปนี้ 
 เหตุ 1. P → (∼Q ∨ R) 
  
 2. Q ∨ R 
  
 3. ∼R  
 ผล S  
 
 S เป็นประพจน์ในข้อใด จึงจะทําให้การอ้างเหตุผลข้างต้น สมเหตุสมผล 
 1) ∼P 2) ∼Q 3) P ∨ ∼Q 4) P ∨ R 
 วิธีจริง 
 ช้อย ข้อ 1) ; 

(๗)

เกิดขอขัดแยงเพราะวา

(๑)F
F
(๒)

T (๓)
T(๒)

T
(๒)

F (๕) F(๔)T(๖)T(๒)

R)(Q  R)Q~         (P    )([ ∨∧∨ P][~]R)(~   ∧

)( F)T(~        T ∨

 

 จากขั้นที่ (๗)     (T → (∼T ∨ F)) 
  ≡ (T →  ( F  ∨ F))   ≡ (T → (F)) ≡ F ซึ่งไม่ตรงกับการแตกก่ิงในขั้นที่ (๒) 
 การเกิดข้อขัดแย้ง หมายถึง การจับเท็จ ไม่สําเร็จ แสดงว่า ประพจน์ในข้อนี้ เป็นสัจนิรันดร ์
 

∴  โจทย์ข้อนี้  เป็น  ข้อความทีส่มเหตุสมผล ด้วย ตอบ 
 

 

ทฤษฎี สมมติ ถ้ามีเหตุ : S1, S2, S3, ..., Sn 
 ผล :           P 
ข้อความดังกล่าวจะสมเหตุสมผล ก็ต่อเมื่อ [S1 ∧ S2 ∧ S3 ∧ ... ∧ Sn] → P เป็นสัจนิรันดร ์
 
พูดง่ายๆว่า ตรวจสอบสมเหตุสมผล ให้เอา “(เหตุ ทั้งหมด มา ∧ กัน)→ ผล” มาเช็คว่า เป็นสัจนิรันดร ์  
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  สรุปภาพรวม “ระบบจํานวนจริง” 
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

 
  

 
 
1. โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวทฤษฎีบทเศษเหลือ 
 
2. โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้สมการพหุนาม 
 
3. โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการ  
 
4. โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้สมการค่าสมบูรณ์  
 
5. โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการค่าสมบูรณ์  
 
 
 
 
 
 
 

 
5.00%

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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 โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวทฤษฎีบทเศษเหลือ 
FPAT-Pb32 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ c เป็นค่าคงตัว และ P(x) = x3 - 3x2 + 2

c x + 5  

ถ้า P(x) หารด้วย x - 2 เหลือเศษเท่ากับ 7 แล้ว P 







+ 2  3
c  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 31          2) 33 3) 35 4) 37 
 
Sigo-Pb 1.20 (PAT1’มี.ค.58) กําหนดให้ R แทนเซตของจํานวนจริง ให้ f, g และ h เป็นฟังก์ชันพหุนามจาก   
R ไป R โดยที่ f(x) = 2x - 5, (f-1og)(x) = 4x       
และ (goh)(x) หารด้วย x - 1 แล้วเหลือเศษ เท่ากับ -21  
ให้ c เป็นจํานวนเต็มบวกทีน่้อยท่ีสุดที่สอดคล้องกับ h(x - c) = x3 - 3x2 - 2 
     พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) (foh)(c) = 23   (ข) (h + g)(c) = 35 
    ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก 2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก 4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้สมการพหุนาม 
FPAT-Pb34 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ A = {x | x ∈ I และ x3 – x = 0} เซตในข้อใดต่อไปนี้เท่ากับ A 
 1) {x | x ∈ R และ x2 - x4 = 0} 2) {x | x ∈ R และ x3 + x = -2x} 
 3) {x | x ∈ I และ x2 - 1 = 0} 4) {x | x ∈ I และ x2 + 1 = -2x}  
 
FPAT-Pb35 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ S = {x | |x|3 = 1} เซตในข้อใดต่อไปนี้เท่ากับเซต S 
 1) {x | x3 = 1}   2) {x | x2 = 1}  
 3) {x | x3 = -1}   4) {x | x4 = x} 
 
FPAT-Pb36 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ x4 - 5 2 x2 + 8 = 0  
ผลบวกของสมาชิกที่เป็นจํานวนจริงบวกของ A เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 18    2) 24   
 3) 4 242    4) 4 162  
 
FPAT-Pb37 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ S เป็นเซตคําตอบของสมการ 2x3 - 7x2 + 7x - 2 = 0  
ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ S เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 2.1 2) 2.2 3) 3.3 4) 3.5 
 
KMK-Pb1.4 (PAT1’ต.ค.52) ให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ x3 + x2 - 27x - 27 = 0  
และ B เป็นเซตคําตอบของสมการ x3 + (1 - 3 )x2  - (36 + 3 )x  - 36 = 0   
AIB เป็นสับเซตของช่วงในข้อใดต่อไปนี้ 
 1) [-3 5 , -0.9]   2) [-1.1, 0]  
 3) [0, 3 5 ]   4) [1, 5 3 ] 
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 โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการ  
FPAT-Pb39 (PAT1’ก.ค.52) ถ้า S = {x ∈ R | (x2 - 1)(x2 - 3) ≤ 15} มี a เป็นจํานวนที่มีค่าน้อยที่สุดใน S 
และมี b เป็นจํานวนที่มีค่ามากที่สุดใน S แล้ว (b - a)2 มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 1) 24 2) 12 3) 6 4) 3 
 
 Happy–Pb 5.1 (PAT1’มี.ค.57) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง ถ้า 

  A =  












+++ >∈ 2  x3   4 3x  x  x | R  x 22 -  

   แล้วเซต A เป็นสับเซตของข้อใดต่อไปนี้ 
  1. (-∞, 2)U (3, 4)   2. (-∞, 0)U (3, ∞) 
 
  3. (-∞, -1)U (4, ∞)   4.  (-1, ∞)  
 
 
 วิธีลัด   
 
 
 
 
 
 วิธีจริง 

    ให้ y =  4 3x  x2 +-  จะได้ y ≥ 0 และ x2 - 3x - 2 = y2 -6 

   x2 +  4 3x  x2 +-   3x + 2 

  (x2 - 3x - 2) +  4 3x  x2 +-   0 
  (y2 - 6) + y  0 
  (y + 3)(y - 2)  0 
   เพราะว่า y ≥ 0 → y + 3  0      จึงกล้า นํา (y + 3) ไปหาทั้งสองข้าง 
                                                y - 2   >  0  
  y > 2 
  y2 > 4 
  x2 - 3x + 4 > 4 
  x2 - 3x > 0 
  x(x - 3) > 0 
    จะได้ (x < 0 หรือ x > 3) ทําให้ A = (-∞, 0)U (3, ∞)  
    ดังนั้น  A = ⊂ (-∞, 0)U (3, ∞)  
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โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการ ติดเศษส่วน ด้านใดด้านหนึ่ง เท่ากับ 0  
 

FPAT-Pb41 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ X = 








+
+ ≤ 0  1)   4)(2x (x

3)  2)(x  (x | x -
-  และ Y = {x | x ∈ X และ x < 0}  

ถ้า p เป็นสมาชิกที่มีค่ามากที่สุดของ X และ q เป็นสมาชิกที่มีค่ามากที่สุดของ Y แล้ว |pq| เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 6  
 2) 8  
 3) 10 
 4) 12 
 

FPAT-Pb43 (PAT1’ก.ค.52) ให้ A เป็นเซตคําตอบของอสมการ 
6  5x  x
36  13x  x

2
24

++

+-  ≥ 0  

ถ้า a เป็นสมาชิกที่มีค่าน้อยที่สุดในเซต AI (2, ∞) และ b เป็นจํานวนจริงลบที่มีค่ามากที่สุด โดยที่ b ∉ A  
แล้ว a2 - b2 มีค่าเท่ากับเท่าใด  
 1) -5   2) –9   
 3) 5   4) 9 
 
FPAT-Pb42 (PAT1’ก.ค.52) ให้ X คือ เซตคําตอบของอสมการ x  2

1)  1)(x  (2x
-

-+  ≥ 0 

Y คือ เซตคําตอบของอสมการ 2x2 - 7x + 3 < 0 ค่าของ 6a - b มีค่าเท่าใด เมื่อ XIY = [a, b) 
 1) 4   2) 6  
 3) 8   4) 10 
 
 
 โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการ ติดเศษส่วน ด้านใดด้านหนึ่ง ไม่เท่ากับ 0  

KMK-Pb1.5 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให้ S = 












+≥
1  x
2  x  

2  3x  x
x | x 22 ---

  

ช่วงในข้อใดต่อไปนี้เป็นสับเซตของ S 
 1) (–∞, –3)  
 2) (–1, 0.5)  
 3) (–0.5, 2)  
 4) (1, ∞) 
 
 
 
 
 



 

 โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 ________________________________________คณิตศาสตร์ (107) 

โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้สมการค่าสัมบูรณ์  
 
 Happy–Pb 5.2 (PAT1’เม.ย.57) ถ้า A เป็นเซตคําตอบของสมการ |2 - 2x| + |x + 2| = 4 - x  
   แล้ว A เป็นสับเซตของช่วงใดต่อไปนี้ 
  1) (-4, 0)   2) (-1, 1) 
  3) (0, 4)   4) (-3, 2) 
 
 วีธีลัด 1 
 
 
 
 
 
 
 
 วิธีลัด 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 วิธีจริง 
                                  |2 - 2x| + |x + 2| = 4 - x 
                                  2|x - 1| + |x + 2| = 4 - x 
 แยกกรณีคิด 
    กรณีท่ี 1  x < -2 
 2(1 - x) + (-x - 2) = 4 - x 
 -3x =  4 - x 
 -2x = 4 
 x = -2   ใช้เป็นคําตอบไม่ได้ 
  
 
   ∴ เซตคําตอบกรณีที่ 1 = ∅ 
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     กรณีท่ี 2  -2 ≤ x < 1 
 2(1 - x) + (x + 2) = 4 - x 
 4 - x = 4 - x  เป็นจริงเสมอ 
       ∴ x ∈ R 
 
             ∴ เซตคําตอบกรณีที่ 2 = x ∈ R  ∧ -2 ≤ x < 1 
  = [-2, 1) 
 
    กรณีท่ี 3  x ≥ 1 
 2(x - 1) + (x + 2) = 4 - x 
 3x =  4 - x 
 4x = 4 
                            ∴ เซตคําตอบกรณีที่ 3 = {1} 
 
    ทําให้ เซตคําตอบของสมการ คือ เซตคําตอบกรณีที่ 1 U  กรณีที่ 2 U  กรณีที่ 3 
 คือ ∅ U  [-2, 1) U  {1} 
 คือ [-2, 1] 
 ∴  A = [-2, 1) U  {1} = [-2, 1] 
    ∴  A = ⊂ (-3, 2) ตอบ ข้อ 4. 
 
 
Happy–Pb 5.3 (PAT1’มี.ค.57) กําหนดให้ a และ b  เป็นจํานวนจริงบวก และ a < b 
เซตคําตอบของสมการ |x - a| - |x - b| = b - a เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) {b}      
 2) (a, b]  
 3) [b, ∞)      
 4) 






 + ∞ , 2

b  a  
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 โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการค่าสัมบูรณ์ แบบมีแอ๊บข้างเดียวอีกข้างเป็นค่าคงที่ 

KAiOU-Pb1.4 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให้ A = 












+ ≤∈  4 9  6x  x | R  x 2 -  เมื่อ R คือ เซตของจํานวนจริง 

ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) A′ = {x ∈ R | |3 - x| > 4} 2) A′ ⊂ (-1, ∞) 
 3) A = {x ∈ R | x ≤ 7}   4) A ⊂ {x ∈ R | |2x - 3| < 7} 
 
BRAN-Pb1.3 (PAT1’ต.ค.53) ให้ I แทนเซตของจํานวนเต็ม และ P(S) แทนเพาเวอร์เซตของเซต S  
 ให้ A = {x ∈ I | | x2 - 1| < 8}      และ B = {x ∈ I | 3x2 + x - 2 ≥ 0}  
 ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) จํานวนสมาชิกของ P(A - B) เท่ากับ 4 2) จํานวนสมาชิกของ P(I - (AUB)) เท่ากับ 2 
 3) P(A - B) = P(A) - P(AIB) 4) P(A - B) - P(AIB) = {{0}} 
 
 โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการค่าสัมบูรณ์ แบบมีแอ๊บข้างเดียวอีกข้างเป็นตัวแปร 
FPAT-Pb46 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ A = {x | |x - 1| ≤ 3 - x} และ a เป็นสมาชิกค่ามากที่สุดของ A      
ค่าของ a อยู่ในช่วงใด 
 1) (0, 0.5] 
 2) (0.5, 1] 
 3) (1, 1.5] 
 4) (1.5, 2] 
 
Happy–Pb 5.4 (PAT1’เม.ย.57)    
กําหนดให้ A เป็นเซตของจํานวนจริง x ทั้งหมดที่เป็นคําตอบของสมการ 

                       
7  8x  4x

4x
2 +-

 + 
7  10x  4x

3x
2 +-

 = 1 

    และ B เป็นเซตของจํานวนจริง x ทั้งหมดที่เป็นคําตอบของอสมการ 
                                          |x2 - 2x| + x2 > 4 
    พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) A ⊂ B 
  (ข) จํานวนสมาชิกของเพาเวอร์เซตของ AIB เท่ากับ 2 
  ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 
 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก   4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
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 โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการค่าสัมบูรณ์ แบบมีแอ๊บสองข้าง 
FPAT-Pb45 (B-PAT1’ต.ค.51) ถ้าช่วง (a, b) เป็นเซตคําตอบของอสมการ 2|x + 3| > 3|x - 2| แล้ว b - a 
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 11 
 2) 12 
 3) 13 
 4) 14 
 
 
 โจทย์ระบบจํานวนจริง แนวแก้อสมการค่าสัมบูรณ์ แบบปลดแอ๊บโดยนิยาม 
SheLL1.4 (PAT1’ก.ค.53) ถ้า A = 









+
>∈ 1 3  |x|  x
|2  |x  1| | R  x -

--  แล้ว AI [0, 1) เท่ากับข้อใด 

 1) 







3
2 3

1,
 

 2) 





 1 3
1,

 
 3) 






 1 3
2,

 
 4) 








2
3 3

2,
 

 
NaDate–Pb1.4 (PAT1’มี.ค.56) กําหนดให้ R แทนเซตของจํานวนจริง 
 ให้  A = {x ∈ R ||2x - 5| + |x| ≤ 7} 
 และ  B = {x ∈ R | x2 < 12 + |x|} 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. AI B ⊂ {x ∈ R | 1 ≤ x < 4} 
  ข. A - B เป็นเซตจํากัด (finite set) 
 ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
Sigo–Pb1.5 (PAT1’มี.ค.58) ให้ a เป็นจํานวนจริง โดยที่ 0 < a < 1 
    เซตคําตอบของอสมการ  x

1  |x|a +  > 1 เป็นสับเซตของข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 




 ∞ a1 ,--    2) 








a  1
1 1, --  

 3) 




 a11,    4) 







 ∞ ,a  1 1-   
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สรุปภาพรวม “เรขาคณิตวิเคราะหและภาคตัดกรวย” 
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

 

 
 
1. โจทย์เรขาคณิตวิเคราะห์  
 
2. โจทย์ภาคตัดกรวย แนววงกลม 
 
3. โจทย์ภาคตัดกรวย แนวพาราโบลา 
 
4. โจทย์ภาคตัดกรวย แนววงรี 
 
5. โจทย์ภาคตัดกรวย แนวไฮเพอร์โบลา 
 
 
 
 
 
 
 
 

6.60%

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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 เรขาคณิตวิเคราะห์ 
 

  สูตร 1.11! พื้นท่ีรูป n เหลี่ยม 
ในกรณีที่รู้จุดยอด n จุดของรูป n เหลี่ยมใดๆ : (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), ..., (xn, yn) 
เช่น จงหาพ้ืนที่ของรูป  ABCD เมื่อ A(1, 3), B(2, 0), C(5, 7), D(-1, 5) 
แนวคิด 
 

D(-1, 5)

A(1, 3) B(2, 0)

C(5, 7)

  
หลักการใช้สูตร 
 1. เริ่มต้นจากจุดใด ต้องลงท้ายด้วยจุดนั้น 
 2. วนในทิศใดทิศหนึ่ง 
 3. .................................................................... 
 4. .................................................................... 
 5. .................................................................... 
 
ข้อควรระวัง ............................................................................................................................   
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 โจทย์เรขาคณิตวิเคราะห์ แนวหาพ้ืนที่รูป n เหลี่ยม 
 
  BRAN-Pb1.9 (PAT1’ต.ค.53) ให้ ABCD เป็นรูปส่ีเหลี่ยมที่มีจุดยอด  
  เป็น A(-2, 3), B(2, 8), C(4, 4) และ D(0, -3) พ้ืนที่ของรูปส่ีเหลี่ยม ABCD เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 16 ตารางหน่วย   2) 32 ตารางหน่วย  
 3) 10 13  ตารางหน่วย   4) 26 10  ตารางหน่วย 
 วิธีคิดเร็วๆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 วิธีจริง BRAN-Pb1.9 ตอบ 2) 
 ข้ันท่ี 1 จากรูป 
 พ้ืนที่ [PQRS]= PQ ⋅ QR = |-2 - 4|⋅|-3 - 8| = 66 
 
 พ้ืนที่ [ABP] = 2

1
 ⋅ AP ⋅ BP = 2

1 |8 - 3||-2 - 2| 

  = 10 ตารางหน่วย 
 
 พ้ืนที่ [BCQ] = 2

1
 ⋅ CQ ⋅ BQ = 2

1 |8 - 4||4 - 2| 

  = 4 ตารางหน่วย 
 
 พ้ืนที่ [CDR] = 2

1
 ⋅ CR ⋅ DR = 2

1 |-3 - 4||4 - 0| 

  = 14 ตารางหน่วย 
 
 พ้ืนที่ [ADS] = 2

1
 ⋅ AS ⋅ DS = 2

1 |-3 - 3||-2 - 0|  
  = 6 ตารางหน่วย 
 
 ข้ันท่ี 2 จะหา  พ้ืนที่ [ABCD] = [PQRS] - [ABP] - [BCQ] - [CDR] - [ADS] 
   ∴  พ้ืนที่ [ABCD] = 66 - 10 - 4 - 14 - 6 = 32 ตารางหน่วย 
 

Tips จากครู Sup’k 
 

Y

X

C(4, 4)

B(2, 8) Q(4, 8)P(-2, 8)

A(-2, 3)

S(-2, -3) D(0, -3) R(4, -3)
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  สูตร 1.1! สูตรระยะระหว่างจุดสองจุด 
 
    d = 21PP  = 2

21
2

21 ) y (y  )x  (x -- +  
 
    เชน จงหาระยะหางระหวางจุด A(5, -4), B(7, 8) 
    วิธีทํา  
     AB = 22 )( 8  4)(  7)  (5 --- +  

      = 22 12)(  2)( -- +  
      = 144  4 +   =  148  
               
 
 
 
  สูตร 1.2! สูตรจุดกึ่งกลางห่างระหว่างจุดสองจุด 
 
 
    จุดก่ึงกลางระหวาง 21PP  = 





 ++

2
 y y ,2

x  x 2121  
 
     เชน จงหาจุดก่ึงกลางระหวางจุด A(5, -4), B(7, 8) 
    วิธีทํา จุดก่ึงกลาง = 





 ++

2
8  4)( ,2

7  5 -  

      = (6, 2) 
              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Y

X

P1(x1, y1)

P2(x2, y2)

Y

X

P1(x1, y1)

P2(x2, y2)
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  สูตร 1.3! สูตรหาจุดปลาย เมื่อให้จุดกึ่งกลาง และจุดปลายอีกด้านหนึ่ง 
 
 
 
 
 
 เช่น ให้จุด (6, 2) เป็นจุดก่ึงกลางระหว่างจุด A(5, -4), B จงหาจุด B 
 วิธีทํา  สมมติว่า จุด B(x, y) 
 (6, 2)  =  จุดก่ึงกลาง = 





 ++

2
 y 4 ,2

x  5 -  

  6 = 2
x  5 +  , 2 = 2

 y 4 +-  

  7 = x , 8 = y 
 ∴ B(x, y) = B(7, 8) 
 
 
 
 
  NichTor-Pb3.1 (แนว PAT1’ธ.ค.54) กําหนดให้ A(1, 3) เป็นจุดก่ึงกลางของ OP  เมื่อ O(-1 , 2) 
  จงหาพิกัดจุด P ตอบ .............................. 
  วิธีทํา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

Tips จากครู Sup’k 
 

A(5, -4) (6, 2)

B(x, y)
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C(9, 1)

B(1,-5)
A(-3,-2)

D(x, y)

G

 
  FPAT-Pb48 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ ABCD เป็นส่ีเหลี่ยมด้านขนานที่อยู่ในระนาบ XY  
  ถ้า A = (-3, -2),  B = (1, -5), C = (9, 1) แล้ว BD  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
  1) 91  2) 10 3) 97  4) 10 2  
 
วิธีคิดเร็วๆ 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  วิธีจริง & พิสูจน์สูตรลัด 
       
  ข้ันท่ี 1       
       
 
   สมการ 
   จุดก่ึงกลางของเส้นทแยงมุม AC = จุด G = จุดก่ึงกลางของเส้นทแยงมุม BD 
     
   





 ++

2
1  2][ ,2

9  3][ --    =   





 ++

2
5][  y ,2

1  x -  

   ∴  2
9  3][ +-  = 2

1  x +   และ 2
1  2][ +-  = 2

5][  y -+  

   ∴    5 = x  และ 4 = y 
   ∴  D(x, y) = D(5, 4)     
  ข้ันท่ี 2 จะหา BD  = ระยะ BD = 22 y)(  x)( ∆∆ +  = 22 5])[  (4  1)  (5 --- +  = 97   ตอบ 

ทฤษฎีเรขาคณิต 
เส้นทแยงมุมของส่ีเหลี่ยมด้านขนาน 
จะตัดกันและแบ่งครึ่งซึ่งกันและกัน 

Tips จากครู Sup’k 
 

D

A(-3, -2)

C(9, 1)

B(1, -5)
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 โจทย์เพิ่มเติมเรขาคณิตวิเคราะห์   
KAiOU-Pb1.15 (PAT1’มี.ค.53) ให้ ABC เป็นรูปสามเหล่ียมที่มี A(0, 0) และ B(2, 2) เป็นจุดยอด และ C(x, y) 
เป็นจุดยอดในจตุภาค (quadrant) ที่ 2 ที่ทําให้ด้าน AC ยาวเท่ากับด้าน BC ถ้าพ้ืนที่ของสามเหลี่ยม ABC มีค่า
เท่ากับ 4 ตารางหน่วย แล้วจุด C อยู่บนเส้นตรงในข้อใด 
 1) x - y + 4 = 0   2) 4x + 3y - 1 = 0  
 3) 2x - y - 3 = 0   4) x + y - 5 = 0 
 
 
KAiOU-Pb1.9 (PAT1’มี.ค.53) จุด A(-3, 1), B(1, 5), C(8, 3) และ D(2, -3) เป็นจุดยอดของรูปส่ีเหลี่ยม 
ABCD ข้อใดต่อไปนีผ้ิด 
 1) ด้าน AB ขนานกับด้าน DC 
 2) ผลบวกความยาวของด้าน AB กับ DC เท่ากับ 10 2  หน่วย 

 3) ระยะตั้งฉากจากจุด A ไปยังเส้นตรงที่ผ่านจุด C และ D มีค่าเท่ากับ 2
29  หน่วย 

 4) ระยะตั้งฉากจากจุด B ไปยังเส้นตรงที่ผ่านจุด C และ D มีค่าเท่ากับ 2
9  หน่วย 

 
FPAT-Pb49 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ A(-1, -1) และ B(1, c) เป็นจุดในระนาบ XY ถ้า L เป็นเส้นตรงซึ่งผ่านจุด 
A, B และมีความชันเท่ากับ 3 แล้วเส้นตรงที่มีความชันเท่ากับ -2 และผ่านจุด B จะมีสมการดังข้อใดต่อไปนี้ 
 1) y = -2x + 7   2) y = -2x + 5  
 3) y = -2x + 3   4) y = -2x + 1  
 
 
SheLL1.9 (PAT1’ก.ค.53) รูปสามเหล่ียม ABC มี CBAˆ  เป็นมุมฉาก และด้านตรงข้ามมุมฉากยาว 10 หน่วย    
ถ้าพิกัดของจุด A และจุด B คือ (-4, 3) และ (-1, 2) ตามลําดับ แล้วสมการเส้นตรงในข้อใดผ่านจุด C 
 1) x + 8y - 27 = 0    
 2) 8x + y - 27 = 0  
 3) 4x - 5y + 3 = 0    
 4) -5x + 4y + 3 = 0 
  
Sigo–Pb 1.17 (PAT1’พ.ย.57) เส้นตรง L1 ผ่านจุด (-2, -4) มีความชันเป็นจํานวนเต็มบวก และตัดแกน X และ 
Y ที่จุด A และ B ตามลําดับ โดยที่ผลบวกของระยะตัดแกน X และระยะตัดแกน Y เท่ากับ 3 หน่วย เส้นตรง L2 
ขนาน  กับเส้นตรง L1 และผ่านจุด (0, -13)   
 ถ้า C เป็นจุดบนเส้นตรง L2 โดยที่ CA = CB แล้วพ้ืนที่ของสามเหลี่ยม ABC เท่ากับก่ีตารางหน่วย 
 1) 8.5   2) 7.5 
 3) 6.5   4) 5.5 
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  สูตร 1.20! โปรเจกชันของจุด P บนเส้นตรง L 
 
 
                    สูตร  ระยะห่างระหว่างจุด P(x1, y1) กับเส้นตรง L คือ 

  d = 
22

21
B  A

|C  By  Ax|
+

++

 

 
 
 
 

ระวัง 1.20! 
 

 
 
 
 
 
 
  NichTor-Pb3.2 (แนว PAT1’ธ.ค.54) จงหาระยะทางที่ส้ันที่สุดจากจุด P(3, 4) ไปยังเส้นตรง 3y - 4x = 15    
  ตอบ .................................   
  วิธีทํา 
 
 
 
 
 
 
 
Happy–Pb 6.1 (PAT1’เม.ย.57) เส้นตรง L มีความชันเท่ากับ m โดยที่ m < 0  
และผ่านจุด A ซึ่งเป็นจุดตัดของเส้นตรง x - 3y + 1 = 0 และ 2x + 5y - 9 = 0  
      ถ้าระยะทางจากเส้นตรง L ไปยังจุด (0, 0) เท่ากับ k หน่วย และ k2 + 2m = 1 
      แล้วสมการของเส้นตรง L ตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 2x + y - 5 = 0   2) 3x + y - 7 = 0   
 3) x + 2y - 4 = 0   4) x + 3y - 5 = 0 
 
 

Y

XO

L : Ax + By + C = 0
P(x1, y1)
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Happy–Pb 6.1  ตอบ   1. 
แนวคิด 
ข้ันท่ี 1 
      แก้ระบบสมการ x - 3y + 1 = 0 และ 2x + 5y - 9 = 0  
      จะได้จุดตัดของเส้นตรงทั้งสองเส้น คือ จุด A(2, 1)  
 
ข้ันท่ี 2 
      เส้นตรง L มีความชันเท่ากับ m < 0 จึงสมมติ สมการของ L เป็น y = mx + c  
 
ข้ันท่ี 3 
      แต่ L ผ่านจุด A(2, 1) ด้วย  จะได้ 2m + c = 1 หรือ c = 1 - 2m  
 
ข้ันท่ี 4 
      เพราะว่า k เป็นระยะทางจากเส้นตรง L ไปยังจุด (0, 0) 
      ฉะนั้น K = 

22 1)(  m
|C  1(0)  m(0)|

-
-
+

+  =  
1  m

|C|
2 +

  

 
ข้ันท่ี 5 

     จาก k2 + 2m = 1  จะได้ 
1  m

c
2
2

+
 + 2m = 1 

                                      
1  m

2m)  (1
2

2

+

-  + 2m = 1 

 (1 - 2m)2 + 2m(m2 + 1) = m2 + 1 
 (1 - 2m)2 - (1 - 2m)(m2 + 1) = 0 
 (1 - 2m)(1 - 2m - (m2 + 1)) = 0 
 (1 - 2m)(-2 - m)m = 0 
 m = 2

1 , -2, 0 

 
ข้ันท่ี 6  แต่ m < 0 จึงได้ m = -2 ทําให้ c = 1 - 2m = 1 - 2(-2) = 5  
     ดังนั้น สมการของเส้นตรง L อยู่ในรูป y = -2x + 5 หรือ 2x + y - 5 = 0 นั่นเอง 
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ภาคตัดกรวย : วงกลม .  
 
  สูตร 2.1! วงกลม 
 ระวัง! ก่อนใช้สูตร สัมประสิทธิ์ หน้า x2, y2 ต้องเท่ากับ …… 
 
 สมการรูปท่ัวไป 

x2 + y2 + Ax + By + C = 0 
สมการมาตรฐาน 

(x - h)2 + (y - k)2 = r2 

จุดศูนย์กลาง   
 

รัศมี 
                    
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  NichTor-Pb3.3 (แนว PAT1’ธ.ค.54) จงหาจุดศูนย์กลางและรัศมีของ x2 + y2 + 2x - 4y - 15 = 0   
  ตอบ................................... 
  วิธีทํา 
 
 
 
 
 
 
 
 

 เทคนิคลั่นล้ากับครู Sup’k  ร้องเพลงกับพ่ี Sup’k แล้วจําได้เลย   

วงกลมนั้นมีสองส่ิงสําคัญ  คือจุดศูนย์กลาง กับ รัศมี ไง    ศูนย์กลางอยู่ที่ (h, k) = 






2
B ,2

A --   

ก่อนเคยเชื่อในลิขิตฟ้าดิน  ปล่อยชีวิตไปตามโชคชะตา  แต่ฝันไม่เคยถึงฝั่ง ผิดหวังในใจเรื่อยมาเพราะไม่มีหัวใจ 
 
รัศมี คือ รู้ดผลบวกของ  กําลังสองของ....................    แล้ว............................... 
จะดีหรือเลวมันอยู่ที่คน  จะมีหรือจนมันอยู่ที่ใจ    ดินฟ้าไม่เคยลิขิต 
     
.........ตัวเลขใดๆ     ............................................ 
ชีวิตจะเป็นเช่นไร    อย่าเลยอย่าไปถามฟ้า  
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วิธีการตรวจสอบว่า จุดใดอยู่ใน หรืออยู่บน หรืออยู่นอกวงกลม  
 

    
 
 x2 + y2 = 25 กับ P(1, 0) x2 + y2 = 25 กับ P(3, 4) x2 + y2 = 25 กับ P(7, 10) 
 12 + 02 < 25 32 + 42 = 25 72 + 102 > 25 
 
 
ควรจัดสมการให้อยู่รูป (x - h)2 + (y – k)2 = r2    
หลังแทนค่า จุด P(x1, y1) ที่สนใจแล้ว   
กรณีท่ี 1 (x1 - h)2 + (y1 - k)2 < r2 แสดงว่า  จุด P อยู่ในวงกลม 
กรณีท่ี 2 (x1 - h)2 + (y1 - k)2 = r2 แสดงว่า  จุด P อยู่บนเส้นรอบวงกลม 
กรณีท่ี 3 (x1 - h)2 + (y1 - k)2 > r2 แสดงว่า  จุด P อยู่นอกวงกลม 
 
หรือหากจัดในรูป  x2 + y2 + Ax + By + C = 0 
หลังแทนค่า จุด P(x1, y1) ที่สนใจแล้ว   

กรณีท่ี 1 2
1x  + 2

1y  + Ax1 + By1 + C < 0 แสดงว่า  จุด P อยู่ในวงกลม 

กรณีท่ี 2 2
1x  + 2

1y  
+ Ax1 + By1 + C = 0 แสดงว่า  จุด P อยู่บนเส้นรอบวงกลม 

กรณีท่ี 3 2
1x  + 2

1y  + Ax1 + By1 + C > 0 แสดงว่า  จุด P อยู่นอกวงกลม 

 
 
  NichTor-Pb3.4 (แนว PAT1’ธ.ค.54) จงตรวจสอบว่า จุด A(1, 3) อยู่ด้านใน หรือด้านนอก  
  หรืออยู่บนเส้นรอบวงของ x2 + y2 + 2x - 4y - 15 = 0 
  ตอบ .............................. 
 
 
 
 
 



 
 
 

คณิตศาสตร์ (122) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

โจทย์ภาคตัดกรวย แนววงกลม  
 
  PTOR–Pb3.5 (แนวข้อสอบจริง PAT1’ธ.ค.54) ถ้า P เป็นจุดบนวงกลม x2 + y2 + 2x - 4y - 15 = 0  
  ที่อยู่ใกล้จุด A(1, 3) มากที่สุด แล้วระยะทางจาก P ไปยังเส้นตรง 3y - 4x = 15 มีค่าเท่าใด 
  ตอบ .............................. 
  วิธีลัด  ให้ฟังครู Sup’k สอนในหอประชุม Brand’s Summer Camp  
 
 
 
 
 
  วิธีจริง 
  ข้ันท่ี 1        x2 + y2 + 2x - 4y - 15 = 0 
  จัดรูปกําลังสองสัมบูรณ์ 
     (x2 + 2x + 1) + (y2 - 4y + 4) = 20 
     (x + 1)2 + (y - 2)2 = 20 
     (x + 1)2 + (y - 2)2 = 220  
 ∴  วงกลมมีจุดศูนย์กลางที่ O(-1, 2)  รัศมี r = 20  = 2 5  หน่วย 
 
  ข้ันท่ี 2  จุด P(a, b) บนวงกลมที่อยู่ใกล้ A(1, 3) มากที่จุด 
 คือ จุด P ที่ทําให้ O, A, P อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน (ดูรูป) 
 
 

 สังเกตว่า OA = 22 2)  (3  1)(  1 )( --- +  = 5  = 2
r  

 ฉะนั้น A เป็นจุดก่ึงกลางของ OP  
 จะได้ 2

1  a -  = 1 และ 2
2  b +  = 3 

  a = 3 และ b = 4         
 ฉะนั้น พิกัดของจุด P คือ P(3, 4) 
 
 
  ข้ันท่ี 3  จะหาระยะห่างจาก P กับเส้นตรง 3y - 4x = 15 
  คือ ระยะห่างจาก P กับเส้นตรง 3y - 4x - 15 = 0 
                d = 

22 4)(  3
|15   4(3) 3(4)|

-
--

+  
หน่วย  =  3 หน่วย 

Tips จากครู Sup’k 

Y

X

O(-1, 2)
A(1, 3)

P(a, b)
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BRAN-Pb1.8 (PAT1’ต.ค.53) พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. x2 + y2 + 6x - 4y = 23 เป็นสมการวงกลมที่สัมผัสกับเส้นตรง 
   ซึ่งมีสมการเป็น 21x + 20y + 168 = 0  
  ข. y2 + 16x - 6y = 71 เป็นสมการของพาราโบลาที่มีจุดยอดที่ (–5, 3)  
   และจุดโฟกัสที่ (-1, 3) 
 ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
NaDate-Pb1.8 (PAT1’มี.ค.56) ให้พาราโบลา P มีสมการเป็น y2 - 2y + 6x + 4 = 0  
ถ้าวงกลมวงหนึ่งผ่านจุดโฟกัสของพาราโบลา P และสัมผัสกับเส้นตรง 3x - 2y - 6 = 0  
ณ จุด (4, 3) แล้วสมการของวงกลมตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 7x2 + 7y2 - 4x - 82y - 55 = 0 2) 7x2 + 7y2 + 4x + 82y + 55 = 0 
 3) 7x2 + 7y2 - 4x + 82y - 55 = 0 4) 7x2 + 7y2 + 4x - 82y + 55 = 0 
 
 
KMK-Pb1.9 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให้ A = {(x, y) | x2 + y2 = 1}  
และ B = {(x, y) | x2 + y2 – 10x - 10y + 49 = 0}  
ถ้า p ∈ A และ q ∈ B แล้ว ระยะทางมากที่สุดที่เป็นไปได้ระหว่างจุด p และ q เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 5 2  หน่วย 2) 2 + 5 2  หน่วย 3) 2 5  หน่วย 4) 5 + 2 5  หน่วย 
 
 
BRAN-Pb2.34 (PAT1’ต.ค.53) จุด A(1 , 0) และจุด B(b , 0) เมื่อ b > 1 เป็นจุดปลายของเส้นผ่านศูนย์กลาง
ของวงกลมวงหนึ่ง  
ถ้าเส้นตรง L ผ่านจุด (-1, 0) และสัมผัสกับวงกลมวงนี้ มีความชันเท่ากับ 3

4  แล้ว b เท่ากับเท่าใด  
ตอบ........................... 
 
 
FPAT-Pb50 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ วงกลมรูปหนึ่งมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด (2, 1)  
ถ้าเส้นสัมผัสวงกลมที่จุด x = 1  
เส้นหนึ่งมีความชันเท่ากับ 

3
1  แล้วจุดในข้อใดต่อไปนี้อยู่บนวงกลมที่กําหนด 

 1) (0, 1) 2) (0, 2) 3) (1, 0) 4) (3, 0) 
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 โจทย์ภาคตัดกรวย แนวพาราโบลา  
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
หมายเหตุ :  สูตรที่พิมพ์ให้ในชีทนี้ นั้น พิมพ์ถูกต้องแล้ว  
เพราะ พาราโบลา หงาย กับ ควํ่า จะใช้สูตรเดียวกัน  แต่ว่า ตอนแทนค่า จะแทนค่า c ต่างกัน 
ในทํานองเดียวกัน พาราโบลา ตะแคงขวา กับ ซ้าย จะใช้สูตรเดียวกัน  แต่ว่า ตอนแทนค่า จะแทนค่า c ต่างกัน 
 
 
 
  

• 

• 
 
V (h, k) 

(x – h)2 = 4 c(y – k) (x– h)2 = 4 c(y – k) 

(y– k)2 = 4 c(x – h) (y– k)2 = 4 c(x – h) 

• 
• 

V 

• • 
 

• 

 

เมื่อ c < 0 

เมื่อ c < 0 เมื่อ c > 0 

เมื่อ c > 0 

จุดยอด คือ V(h, k) 
จุดโฟกัส คือ F(h, k + c) 
เส้นไดเรกตริกซ์ คือ y = k – c 

F 

F 

 

จุดยอด  คือ V(h, k) 
จุดโฟกัส คือ F(h, k + c) 
เส้นไดเรกตริกซ์ คือ y = k – c 

จุดยอด คือ V(h, k) 
จุดโฟกัส คือ F(h + c, k) 
เส้นไดเรกตริกซ์ คือ x = h – c 

V V • F 

จุดยอด คือ V(h, k) 
จุดโฟกัส คือ F(h + c, k) 
เส้นไดเรกตริกซ์ คือ x = h – c 

เส้นไดเรกตริกซ์ 

เส้นไดเรกตริกซ์ 

เสนไดเรกตริกซ เส้นไดเรกตริกซ์ 
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 ตัวอย่าง–ST-Pb 1 จงอธิบายลักษณะของกราฟพาราโบลาที่มีสมการ  x2 – 8x + 12y + 28  =  0 
ตอบ ………………………………… 
 
แนวคิด  x2 – 8x + 12y + 28 = 0 

                        x2 – 8x = – 12y – 28 
 x2 – 8x + 42 = – 12y – 28  + 42 
 x2 – 8x + 16 = – 12y – 28 + 16 
 x2 – 8x + 16 = – 12y – 12  
  (x – 4)2 = – 12(y + 1)  
 เทียบกับสูตร (x – h)2 = 4 c(y – k) 
  ∴  – h = – 4,  – k = + 1,  4c = – 12 
 ∴     h = 4, k = – 1,  c = – 3 
 จุดยอด คือ V(h, k) คือ V(4, –1)       คือ V(4, –1)      คือ V(4, –1)       
 จุดโฟกัส คือ F(h, k + c) คือ F(4, –1 + {–3})   คือ F(4, –1 – 3)   คือ F(4, –4)   
 เส้นไดเรกตริกซ์ คือ y = k – c คือ y = –1 – {–3} คือ y = –1 + 3 คือ y = 2 
 
  
 ตัวอย่าง–ST-Pb 2 สมการของพาราโบลา y2 – 4y –4x –12 = 0 มีจุดยอดและจุดโฟกัสตามข้อใด 
  ก. V(2, 4), F(2, 3) ข. V(4, 2), F(3, 2)  
  ค. V(2, –4), F(2, 3) ง. V(–4, 2), F(–3, 2) 
 แนวคิด     
 
 y2 – 4y –4x –12 = 0 

 y2 – 4y = 4x + 12 
 y2 – 4y  + 22 = 4x + 12 + 22 

 y2 – 4y  + 4 = 4x + 16 
  (y – 2) 2 = 4 ⋅ (x + 4)  
         เทียบกับสูตร       (y – k) 2 = 4c(x – h) 
 ∴    –h = + 4, – k = – 2, 4c =  4 
 ∴     h = – 4, k =  2, c = 1 
 จุดยอด คือ V(h, k) คือ V(–4, 2) 
 จุดโฟกัส คือ F(h + c, k) คือ F(–4 + 1, 2) คือ F(–3, 2) 
 เส้นไดเรกตริกซ์ คือ x = h – c คือ x = –4 – 1 คือ x = –5 
 
 

เส้นไดเรกตริกซ ์

เส้นไดเรกตริกซ์ 

• 

V • 
F 

• F V • 
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FPAT–Pb56 (PAT1’มี.ค.52)  ถ้าเส้นตรงเส้นหนึ่งผ่านจุดกําเนิดและจุดยอดของพาราโบลา  
y2 - 4y + 4x = 0 และเส้นไดเรกตริกซ์ที่จุด (a, b) แล้ว a + b มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

  1. 4                     2. 5          3. 6 4. 7 
 
 แนวคิด       
  ข้ันท่ี 1 y2 - 4y + 4x = 0            
   y2 - 4y + 4x = -4x + 4  
                                            (y - 2) 2 = -4(x - 1)  
  เทียบกับสูตร (y - k)2 = 4c(x - h) 
        ∴     –h = – 1, – k = – 2, 4c =  – 4 
       ∴     h = 1, k =  2, c = – 1 
 จุดยอด คือ V(h, k) คือ V(1, 2) 
 จุดโฟกัส คือ F(h + c, k) คือ F(1 + {–1}, 2) คือ F(0, 2) 
 เส้นไดเรกตริกซ์ คือ x = h – c คือ x = 1 – {–1} คือ x = 2 
 
 ข้ันท่ี 2 วาดรูปได้ดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         

V(1, 2) F(0, 2) 

x = 2 Y 

X 
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 ข้ันท่ี 3 จากโจทย์  บอกให้ลากเส้นตรงผ่านจุดกําเนิดและจุดยอดของพาราโบลา 
 จึงได้รูปดังนี้ 
 

                                   
 เส้นตรง L คือ เส้นตรงที่ผ่านจุดกําเนิด (0, 0) และ จุดยอดของพาราโบลา จุด V(1, 2)  
 ∴  สมการเส้นตรง L คือ  (y – y1) = m ⋅ (x – x1)  
   คือ  (y – 0) = m ⋅ (x – 0) 
   คือ  (y – 0) = 0  1

0  2
-
-

 ⋅ (x – 0) 

                        คือ y = 2x  
 
 
 ข้ันท่ี 4     
       แก้สมการหาจุดตัด ระหว่างเส้นตรง L กับเส้นไดเรกตริกซ์ 
 L : y = 2x → (๑) 
            เส้นไดเรกตริกซ์ : x = 2 → (๒) 
 
 แก้สมการ (๑), (๒) ;  ∴  ตัดกันที่จุด (2, 4)  
 โจทย์ให้ว่า ตัดกันที่จุด (a, b) 
                       ∴  a = 2, b = 4 → ดังนั้น a + b = 6  ตอบ ข้อ 3. 
 
 
 
 
 

(2, 2) (0, 2) 

x = 2

(1, 2)

X

L

Y



 
 
 

คณิตศาสตร์ (128) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

FPAT-Pb54 (PAT1’ก.ค.52) จงหาระยะทางระหว่างจุดโฟกัสของพาราโบลา y2 = -8x กับเส้นตรง 2x + y = 6    
 1) 2 5  หน่วย 2) 3 5  หน่วย 3) 4 5  หน่วย 4) 5 5  หน่วย 
 
 
FPAT-Pb55 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ P เป็นจุดตัดของเส้นตรง x - 2y = 0 และเส้นไดเรกตริกซ์ของพาราโบลา 
x2 = 8y ระยะระหว่างจุด P และเส้นตรง 2x - y = 1 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 

5
6  หน่วย 2) 5

7  หน่วย 3) 7 หน่วย 4) 
5

7  หน่วย 

 
 
FPAT-Pb56 (PAT1’มี.ค.52) ถ้าเส้นตรงเส้นหนึ่งผ่านจุดกําเนิดและจุดยอดของพาราโบลา y2 - 4y + 4x = 0 
และเส้นไดเรกตริกซ์ที่จุด (a, b) แล้ว a + b มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 4 2) 5 3) 6 4) 7 
 
KMK-Pb2.8 (PAT1’ต.ค.52) พาราโบลามีจุดยอดที่ (-1, 0) และมีจุดกําเนิดเป็นจุดโฟกัส ถ้าเส้นตรง y = x  
ตัดพาราโบลาที่จุด P และจุด Q แล้ว ระยะทางระหว่างจุด P กับจุด Q เท่ากับเท่าใด 
ตอบ........................... 
 
 
Happy–Pb 6.2 (PAT1’มี.ค.57) กําหนดให้ไฮเพอร์โบลารูปหนึ่งมีสมการเป็น x2 - y2 - 2x = 0 
ถ้าพาราโบลามีโฟกัสเป็นจุดก่ึงกลางของส่วนของเส้นตรงที่เชื่อมระหว่างจุดตัดของเส้นตรง y = 2x 
กับเส้นกํากับของไฮเพอร์โบลาและมีเส้นไดเรกตริกซ์เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุดยอดทั้งสองของไฮเพอร์โบลา 
แล้วสมการของพาราโบลาคือข้อใด 
 1) 9x2 + 12x + 12y - 3 = 0  
 2) 9x2 + 12x + 12y + 8 = 0 
 3) 9x2 + 6x + 12y - 3 = 0   
 4) 9x2 + 6x + 12y + 5 = 0 
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 โจทย์ภาคตัดกรวย แนววงรี  
นิยาม วงรี คือ เซตของจุดใดๆ บนระนาบที่ผลบวกของระยะจากจุดใดๆ ไปยังจุดคงที่ทั้งสองมีค่าคงที่เท่ากับ 2a 
  

 
 
                                                          
 จุดคงที่ทั้งสองเรียกว่า จุด F, จุด F′  
 

 2
2

a
h)  (x -  + 2

2

b
k)  (y -  = 1 

 
 
 
 
 
 
 

 2

2

a
k)  (y -  + 2

2

b
h)  (x -  = 1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

จุดยอด V = (h + a, k) 
           V′ = (h – a, k)  

จุดยอด V = (h, k + a) 
 V′ = (h  k – a) 

จุดปลายแกนโท      
 B = (h, k + b ) 
 B′ =  (h, k – b)  

จุดปลายแกนโท     
  B = (h + b, k) 
     B′ = (h – b, k) 

จุดโฟกัส   
  F  = ( h + c, k ) 
 F′ = ( h – c,  k) 

จุดโฟกัส  
  F = (h, k + c) 
 F′ = (h, k – c) 

ความยาวแกนเอก = 2a → ขนานกับแกน X 
ความยาวแกนโท = 2b 

ความยาวแกนเอก = 2a → ขนานกับแกน Y 
ความยาวแกนโท = 2b 

                                    เมื่อ a คือ ระยะ ที่วัดจาก จุดศูนย์กลางวงรี จนถึง จุดปลายแกนเอก 
               b คือ ระยะ ที่วัดจาก จุดศูนย์กลางวงรี จนถึง จุดปลายแกนโท 
               c คือ ระยะ ที่วัดจาก จุดศูนย์กลางวงรี จนถึง จุดโฟกัส 

 

สูตร 4.2!  | PF + PF′ | = 2a 

   สูตร 4.3!     a2 = b2 + c2 

F 

• 
• F’ • 

P 

• • F F′ 

B′ 

B 

V′ 

Y 

V 
X 

F′ 

• 

• X 
B 

F 

B′ 

V′ 

y 
Y 
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Happy–Pb 6.3 (PAT1’เม.ย.57) วงรีมีสมการเป็น x2 + Ay2 + Bx + Cy - 92 = 0  

 เมื่อ A, B, C เป็นจํานวนจริง 
 โดยมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด (2, 1)  
  และแกนเอกยาวเป็นสองเท่าของแกนโท 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 

1. A + B + C = 0 
 
 

2. ความเย้ืองศูนย์กลางของวงรี เท่ากับ 5
3  

 
 
 3. วงรีมีศูนย์กลางร่วมกันกับวงกลม x2 + y2 - 4x - 2y - 20 = 0 
      และแกนเอกของวงรียาวเท่ากับรัศมีของวงกลม 
 
 

4. ผลบวกของระยะทางจากจุด (2, 6) ไปยังจุดโฟกัสทั้งสองของวงรีเท่ากับ 20 หน่วย 
 
 
 แนวคิด 
 ข้ันท่ี 1 วงรีมีสมการเป็น  x2 + Ay2 + Bx + Cy - 92 = 0  มีจุดศูนย์กลางที่จุด (2, 1)  

                      ∴  สมการวงรี คือ 2
2

(a)
2)  (x -  + 2

2

(b)
1)  (y -

 
= 1 

 
 ข้ันท่ี 2 โจทย์ให้  แกนเอกยาวเป็นสองเท่าของแกนโท (นั่นคือ a = 2b) 

 วงรีจึงต้องมีสมการในรูปมาตรฐานเป็น  2
2

(2b)
2)  (x -  + 2

2

(b)
1)  (y -

 
= 1  

    คูณกระจาย จัดรูป 
                           (x2 - 4x + 4) + 4(y2 - 2y + 1)  = 4b2  
                           x2 + 4y2 - 4x - 8y +(8 + 4b2)  = 0 → (*)  
 
 ข้ันท่ี 3   โจทย์ให้ x2 + Ay2 + Bx + Cy - 92 = 0                 
  เทียบกับ(*) ; x2 + 4y2 - 4x - 8y + (8 - 4b2) = 0         
                                ∴  8 - 4b2  = -92  
                                    ∴  b2  = 25  
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ข้ันท่ี 4 แทน b2 = 25 ลงใน สมการ (*) 

  ∴ x2 + 4y2 - 4x - 8y + (8 - 4b2) = 0 
  ∴ x2 + 4y2 - 4x - 8y + (8 - 4 ⋅ 25) = 0 
  ∴ x2 + 4y2 - 4x - 8y - 92 =  0   
     เทียบกับโจทย์ให้ x2 + Ay2 + Bx + Cy - 92 = 0          
  ∴  A = 4, B = –4, C = – 8 
  จัดรูปกําลังสองสัมบูรณ์ต่อเนื่อง 

             ∴    100
2)  (x 2-  + 25

1)  (y 2-
 
= 1  

             เทียบกับรูปมาตรฐาน 2
2

a
h)  (x -  + 2

2

b
k)  (y -

 
= 1  

   ∴   a2 = 100  ,  b2 = 25       
   ∴    a = 10    ,  b = 5 
 
  (1) ผิด : A + B + C = 4 - 4 - 8 = -8 ≠ 0  
 
  (2)  ผิด : วงรีมี b = 5 และ a = 2b = 10 

  ทําให้ c = 
22 b  a -  = 22 5  10 -  = 5 3  

  ดังนั้น  ความเย้ืองศูนย์กลาง = a
c  = 10

35
 = 2

3
 ≠ 5

3  

 
 (3)  ผิด : วงกลม x2 + y2 - 4x - 2y - 20  =  0 

  มีรัศมียาว 2
20)4( 2)(  4)( 22 ---- +    หน่วย  =  5  หน่วย 

  แต่แกนเอกของวงรียาว 2a = 20 หน่วย 
  ดังนั้น  แกนเอกของวงรียาวกว่ารัศมีของวงกลม 
 

  (4)  ถูก : เนื่องจาก (2, 6) แทนค่าลงใน 100
2)  (x 2-  + 25

1)  (y 2-
 
= 1 แล้วเป็นจริง 

  ∴ จุด P(2, 6) จึงเป็นจุดบนวงรี ให้ F1, F2 เป็นจุดโฟกัสของวงรี 
โดยนิยามของวงรี จะได้ PF1 + PF2 + = 2a = 2(10) = 20 หน่วย ตอบ ข้อ 4. 
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KMK-Pb1.6 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให้ S = [-2, 2] และ r = {(x, y) ∈ S × S | x2 + 2y2 = 2}  
ช่วงในข้อใดต่อไปนี้ไม่เป็นสับเซตของ Dr - Rr 
 1) (-1.4, -1.3)   2) (-1.3, -1.2)  
 3) (1.2, 1.4)   4) (1.4, 1.5) 
 
FPAT-Pb57 (B-PAT1’ต.ค.51) วงรีที่มีจุดศูนย์กลางที่จุด (1, 2) แกนเอกขนานกับแกน X และยาว 6 หน่วย 
แกนโทยาว 4 หน่วย ผ่านจุดในข้อใดต่อไปนี้ 
 1) (0, 1)   2) (2, 0)  
 3) (1, 4)   4) (4, 1) 
 
FPAT-Pb58 (PAT1’ก.ค.52) ให้ E เป็นวงรีที่มีจุดโฟกัสทั้งสองอยู่บนวงกลม C ที่มีสมการเป็น x2 + y2 = 1    
ถ้าวงรี E สัมผัสกับวงกลม C ที่จุด (1, 0) แล้วจุดใดต่อไปนี้อยู่บนวงรี E 
 1) 







2
1 2

1,     2) 






2
5 2

1 ,   

 3) 




 1 3
1 ,    4) 







3
4 3

1 ,  
 

FPAT-Pb59 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ วงรีรูปหนึ่งมีโฟกัสอยู่ที่จุด (±3, 0) และผ่านจุด 







2
212,

 
จุดในข้อใด

ต่อไปนี้อยู่บนวงรีที่กําหนด 

 1) (-4, 0)    2) 







2
25 0,   

 3) (6, 0)   4) (0, -3 2 ) 
 
NaDate-Pb2.31 (PAT1’มี.ค.56)   ให้วงรีมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ (0, 0) และมีโฟกัส F1 และ F2 อยู่บนแกน  X  
จุด A(4, 1) เป็นจุดบนวงรีโดยที่ผลบวกระยะทางจากจุด A(4, 1) ไปยังจุดโฟกัสทั้งสองมีค่าเท่ากับ 6 2   
ให้เส้นตรง L ตัดแกน X ที่จุด (4.5, 0) และสัมผัสกับวงรีที่จุด A(4, 1) ถ้า d เป็นระยะห่างระหว่างจุด (0, 0)   
กับเส้นตรง L แล้วค่าของ d2|AF1||AF2| เท่ากับเท่าใด 
ตอบ........................... 
 
Sigo-Pb1.19 (PAT1’มี.ค.58) กําหนดให้ วงรีรูปหนึ่ง ผ่านจุด (8, 0) มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ (4, -1) และโฟกัสจุด
หนึ่งอยู่ที่ (1, -1)  
      ถ้าพาราโบลารูปหนึ่งมีโฟกัสอยู่ที่จุดปลายของแกนโทของวงรีในควอดรันต์ (quadrant) ที่ 1 และมี    
เส้นไดเรกตริกซ์ทับแกนเอกของวงรี แล้วสมการของพาราโบลารูปนี้ตรงกับสมการในข้อใดต่อไปนี้ 
 1) x2 - 8x + 4y + 13 = 0  2) x2 - 8x - 4y + 20 = 0    
 3) x2 - 8x + 6y - 12 = 0  4) x2 - 8x - 6y + 19 = 0 
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โจทย์ภาคตัดกรวย แนวไฮเพอร์โบลา  
นิยาม  ไฮเพอร์โบลา คือ เซตของจุดบนระนาบที่ค่าสัมบรูณ์ของผลต่างของระยะทางจากจุดใดๆ ไปยังจุดคงที่
ทั้งสองมีค่าที่เท่ากับ 2a 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2
2

a
h)  (x -  - 2

2

b
k)  (y -

 
= 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2

2

a
k)  (y -  - 2

2

b
h)  (x -

 
= 1 

 จุดยอด V = (h + a,  k) 
   V′ = (h – a,  k)  

จุดยอด V  = (h,  k + a) 
  V′ = (h,  k – a) 

 จุดปลายสังยุค B = (h, k + b) 
                       B′ = (h, k – b)  

จุดปลายสังยุค  B = (h + b,  k) 
    B′ = (h – b,  k) 

 จุดโฟกัส F = (h + c,  k) 
    F′ = (h – c,  k) 

จุดโฟกัส F = (h, k + c) 
              F′ = (h, k – c) 

 ความยาวแกนตามขวาง = 2a → อยู่ในแกน X 
 ความยาวแกนสังยุค   =  2b 

ความยาวแกนตามขวาง = 2a → อยู่ในแกน Y 
ความยาวแกนสังยุค   =  2b 

  
 
 
เมื่อ a คือ ระยะ ที่วัดจาก จุดศูนย์กลางไฮเพอร์โบลา จนถึง จุดยอด 
      b คือ ระยะ ที่วัดจาก จุดศูนย์กลางไฮเพอร์โบลา จนถึง จุดปลายแกนสังยุค 
      c คือ ระยะ ที่วัดจาก จุดศูนย์กลางไฮเพอร์โบลา จนถึง จุดโฟกัส 
 
 

   สูตร!   c2 = a2 + b2 

 สูตร   | PF – PF′ | = 2a 
 เมื่อจุด P คือ จุดใดๆ บนไฮเพอร์โบลา 

F′ 
• 

แกนสังยุค 

แกน 
ตาม 
ขวาง • • • • 

Y 

V′ 

(h, k) 

V F 

X 

แกนตามขวาง 

แกนสังยุค 
• 
• 
• 
• 

• 

(h, k) 
V′ 

F 

V 

Y 

X 

F′ 
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 Happy–Pb 6.4 (PAT1’เม.ย.57)  ให้ F เป็นจุดโฟกัสของพาราโบลา 4y = x2 - 6x + 13 
   ไฮเพอร์โบลามีสมบัติต่างๆ ดังนี้ 
  (ก) แกนตามขวางขนานกับแกน Y (ข) จุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด F 
  (ค) จุดโฟกัสอยู่ที่จุด (3, 2 + 2 13 ) (ง) แกนสังยุคยาว 12 หน่วย 
 ข้อใดต่อไปนี้คือสมการของไฮเพอร์โบลา 
  1. 4x2 - 9y2 - 24x + 36y + 144 = 0         
      2.  4x2 - 9y2 - 24x - 36y -36 = 0  
  3.  9y2 - 4x2 - 24x + 36y - 144 = 0        
     4. 9y2 - 4x2 + 24x - 36y + 36 = 0   
 แนวคิด 
 ข้ันท่ี 1 จัดรูปสมการพาราโบลา 4y = x2 - 6x + 13 → (x - 3)2 = 4(y - 1)  
     พาราโบลานี้จึงเป็นพาราโบลาหงาย ที่มีจุดยอด (3, 1) และ c = 1  
     ทําให้จุดโฟกัสของพาราโบลา คือ จุด F(3, 1 + 1) = F(3, 2) 
 
 ข้ันท่ี 2 
  ไฮเพอร์โบลา มีแกนตามขวางขนานกับแกน Y และมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ F(3, 2) 

  ทําให้สมการของไฮเพอร์โบลา ต้องอยู่ในรูป 2

2

a
2)  (y -  - 2

2

b
3)  (x -

 
= 1 

   จากที่จุดโฟกัสของไฮเพอร์โบลาอยู่ที่ (3, 2 + 2 13 ) ทําให้ได้ c = (2 + 2 13 ) - 2 = 2 13    
  และจากที่แกนสังยุคยาว 12 หน่วย จะได้ b = 2

12  = 6  

  เรารู้ว่า a2 + b2 = c2 ฉะนั้น a2 + 62 = (2 13 )2 จะได้ a2 = 16 

   ทําให้ได้สมการของไฮเพอร์โบลา 16
2)  (y 2-  - 36

3)  (x 2-
 

= 1           
   คูณด้วย -144 ; -9(y2 - 4y + 4) + 4(x2 - 6x + 9) = -144           
                             ∴  4x2 - 9y2 - 24x + 36y + 144  = 0  ตอบ ข้อ 1. 
 
KMK-Pb1.10 (PAT1’ต.ค.52) ให้ E เป็นวงรีที่มีโฟกัสอยู่ที่จุดยอดของไฮเพอร์โบลา x2 – y2 = 1  
ถ้า E ผ่านจุด (0, 1) แล้วจุดในข้อใดต่อไปนี้อยู่บน E 

    1) 







2
2 1,-   

     2) (1, 2 )  

     3) 






2
1 1,-   

     4) 







2
31,  
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FPAT-Pb62 (B-PAT1’ต.ค.51)  ให้ F1, F2 เป็นจุดโฟกัสของไฮเพอร์โบลา 2(x - 1)2 - (y - 2)2 = 8  
โดยที่F2อยู่ในควอดรันต์ที่1 วงกลมที่มี F2เป็นจุดศูนย์กลางและผ่านจุด (2 3 , 3) คือวงกลมที่มีสมการดังข้อใด 
 1) (x + (1 + 2 3 )2) = 4y - y2 + 2 2) (x - (1 + 2 3 ))2 = 4y - y2 + 2 
 3) (x + (1 + 2 3 ))2 = 4y - y2 - 2 4) (x - (1 + 2 3 ))2 = 4y - y2 - 2 
 
FPAT-Pb63 (PAT1’ก.ค.52) กําหนด S = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 17} 
  P = {(x, y) | x2 - y2 = 1}   Q = {(x, y) | y2 - x2 = 1} 
ถ้า a ∈ SIP และ b ∈ SIQ แล้วระยะทางที่น้อยที่สุดระหว่าง a และ b เท่ากับเท่าใด 
 1) 3 2  - 4 2) 2 3  - 2 3) 3 2  - 2 4) 2 3  - 4 
 
FPAT-Pb64 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ A = {a | เส้นตรง y = ax ไม่ตัดกราฟ y2 = 1 + x2}  
และ  B = {b | เส้นตรง y = x + b ตัดกราฟ  y2 = 1 - x2 สองจุด}  
เซต {d | d = c2, c ∈ B - A} เท่ากับช่วงใดต่อไปนี้ 
 1) (0, 1) 2) (0, 2) 3) (1, 2) 4) (0, 4) 
 
KAiOU-Pb1.8 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให้วงรี 25x2 + 21y2 + 100x - 42y - 404 = 0 แล้วไฮเพอร์โบลาที่มี
จุดยอดอยู่ที่จุดโฟกัสทั้งสองของวงรีและผ่านจุด (–3, 1 + 8 ) มีสมการตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 5y2 - 4x2 - 10 8 y - 32x - 25 = 0 2) 3y2 - 2x2 - 6 8 y - 8x + 15 = 0 
 3) y2 - 4x2 - 2y - 16x - 19 = 0 4) y2 - 7x2 - 2y - 28x - 28 = 0 
 
SheLL1.8 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดวงกลมรูปหนึ่งมีจุดปลายของเส้นผ่านศูนย์กลางอยู่บนจุดศูนย์กลาง และ     
จุดโฟกัสด้านหนึ่งของไฮเพอร์โบลา 9x2 - 16y2 - 90x + 64y + 17 = 0 แล้ววงกลมดังกล่าวนี้มีพ้ืนที่เท่ากับ  
ข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 4

25π  ตารางหน่วย 2) 2
25π  ตารางหน่วย 3) 4π ตารางหน่วย 4) 5π ตารางหน่วย 

 
NaDate-Pb1.17 (PAT1’มี.ค.56) ให้ 9x2 - 16y2 - 18x + 64y - 199 = 0 เป็นสมการของไฮเพอร์โบลา      
ถ้าพาราโบลารูปหนึ่งมีแกนสมมาตรขนานแกน Y ตัดแกน X ที่จุด (1, 0) และผ่านจุดยอดทั้งสองของ
ไฮเพอร์โบลาที่กําหนดให้ แล้วจุดในข้อใดต่อไปนี้ไม่อยู่บนพาราโบลา 
 1) 







8
1 2,  2) 







2
1 1,-  3) 







2
1 3,  4) 







4
1 4,  

 

Happy–Pb 6.4.2 (สามัญ’57) ให้ F เป็นจุดโฟกัสที่อยู่จตุภาคที่ 1 ของ 9
x2

 - 16
2)  (y 2-  = 1 

แล้ววงกลมที่มีศูนย์กลางอยู่ที่จุด F และสัมผัสกับเส้นกํากับทั้งสองของไฮเพอร์โบลามีรัศมียาวก่ีหน่วย 
ตอบ ......................... 
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สรุปภาพรวม “ความสัมพันธ และฟงกชัน” 
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

 

 
 
1. โจทย์ความสัมพันธ์ แนวอินเวอร์สของความสัมพันธ์ 
 
2. โจทย์ความสัมพันธ์ แนวโดเมนและเรนจ ์
 
3. โจทย์ฟังก์ชัน แนวคํานวณฟังก์ชันธรรมดา VS อินเวอร์ส 
 
4. โจทย์ฟังก์ชัน แนวคอมโพสิต 
 
5. โจทย์ฟังก์ชัน แนวพีชคณิต 
 
6. โจทย์ฟังก์ชัน แนวสมการเชิงฟังก์ชันโอลิมปิก 
 
 
 
 
 

6.07%

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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 โจทย์ความสัมพันธ์ แนวอินเวอร์สของความสัมพันธ์ 
 
 FPAT-Pb77 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ r = {(x, y) | 2y = 3x - 4}  
 ถ้า a, b เป็นค่าคงตัว และ r-1 = {(x, y) | y = ax + b} แล้ว 3a - 4

b  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 3
5  2) 4

3  3) 5
4  4) 3

4  

 
 แนวคิด 
 ตอบ 1) 3

5  

 แนวคิด    
     ข้ันท่ี 1 
              จากโจทย์ r = {(x, y) | 2y = 3x - 4} 
 
               ∴     r-1 = {(x, y) | 2x = 3y - 4}       
               ∴ r-1 = 









+= 3
4  x3

2  y y)(x,    

 
    ข้ันท่ี 2 

          จากขั้นเมื่อก้ี r-1 = 








+= 3
4  x3

2  y y)(x,    

       จากที่โจทย์กําหนดให้ r-1 = {(x, y) | y = ax + b} 
        เทียบสัมประสิทธิ์    ∴  a = 3

2   และ   b = 3
4   

 
     ข้ันท่ี 3 
          ∴  จะหา   3a - 4

b  = 3 





3
2  - 4

1 





3
4  

     = 2 - 3
1  

     = 3
5  

                                           
FPAT-Pb78 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดความสัมพันธ์ r = {(x, y) | x ∈ [-1, 1] และ y = x2}  
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. r-1 = {(x, y) | x ∈ [0, 1] และ y = ± |x| } 
  ข. กราฟของ r ตัดกับกราฟของ r-1 เพียง 2 จุด เท่านั้น 
 ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 

หลักการ จากครู Sup’k 
หลักการหา “อินเวอร์ส” 

 ให้เปลี่ยน x  →  ไปเป็น y  
 ให้เปลี่ยน y  →  ไปเป็น x  
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 โจทย์ฟังก์ชัน แนวคํานวณฟังก์ชันคอมโพสิต VS อินเวอร์ส 
 
 Happy-Pb7.3 (PAT1’เม.ย.57) ให้ f : R → R และ g : R → R 
 
  โดยที่ f(x) = ax + 2 และ g(x) = x3 - 3x(x - 1)  
 
 ถ้า (f-1og-1)(1) = 1 แล้ว (gof)(a) มีค่าเท่าใด 
 
 ตอบ .................................... 
 วิธีลัด 
 
 
 
 
 
 
 
 
  วิธีจริง 
   f : R → R และ g : R → R โดยที่ f(x) = ax + 2 และ g(x) = x3 - 3x(x - 1)  
   ให้ g-1(1) = k  จะได้ g(k) = 1 
  ฉะนั้น k3 - 3k(k - 1) = 1 
    k3 - 3k2 + 3k - 1 = 0 
    (k - 1)3 = 0 
                   k = 1     
  ดังนั้น g-1(1) = 1   
  จาก f(x) = ax + 2 จะได้ f-1(x) = a

2  x -  

  เพราะว่า (f-1og-1)(1) = 1  และ g-1(1) = 1  
  ฉะนั้น                                       f-1(1)  = 1  
                                                a

2  1 -     = 1 
  a = -1 
  จะได้ f(x) = -x + 2 ทําให้ f(a) = f(-1) = -(-1) + 2 = 3   
  ดังนั้น (gof)(a) = g(f(-1)) = g(3) = 33 - 3(3)(3 - 1) = 9 
 
 

สูตร 
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Peach–Pb2.32  (แนว PAT1’ต.ค.55) 
 ให้ f และ g เป็นฟังก์ชันซึ่ง f(x + 5) = x3 - x2 + 2x  และ g-1(2x - 1) = x + 4 
 จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ เมื่อ I แทน เซตของจํานวนเต็ม 
 ก. (f - g)(0) < –169   ข.  {x ∈ I | (gof)(x) + 5 = 0} เป็นเซตว่าง 
 ข้อใดต่อไปนี้สรุปถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก  4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 

KMK-Pb2.3 (PAT1’ต.ค.52) ถ้า f(x) = x
1  และ g(x) = 2f(x) แล้ว จงหา gof(3) + fog–1(3)  

ตอบ........................... 
 
FPAT-Pb66 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ f(x) = 2

x  + 1 และ g(x) = x3,  (f-1og)(3) มีค่าเท่ากับข้อใด 

 1) 16 2) 20 3) 50 4) 52 
 
FPAT-Pb66.1  ให้ f(x) = 6  x

3  x
+
+  และ (f-1og)(x) = 1  x

6x
-

-  ถ้า g(a) = 2 แล้ว a อยู่ในช่วงใด 

 1) [-1, 1) 2) [1, 3) 3) [3, 5) 4) [5, 7) 
 
FPAT-Pb67 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดฟังก์ชัน f(x) = x - 5 และ g(x) = x2  
ถ้า a เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ fog(a) = gof(a) แล้ว (f ⋅ g)(a) มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 1) 18 2) -18 3) 25 4) -25 
 
Happy-Pb7.2 (PAT1’เม.ย.57)  ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง  
 ถ้า f : R → R และ g : R → R เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
 โดยที่ (fog)(x) = 4x - 5 และ g-1(x) = 2x + 1 ทุกจํานวนจริง x 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

ก. 4(f-1og)(2x + 1) = g(x) + 1 ทุกจํานวนจริง x   ข. (g-1o(f-1og))(x) = f-1(x) + 1 ทุกจํานวนจริง x 
ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก  2)  ก. ถูก และ ข. ผิด  3)  ก. ผิด และ ข. ถูก  4)  ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
SiGo-Pb2.42 (PAT1’เม.ย.57) กําหนดให้ R แทนเซตของจํานวนจริง 
      ให้ f : R → R เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
     และ g : R → R เป็นฟังก์ชัน โดยที่ g(x) = 2f(x) + 5 สําหรับทุก x ∈ R 
      ถ้า a เป็นจํานวนจริง ที่ทําให้ (fog-1)(1 + a) = (gof-1)(1 + a)  
      แล้ว a2 เท่ากับเท่าใด   ตอบ........................... 
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 โจทย์ฟังก์ชัน แนวสมการเชิงฟังก์ชันโอลิมปิก 
 
 *NaDate-Pb2.50 (PAT1’มี.ค.56) กําหนดให้ R แทนเซตของจํานวนจริง 
 ถ้า  f : R → R เป็นฟังก์ชัน ซึ่งสอดคล้องกับ (fof)(x) = 4 + x(4 - f(x)) สําหรับทุกจํานวนจริง x 
 แล้วค่าของ f(4) เท่ากับเท่าใด 
 ตอบ .................................. 
 แนวคิด 
   ข้ันท่ี 1  จากโจทย์ f(f(x)) = 4 + x(4 - f(x)) ...(*) 
 
 ข้ันท่ี 2  แทน x = 0 ลงใน (*) 
 จะได้                           f(f(0)) = 4 + 0(4 - f(0)) 
                                      f(f(0)) = 4 ...(#) 
 
 ข้ันท่ี 3   แทน x = f(0) ลงใน (*) 
 จะได้                      f(f(f(0))) = 4 + f(0)(4 - f(f(0))) 
 จาก (#) ; f(4) = 4 + f(0)(4 - 4) 
                                         f(4) = 4 + f(0)(0) 
                   ∴  f(4) = 4  ตอบ 
 
*Happy-Pb7.4 (PAT’เม.ย.57) กําหนดให้  f : R → R และ g : R → R 
 และ f(x + g(y)) = 2x + y + 15 ทุกจํานวนจริง x และ y 
 
 
 
 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

ก. (gof)(x) = 2x + 15 ทุกจํานวนจริง x 
 
 

ข. g(25 + f(57)) = 75 
 
 
     ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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สรุปภาพรวม “เมทริกซ และดีเทอรมินันต” 
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

 

 
 
1. โจทย์เมทริกซ์ แนวพ้ืนฐานและการหาอินเวอร์ส และสมการเมทริกซ์ 
 
2. โจทย์ det ดีเทอร์มินันต์  แนวทฤษฎีของ det ดีเทอร์มินันต์, ไมเนอร์, โคแฟกเตอร์ 
 
3. โจทย์ det ดีเทอร์มินันต์  แนวสูตรของ det ดีเทอร์มินันต์  
 
4. โจทย์ det ดีเทอร์มินันต์  แนวสูตรของ det (adj A) 
 
5. โจทย์ det ดีเทอร์มินันต์  แนว det ของเมทริกซ์บวกกัน 
 
6. โจทย์เมทริกซ์ แนวแก้สมการหลายตัวแปร 
 
 
 
 
 

4.28%

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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 เมทริกซ์ : อินเวอร์สการคูณของเมทริกซ์ (ตัวผกผันของเมทริกซ์) 
  

นิยาม 1.1!!     AA-1 = A-1A = I 
เมทริกซ์ Bn×n เป็นอินเวอร์สการคูณของเมทริกซ์ An×n 
ก็ต่อเมื่อ AB = I = BA เขียนแทนด้วย B = A-1  

  
สูตร 1.2!! ตัวผกผันการคูณของเมทริกซ์ A, อินเวอร์สของเมทริกซ์ A, A-1 สําหรับมิติ n × n 

A-1 = A det
1

 ⋅ adj A 
 

  
สูตร 1.3!! ถ้า A = [ก] → ∴  A-1 = 




ก
1  เมื่อ ก ≠ 0 

 
  

สูตร 1.4!! ถ้า A = 











d  c
b  a  → ∴  A-1 = A det

1








a   c
b  d 

-
-  

 
  
นิยาม 1.6!! สําหรับเมทริกซ์ An×n ขนาดมิติใดๆ 
ถ้า det A = 0 แล้ว จะเรียก เมทริกซ์ A ว่า “เมทริกซ์เอกฐาน”, “Singular Matrix”, “ซิงกูลาร์เมทริกซ์”  

จะหา A-1 ไม่ได้  
  
นิยาม 1.7!! สําหรับเมทริกซ์ An×n ขนาดมิติใดๆ 
ถ้า det A ≠ 0 แล้ว จะเรียก เมทริกซ์ A ว่า “ไม่ใช่เมทริกซ์เอกฐาน”, “Non-singular Matrix”,  
“นอนซิงกูลาร์เมทริกซ์” 

จะหา A-1 ได้  
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 Pb3 ให้ A-1 = 







2   1 
1   1

 
 - , B-1 = 








0    1
1   2 -    จงหา (A – 2B)-1        ตอบ .................... 

 แนวคิด  

 ข้ันท่ี 1 จาก A-1 = 







2   1 
1   1

 
 -  

 

 → A = 1  1  2  1)(
1

⋅⋅ -- 







1   1
1   2 

--
-  → A = 3

1
- 








1   1
1   2 

--
-  → A = 

















3
1   3

1 
3
1   3

2-
 

 

 ข้ันท่ี 2 จาก B-1 = 







0    1
1   2 -  

 → B = 1)(  1  0  2
1

-- ⋅⋅ 










2   1
1   0 

-  → ∴  B = 1
1












2   1
1   0 

-  → ∴  B = 











2   1
1   0 

-  
 

 ข้ันท่ี 3 จะหา (A – 2B)-1 = 

1

2  1
1  0 

2  
3
1   3

1
3
1   3

2-
  

 
-

--
 











































 = 

1

  42
2  0 

  
3
1   3

1
3
1   3

2-
  

 
-

--
 











































 = 

1

3
11-   3

7
3
5-   3

2-
  

  
-

 






























       

 = 























3
5

3
7  3

11
3
2

1
    ----- 
















3
2   3

7
3
5    3

11

  

 

--
-

 = 57
9

















3
2   3

7
3
5    3

11

  

 

--
-

 
 
 
 โจทย์เมทริกซ์ แนวหาอินเวอร์สของ 2 × 2 

TF-PAT4 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดให้ A และ B เป็นเมทริกซ์ที่สอดคล้องกับ 2A - B = 







6   3

   43   

และ A + 2B = 







2    4
2    1

-
-  จงหาว่า (AB)-1 คือ เมทริกซ์ในข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 












4
1   1 
0    1

 

 

-
-

 2) 












1   0
4
1    1
-  3) 













1   1  
0   4

1
-

- 
 4) 













4
1   0
1    1  

 -
-

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sup’k ระวัง!!  
 (A - 2B)-1 = A-1 - 2 ⋅ B-1 
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 โจทย์เมทริกซ์ แนวแก้สมการเมทริกซ์ 
SheLL2.30 (PAT1’ก.ค.53) ให้ a, b, c, d เป็นจํานวนจริง  

ถ้า 3
















d   2
b   5

c

a
 = 













3   1  d
6     5  a

-  + 














 +

2d     2
b  5    4

c

a
  แล้วค่าของ b + c เท่ากับเท่าใด  ตอบ........................... 

 
 
SiGo–2.36 (PAT1’พ.ย.57)  ให้ X และ y เป็นจํานวนจริง ที่สอดคล้องกับ 

                       












|y|  x   2
1     |x|
-  + 2 












|y|  1

3   y
-  = 

t
 y 7     7    
0      x  10







 +
-  

     ค่าของ x + y เท่ากับเท่าใด      ตอบ........................... 
 
KAiOU-Pb2.7 (PAT1’มี.ค.53) ให้ x, y, z และ w สอดคล้องกับสมการ 









   w1

0   1  
- 








y   0
1   x

 
-

 = 







     yz

1   2y -








   w1

0   1  
-  

ค่าของ 4w - 3z + 2y - x เท่ากับเท่าใด   ตอบ........................... 
 
 

BRAN-Pb1.12 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให้ A = 







1   1
1    1

-  และ B = 







z   y

   yx
  

ถ้า A-1BA = 







   40 

0   2-
 แล้วค่าของ xyz เท่ากับเท่าใดต่อไปนี้ 

 1) -3 2) -1 3) 0 4) 1 
 
 

KMK-Pb1.11 (PAT1’ต.ค.52) กําหนดให้ X = 
















z
y
x

 สอดคล้องกับสมการ AX = C 

เมื่อ A = 
















2   1   0 
1   0   2
1   2   1 

 

 

- , B = 
















0        41
1   0   2
0    1   1

 -
-

 และ C = 
















3 
2
2 

 

 

-   

ถ้า (2A + B)X = 
















c
b
a

 แล้ว a + b + c มีค่าเท่าใดต่อไปนี้ 

 1) 3 2) 6 3) 9 4) 12 
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 โจทย์ det ดีเทอร์มินันต์ :  ทฤษฎีของ det ดีเทอร์มินันต์  
  
สูตร 3.1!! ดีเทอร์มินันต์ของเมทริกซ์ของเมทริกซ์ขนาด 2 × 2  
A = [5]  → ∴  det A = |[5]| = 5  
B = [-7]  → ∴  det B = |[-7]| = -7 
  
 

 
สูตร 3.2!! ดีเทอร์มินันต์ของเมทริกซ์ของเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 

C = 







2   4
5   9

     → ∴ det C = 2    4
 5   9 

 = 9 × 2 - 4 × 5 = 18 - 20 = -2  

D = 







7    5 
4   2

 
--

 → ∴ det D = 2      4
 4   2 --

 = (-2) × 7 - (-4) × 5 = –14 + 20 = 6 
  

สูตร 3.3!! กําหนดให้ A = 


















i   hg   
f   e   d
c   b   a

 

 จะได้ det A = 
i   hg    
f   e   d 
 c   b   a 

 

 = 
i   hg    
f   e   d 
 c   b   a 

 

 

∴  det A = a ⋅ e ⋅ i + b ⋅ f ⋅ g + c ⋅ d ⋅ h - g ⋅ e ⋅ c - h ⋅ f ⋅ a - i ⋅ d ⋅ b 
      ระวัง! สูตรคูณลงตอบเลย คูณขึ้นใส่ลบซ้อน ใช้ได้เฉพาะ 2 × 2, 3 × 3  

 
TF-PAT1 (B-PAT1’ต.ค.51) ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง 

ถ้า X = 


















2   b   3
1   a   2
3   2   1

 และ Y = 


















3   2   1
3   b   2
3   a   2

 

โดยที่ X และ Y ไม่มีตัวผกผัน แล้ว a + b เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) -1 2) -2 3) -3 4) -4   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sup’k ระวัง!!  
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 โจทย์ det ดีเทอร์มินันต์ : สูตรของไมเนอร์, โคแฟกเตอร์ 
  
นิยาม 4.1 กําหนดให้เมทริกซ์ A = [aij]n×n โดยที่ aij ∈ R และ n เป็นจํานวนเต็มที่มากกว่า 2 
  ไมเนอร์ของ aij คือ ดีเทอร์มินันต์ของเมทริกซ์ที่เกิดจากการตัดแถวที่ i และหลักที่ j ออกไป  
   เขียนแทน ไมเนอร์ของ aij ด้วย M(aij), Mij(A)  

  
นิยาม 4.2 กําหนดให้ A = [aij]n×n โดยที่ aij ∈ R และ n เป็นจํานวนเต็มที่มากกว่า 2 
  โคแฟกเตอร์ของ aij คือ (-1)i+j ⋅ Mij(A) 
  เขียนแทน โคแฟกเตอร์ของ aij ด้วย C(aij) , Cij(A) 
  

 

เช่น A = 


















3  1   0   1
   42   3  2

2   1   1   1
0      40   2

 

  

-
-  → ∴  M13(A) = 

3  1  0   1 
   42   3  2 

2   1   1    1 
 0      40   2 

   

 

-
-  = 

3   2   1 
   43  2 

 2   1   1 

 

 
-  = –5  

 
→ ∴  C13(A) = (-1)1+3M13(A) = (-1)4M13(A) = (-1)4(-5) = -5 
 
 

 TF-PAT2 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ A = 
















    y1   2
2   x   2
1   2   1
 
-

 โดยที่ x และ y เป็นจํานวนจริง  

 ถ้า C11(A) = 13 และ C21(A) = 9 แล้ว det (A) มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) -33 
 2) -30 
 3) 30 
 4) 33 
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 โจทย์ det ดีเทอร์มินันต์ : สูตรของ det ดีเทอร์มินันต์  
กําหนดให้ A, B และ C เป็นเมทริกซ์จัตุรัสมิติ n × n และ k เป็นค่าคงที่ใดๆ 
 
 
 
 
 
 

 Happy-Pb8.1 (PAT1’เม.ย.57) กําหนดเมทริกซ์ A = 







   4b

a   1
 และ I = 








1   0
0   1

  

  เมื่อ a, b เป็นจํานวนจริง โดยที่ ab ≠ 0   
  ถ้า 2(A - I)-1 = 4I - A แล้วพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   ก. ab = 2 
   ข. det (3A2AtA-1) = 324 
     ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
  1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
  3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 แนวคิด 

 กําหนด A = 







   4b

a   1
 และ I = 








1   0
0   1

  โดยที่ ab ≠ 0 

 จะได้  A - I = 







3   b
a   0

 ทําให้ (A - I)-1 = ab  0(3)
1
- 








0    b
a   3 

-
-

 = 
















0   a
1  

b
1   ab

3

  

 -
 

 

 ก. ผิด : เพราะว่า 2(A - I)-1 = 4I - A ฉะนั้น 
















0   a
2  

b
2   ab

6

  

 -
 = 








0    b
a   3 

-
-

 

   จะได้ - ab
6  = 3 และ b

2  = -a และ b
2  = -b 

   ดังนั้น  a = -2  
      
 ข. ถูก : เมื่อ ab = -2 จะได้  
 
 
 
 

 det (AB) = det A ⋅ det B 
 det (cA) = cn ⋅ (det A) 
 det I = 1, det 0  = 0 

 det (At) = det A 
 det (A-1) = (det A)-1 
 det (An) = (det A)n 

 det (-A) = det A , n = คู่ 
 det (-A) = - det A , n = ค่ี 
 det (A ± B) ≠ det A ± det B 
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NaDate-Pb2.33 (PAT1’มี.ค.56) ให้ S เป็นเซตของจํานวนจริง x ทั้งหมดที่ทําให้เมทริกซ์ 



















x   0    2
3   1   x
7   2   4

-
-

 เป็นเมทริกซ์เอกฐาน  

และให้ y เท่ากับผลบวกของสมาชิกทั้งหมดในเซต S 

ถ้า A = 











   y1

1    y
-  แล้วค่าของ det 

1t1tA
-

-




































  เท่ากับเท่าใด 

ตอบ .............................. 
 
 
DJton–Pb15.1 (แนว PAT1’ต.ค.55) ให้ A, B, C เป็นเมทริกซ์ ซึ่ง det B ≠ 0 

ถ้า  A = 


















7   8   2
0   6   1
0   0  5  

 และ det (B-1CBt) = -4  จงหาค่าของ  det (CtAC)  ตอบ .............................. 

 
 
KAiOU-Pb2.6 (PAT1’มี.ค.53) ให้ A และ B เป็นเมทริกซ์ที่มีขนาด 2 × 2  

โดยที่ 2A - B = 











6    5 
4   4

 

--
 และ A - 2B = 












0    4 
8   5

 

--
 ค่าของ det (A4B-1) เท่ากับเท่าใด 

ตอบ........................... 
 
 

KMK-Pb 1.12 (PAT1’ต.ค.52) ถ้า det 
































 1

5   1   3
2   2   0
0   x   0

2
 

-

 = 1  x
1
-  แล้ว x มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 1 2) 2 3) 3 4) 4 
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 โจทย์ det ดีเทอร์มินันต์ แนว det (adj A) 
 
 AVATAR-Pb14.1 (แนวข้อสอบตรงเข้าแพทย์ กสพท) กําหนด A เป็นเมทริกซ์ 3 × 3  
ที่มี det (A) = 2  

 จงหา det (adj(adj (A)))          ตอบ........................... 
 แนวคิด & เทคนิค 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Peach-Pb2.34 (แนว PAT1’ต.ค.55) กําหนดให้ A เป็นเมทริกซ์ที่มีมิติ 3 × 3 โดยที่ det (A) ≠ 0 
 จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ว่า ถูก หรือผิด 
  ก. det (A3) = det (adj A) 
  ข. ถ้า A2 = 2A แล้ว det A = 2 
 ข้อใดต่อไปนี้สรุปถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
* RaChiNee–Pb11.7  (สามัญ’57) ให้ A = [aij] เป็นเมทริกซ์ขนาด 3 × 3 และ det(A)  0 

     ถ้า [Mij(A)] 
















20 5
4 2 3
2  11

  
-

-

 

และ A-1 = [bij] แล้ว b11 + b12 + b13 มีค่าเท่าใด   ตอบ 

.......................... 
 
Sigo–Pb1.21 (PAT1’มี.ค.58) กําหนดให้ A และ B เป็นเมทริกซ์มิติ 3 × 3 
      โดยที่ det(A) > 0, det(AadjA) - 2(det(A)2 - 3det(A) = 0 และ AB = I   
      เมื่อ I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์การคูณมิติ 3 × 3 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) 7det(B) - det(At) < 0 (ข) det(2A - 3adjB) = 2  
      ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก 2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก 4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด 
 
 

Tips จากครู Sup’k 
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โจทย det ดีเทอรมินันต : แนวใชสูตรของเมทริกซบวกกัน  

Happy-Pb8.2 (PAT1’มี.ค.57)  กําหนดให้ A = 











1   0
2   1
-
-

, I = 











1   0
0   1

 และ B เป็นเมทริกซ์ใดๆ มิติ 2 × 2 

   ให้  x  เป็นจํานวนจริงที่สอดคล้องกับ det (A2 + xI) = 0 
   พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
   ก. det (A + xI) = 0   ข. det (A2 + xI - B) = det (Bt) 
    ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก และ ข. ผิด   3) ก. ผิด และ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
MARARine-Pb27.2  (PAT1’มี.ค.54) กําหนดให้ x เป็นจํานวนเต็ม 

 และ A = 












xx
12x  เป็นเมทริกซ์ ที่มี det (A) = 3 

 ถ้า B เป็นเมทริกซ์มีมิติ 2 × 2 โดยที่ BA + BA-1 = 2I เมื่อ I เป็นเมทริกซ์ 
 เอกลักษณ์การคูณมิติ 2 × 2 แล้วค่าของ det (B) อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 
 1) [1, 2]               2) [-1, 0] 3) [0, 1]       4) [-2, -3] 
  
TF-PAT3 (PAT1’ก.ค.52) ให้ A เป็นเมทริกซ์มิติ 2 × 2 โดยที่ det (A) = 4 และ I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์  
ถ้า A - 3I เป็นเมทริกซ์เอกฐาน แล้ว det (A + 3I) มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 1) 12 2) 16 3) 20 4) 26 
 
BRAN-Pb2.36 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให้ X เป็นเมทริกซ์ที่สอดคล้องกับสมการ 













3 4
21 -  + 4X = 













3 1   0
21   2 -



















1   3
   41 

2   3 

-
 

แล้วค่าของ det (2Xt ⋅ (X + Xt)) เท่ากับเท่าใด     
ตอบ........................... 
 

SheLL1.12 (PAT1’ก.ค.53) กําหนดให้ A = 











1   0
1   0

, B = 











0   0
1    1

 และ C = 











2   0
1   1

 

-
  

ค่าของ det (2At + BC2 + BtC) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) -1 2) 0 3) 2 4) 6 
 

SheLL2.31 (PAT1’ก.ค.53) ให้ a, b, c, d, t เป็นจํานวนจริง ถ้า A = 












d   c
b   a

 โดยที่ det (A) = t ≠ 0  

และ det (A + t2A-1) = 0 แล้วค่าของ det (A - t2A-1) เท่ากับเท่าใด   ตอบ........................... 
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NaDate-Pb 1.13 (PAT1’มี.ค.56)  กําหนดให้ A และ B เป็นเมทริกซ์ มีมิติ 3 × 3 โดยที่ det (A) = 2 

และ B = 


















   y2  0
x   1  0
2   3   1  

-
-  เมื่อ x และ y เป็นจํานวนจริง 

ถ้า AB + 3A = 2I เมื่อ I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ ที่มีมิติ 3 × 3 แล้ว x + y เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 0 2) -1 3) -2 4) -2.5 
 
เมทริกซ์ผูกผันของ A, adj (A) 
 
 นิยาม 2.1 เมทริกซ์ผูกพันของ A คือ adj A 
 กําหนดให้ A = [aij]n×n จะได้ adj A = [Cij]t  
 
 
 
โจทย์เมทริกซ์ แนวหาอินเวอร์สของ 3 × 3 
 

 KMK-Pb2.11 (PAT1’ต.ค.52) ให้ A = 


















1   2   1 
0   8   3

   42   1 

 

 

-
-   

 สมาชิกแถวที่ 3 หลักที่ 1 ของ A-1 เท่ากับเท่าใด ตอบ........................... 

 แนวคิด   ข้ันท่ี 1 หา  det A = 
1   2   1  
0   8   3

   42   1  

-
-  = -70 ≠ 0 ซึ่งสามารถหาอินเวอร์สได้ 

 ข้ันท่ี 2 ใช้สูตร    A-1 = A det
1  (adj A)

 

   
A-1 = 70

1
-  ⋅ (adj A) 

 ∴  A-1 =  70
1

-  ⋅ 

t

333231
232221
131211

C   C  C
C   C  C
C   C   C

 

 



















 
→ A-1=

  70
1

-  ⋅ 


















333231
232221
131211

C   C  C
C   C  C
C   C   C

 

  = 























70
C   70

C   70
C

70
C   70

C   70
C

70
C   70

C   70
C

332313

322212

312111

---

---

---
 

 ∴ สมาชิกแถวที่ 3 หลักที่ 1 ของ A-1 = 70
C13
-  = 70

M  (-1) 13
31

-
⋅+

 = 70
1-  2   1  
0   8  3

   42   1  
  (-1)

  

  31

-

-⋅+

 

  
=

 70
2   1  
8  3

  (-1)
 

  31

-

-
⋅+

 = 70
8  1  2  3)(  (-1) )(31

-
-- ⋅⋅⋅+

 = 0.2 
 

สูตร 2.3    A ⋅ adj A = adj A ⋅ A = (det A)I 

นิยาม 2.2   adj A = 

t

333231
232221
131211

C   C  C
C   C  C
C   C   C

 

 



















 



 
 
 

คณิตศาสตร์ (152) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

TF-PAT6 (B-PAT1’ต.ค.51) กําหนดให้ A = [aij]3×3  

เป็นเมทริกซ์ ที่มี A-1 = 


















1   2   1 
0   8   3

   42   1 

 

 

-
-

 
แล้ว จงหาค่าของ a23 

 1) 0 2) 70
16  3) 70

32  4) 70
12  

 

TF-PAT7 (PAT1’มี.ค.52) ให้ At = 


















   41    0
0   1   1 
3   2   2

 

-
-

 จงหาสมาชิกในแถวที่ 2 และหลักที่ 3 ของ A-1 

 1) - 3
2  2) -2 3) 3

2  4) 2 
 
 
Happy-Pb8.3 (สามัญ’57) ให้ A = [aij]3×3 และ det (A) > 0  

ถ้า [Mij (A)] = 


















2    0   5
4   2   3
2    1   1

 

 -
-

 และ A-1 = [bij] แล้ว b11 + b12 + b13 มีค่าเท่าใด 

ตอบ........................... 
 
 โจทย์เมทริกซ์ แนวแก้สมการหลายตัวแปร  
TF-PAT8 (B-PAT1’ต.ค.51) ถ้า a, b และ c เป็นจํานวนจริงที่ทําให้ 
 a - b + 2c = 9  ,  2a + b - c = 0  ,  3a - 2b + c = 11 
แล้ว a มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 1) -4 2) -2 3) 2 4) 4 
 
TF-PAT9 (PAT1’มี.ค.52) กําหนดให้ x, y, z สอดคล้องกับระบบสมการ 
 2x - 2y - z = -5  ,  x - 3y + z = -6  ,   -x + y - z = 4 
ข้อใดต่อไปนีถู้ก 
 1) x2 + y2 + z2 = 6   2) x + y + z = 2 

 3) xyz = 6   4) z
xy  = -2 

 
TF-PAT10 (PAT1’ก.ค.52) กําหนดให้ a, b, c เป็นจํานวนจริงที่สอดคล้องกับระบบสมการ 
  2a - 2b - c = 1    ,   a - 3b + c = 7    ,   -a + b - c = -5 
แล้วค่าของ a

1  + b
2  + c

3  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 0 2) 3 3) 6 4) 9 
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 สรุปภาพรวม “โจทยตรีโกณมิติ” 
เนนเฉพาะที่ออกขอสอบ 

 

 
 
1.  โจทย์ตรีโกณมิติ  แนวสูตรตรีโกณประยุกต์ 
 
2.  โจทย์ตรีโกณมิติ  แนว (sin θ + cos θ) VS  (sin θ ⋅ cos θ) 
 
3.  โจทย์ตรีโกณมิติ  แนวอินเวอร์สตรีโกณ 
 
4.  โจทย์ตรีโกณมิติ แนวกฎของ sin VS กฎของ cos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10.00% 

แนวโน้มการออกข้อสอบ
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 โจทย์ตรีโกณมิติ แนวสูตรตรีโกณประยุกต์ 
 สูตร 8.1! สูตรผลบวกหรือผลต่างของมุม  

 
 
  
cos (A + B) = cos A ⋅ cos B - sin A ⋅ sin B 
cos (A - B) = cos A ⋅ cos B + sin A ⋅ sin B  

 
sin (A + B) = sin A ⋅ cos B + cos A ⋅ sin B 
sin (A - B) = sin A ⋅ cos B - cos A ⋅ sin B  

  
tan (A + B) = B  tan A  tan 1

B  tan A tan
⋅

+
-      

,    tan (A - B) = B  tan A  tan 1
B  tan A tan

⋅+
-  

 
 

พิสูจน์   tan (A + B) = B)  (A cos
B)  (A sin

+
+  = B sin A sin  B cos A cos

B sin A cos  B cos A sin
-
+  = 

B cos A cos
B sin A sin  B cos A cos
 B cos A cos

B sin A cos  B cos A sin 
-
+

 

   = 
B cos A cos
B sin A sin  B cos A cos

B cos A cos
B cos A cos
B sin A cos  B cos A cos

B cos A sin 

-
+

 = 
B cos A cos
B sin A sin  B cos

B cos
B cos
B sin  A cos

A sin 

-
+

 = B  tanA  tan 1
B  tan A tan

-
+  

  
cot (A + B) = A cot  B cot

1  B cot  A cot
+
⋅ -  , cot (A - B) = A cot  B cot

1  B cot  A cot
-

+⋅  
 

 
 
 Hormone Pb1.1 (PAT1’มี.ค.57) ถ้า x และ y เป็นจํานวนจริงที่สอดคล้องกับสมการ   
 3 sin (x - y) = 2 sin (x + y) แล้ว (tan3 x) (cot3 y) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 8       
 2) 27 
 3) 64       
 4) 125 
 
 
 
 
 
 
 
 

sin2 A + cos2 A = 1 
1 + tan2 A = sec2 A 
1 + cot2 A = cosec2 A 
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FPAT-Pb81 (PAT1’ก.ค.52) จงหาว่า o

o

10 sin
30 sin  - o

o

10 cos
30 cos  มีค่าเท่าใด 

 1) -4    
 2) -2  
 3) 2    
 4) 4 
  
  
 
 
 
 
 
 
SheLL1.13 (PAT1’ก.ค.53) ถ้า sin 15° และ cos 15° เป็นคําตอบของสมการ x2 + ax + b = 0  
แล้วค่าของ a4 - b เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) -1  
 2) 1  
 3) 2  
 4) 1 + 3 2       
 
 
 
 
 
KMK-Pb2.5 (PAT1’ต.ค.52) ถ้า 1 - cot 20° = o25 cot  1

x
-

 แล้ว x มีค่าเท่าใด 

ตอบ........................... 
 
 
 
 
 
 
 
 

ลัด
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 *KAiOU-Pb2.5 (PAT1’มี.ค.53) ค่าของ ooo

oo

36 cos  18  tan36 sin
72 cos  36 cos

+

-  เท่ากับเท่าใด 

 ตอบ...........................  
 วิธีเร็วกว่า 

ลัด

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 วิธีจริง  ooo

oo

36 cos  18  tan36 sin
72 cos  36 cos

+

- = 
o

o

oo

oo

36 cos  
18 cos
18 sin 36 sin

18 sin 54 sin 2

-
 

 = oooo

ooo

18 cos 36 cos  18 sin 36 sin
18 cos 18 sin 54 sin 2

+
 = 

)18  (36 cos
18 cos 18 sin 54 sin 2

oo

ooo

-
 

 = o

ooo

18 cos
18 cos 18 sin 54 sin 2  = 2 sin 54° sin 18° = 2 cos 36° cos 72° 

 = o

ooo

36 sin
72 cos 36 cos 36 sin 2  = o

oo

36 sin
72 cos 72 sin  = o

oo

36 sin 2
72 cos 72 sin 2  

 = o

o

36 sin 2
144 sin = 2

1  = 0.5 
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 สูตรมุม 2A . 
  
 
       
  
  
  
 
พิสูจน์ 
จาก สูตร sin (A + B)  = sin A ⋅ cos B + cos A ⋅ sin B 
  แทนค่า มุม B  = มุม A 
จะได้เป็น sin (A + A)  = sin A ⋅ cos A + cos A ⋅ sin A 
 ∴  sin (2A)  = 2 ⋅ sin A ⋅ cos A จบ 
 
 
 
 

 แนวบทกลับของมุม 2A . 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 cos 2A = cos2 A - sin2A 
  = 2 ⋅ cos2 A - 1  
  = 1 - 2 ⋅ sin2 A 

  = 
A  tan 1
A  tan 1

2
2

+

-  

sin 2A = 2 sin A ⋅ cos A 

  = 
A  tan 1

A  tan 2
2+

⋅  
tan 2A = 

A  tan 1
A  tan 2

2-
⋅   

cot 2A = A cot  2
1  A cot2

⋅
-   

 
sin2 A = 2

2A cos  1 -  
 
พิสูจน ์ 
จาก cos 2 A = 1 – 2 ⋅ sin2 A 
 
∴  2 ⋅ sin2 A = 1 – cos 2A 
 

 ∴  sin2 A = 2
2A cos  1 -  

 
cos2A = 2

2A cos  1 +  
 
พิสูจน ์ 
จาก cos 2A = 2 ⋅ cos2 A – 1 
 
∴  cos 2A + 1 = 2 ⋅ cos2 A 
  

2
2A cos  1 +  = cos2 A 

  
tan2A = 2A cos  1

2A cos  1
+
-  

 
พิสูจน ์ 

 tan2 A = 
A cos
A sin

2
2

 

 

 tan2 A = 
2

2A cos  1
2

2A cos  1

+

-
 

 

 tan2 A = 2A cos  1
2A cos  1

+
-  
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 โจทย์ตรีโกณประยุกต์ แนวสูตรมุมสองเท่า 
 NaDate-Pb1.9 (PAT1’มี.ค.56)  พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

  ก. oo

oo

10 sin  10 cos
10 sin  10 cos

+

-  = sec 20° - tan 20° 

 
  ข. 3

 
cot 20° = 1 + 4 cos 20° 

 
  ข้อใดต่อไปนีถู้กต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 
 2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก 
 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
***BRAN-Pb2.32 (PAT1’ต.ค.53)  
ให้ (sin 1°)(sin 3°)(sin 5°) ⋅ ... ⋅ (sin 89°) = n2

1  

ค่าของ 4n เท่ากับเท่าใด     ตอบ......................... 
 
 
 
FPAT-Pb83 (B-PAT1’ต.ค.51) ถ้า θ

θ+
  tan 1
  tan 1

-   = θ
θθ+

2 cos
 sin  cos A  1  แล้ว A มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 1 2) 2 3) 4 4) 6 
 
 
 

***SheLL2.29 (PAT1’ก.ค.53) ค่าของ 
∑

∑

=

=
44

1n

44

1n

n sin 

n cos 

o

o

 – 
∑

∑

=

=
44

1n

44

1n

n cos 

n sin 

o

o

 เท่ากับเท่าใด ตอบ........................... 
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 สูตรมุม 3A และ บทกลับ . 
 
  sin 3A = 3 ⋅ sin A – 4 ⋅ sin3 A 
  cos 3A = 4 ⋅ cos3 A – 3 ⋅ cos A 

  tan 3B = 
B  tan 3  1

B  tan B  tan 3
2

3

⋅
⋅

-
-  

  cot 3A = 
1  A cot  3

A cot  3  A cot
2

3

-
-

⋅
⋅  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Hormone Pb1.2 (PAT1’เม.ย.57) ถ้า cos 5θ = a cos5 θ + b cos3 θ + c ⋅ cos θ  
 เมื่อ θ เป็นจํานวนจริงใดๆ 
 แล้ว a2 + b2 + c2 มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 ตอบ ........................... 
 
 วิธีลัด  
 
 
 
 
 
 
 
 

         มีวิธีจริง อยู่หน้าถัดไป 

sin3 A = 4
3A sin  A sin 3 -  

cos3 A = 4
3A cos  A cos 3 +  

เทคนิค เพลงสูตรคณิต จากครู Sup’k . 
      ค่า cos 3B ก็คือ    4 ⋅ cosกําลัง three ลบด้วย  three   แล้ว ก็คูณ cos มุม B 

 แต่บอกตอนนี้  ไม่รู้      จะเร็วไปหรือไม่ ก็ยังไม่รู้ว่า       เธอคิดเช่นไร 
 
     ค่า cos 4D ต้องมีตัวเลข  ................ .............................................................. 

 ถ้าบอกคํานั้น แล้วเธอตอบมาว่า ไม่ใช่ ถ้าเป็นแบบนี้ ก็คงจะเดินหนีไป 
 
 cos มุม 5B  ……………………………………………………..…………………. 

  มองกันให้ดี  เธอก็คงรู้    ในความห่วงใย    ฉันมีอะไรซ่อนอยู่    ที่ยังไม่รู้ คือ เธอนั้นคิดอย่างไร 
 



 
 
 

คณิตศาสตร์ (160) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

 
 วิธีจริงท่ี 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 วิธีจริงท่ี 2 
 ให้ z = cos θ + i sin θ  

 จะได้ (cos θ + i sin θ)5 = cos5 θ + 









1
5

(cos θ)4(i sin θ) 

    + 









2
5

(cos θ)3(i sin θ)2  

    + 









3
5

(cos θ)2(i sin θ)3 + 









4
5

(cos θ)(i sin θ)4 + (i sin θ)5 

  cos 5θ + i sin 5θ = cos5 θ + 5i cos4 θ sin θ - 10 cos3 θ sin2 θ - 10i cos2 θ sin3 θ  
    + 5 cos sin4 θ + i sin5 θ 
 
  cos 5θ + i sin 5θ = cos5 θ - 10 cos3 θ sin2 θ + 5 cos θ sin4 θ  
    + i(5 cos4 θ sin θ - 10 cos2 θ sin3 θ + sin5 θ) 
 เทียบส่วนจริง 
 จะได้       cos 5θ = cos5 θ - 10 cos3 θ sin2 θ + 5 cos θ sin4 θ 
   = cos5 θ - 10 cos3 θ (1 - cos2 θ) + 5 cos θ (1 - cos2 θ)2 
   = cos5 θ - 10 cos3 θ + 10 cos5 θ + 5 cos θ (1 - 2 cos2 θ + cos4 θ) 
   = 11 cos5 θ - 10 cos3 θ + 5 cos θ - 10 cos3 θ + 11 cos5 θ 
   = 16 cos5 θ - 20 cos3 θ + 5 cos θ         
 เทียบกับรูปแบบ cos 5θ  = a cos5 θ + b cos3 θ + c cos θ 
 จะได้   a = 16, b = -20 , c = 5 
 ดังนั้น     a2 + b2 + c2 = 256 + 400 + 25  =  681 ตอบ 
 

Tips จากครู Sup’k 
ใช้เทคนิค จํานวนเชิงขั้ว 
และทวินามช่วยจัดรูปสูตร 
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 โจทย์ตรีโกณประยุกต์ แนว (sin θ + cos θ) VS (sin θ ⋅ cos θ) 
 
 NaDate-Pb2.28  (PAT1’มี.ค.56) กําหนดให้ x เป็นจํานวนจริง โดยที่ sin x + cos x = 3

4  

 ถ้า (1 + tan2 x) cot x = b
a  เมื่อ a และ b เป็นจํานวนเต็ม โดยที่ ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ 1  

 แล้ว a2 + b2 เท่ากับเท่าใด 
 ตอบ ..............................  
  แนวคิด & เทคนิค 
    เนื่องจาก sin x + cos x = 3

4  

  (sin x + cos x)2 = 9
16  

  sin2 x + cos2 x + 2 sin x cos x = 9
16  

  1 + 2 sin x cos x = 9
16  

  sin x cos x = 18
7  

  เพราะว่า (1 + tan2 x) cot x = 












+

x cos
x sin  1 2

2
x sin
x cos  

    = x sin
x cos  + x cos

x sin  

    = x cos x sin
x sin  x cos 22 +  

    = 
 18

7 
1  

   (1 + tan2 x)cot x = 7
18  

  เพราะว่า  ห.ร.ม. ของ 18 และ 7 เท่ากับ 1 
  จึงได้  a = 18, b = 7 
  ∴  a2 + b2 = 182 + 72 = 373 ตอบ 

 
 
KAiOU-Pb1.7 (PAT1’มี.ค.53) กําหนดให้ x เป็นจํานวนจริง ถ้า sin x + cos x = a และ sin x – cos x = b 
แล้วค่าของ sin 4x เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 2

1 (a3b - ab3)   2) 2
1 (ab3 - a3b) 

 3) ab3 - a3b   4) a3b - ab3 
 
 
 
 

Tips จากครู Sup’k 
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KMK-Pb2.6 (PAT1’ต.ค.52) 
ถ้า (sin θ + cos θ)2 = 2

3  เมื่อ 0 ≤ θ ≤ 4
π  แล้ว arccos (tan 3θ) มีค่าเท่าใด 

ตอบ .............................. 
 

FPAT-Pb82 (PAT1’มี.ค.52) ถ้า cos θ - sin θ = 3
5  แล้วค่าของ sin 2θ เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 13
4  2) 13

9   3) 9
4  4) 9

13
 

  
 BRAN-Pb2.33 (PAT1’ต.ค.53) กําหนดให้ a เป็นจํานวนจริง และสอดคล้องกับสมการ 

5(sin a + cos a) + 2 sin a cos a = 0.04 
 จงหาค่าของ 125(sin3 a + cos3 a) + 75 sin a cos a ตอบ.............. 
 วิธีจริง  
 ให้ x = sin a + cos a และ y = sin a cos a  
 จากโจทย์จะได้ 5x + 2y = 0.04  ...(1) 
 เนื่องจาก  x2 = (sin2 a + cos2 a) + 2 sin a cos a = 1 + 2y = 1 + sin 2a 
 ฉะนั้น   x2 = 1 + 2y  ...(2) 
 พิจารณา x2 = 1 + sin 2a จะได้ 0 ≤ x2 ≤ 2 ฉะนั้น - 2  ≤ x ≤ 2  
 (1) + (2) ; x2 + 5x = 1.04 
    x2 + 5x - 1.04 = 0 
    (x + 5.2)(x - 0.2) = 0 
    x = 0.2, -5.2 
 แต่ - 2  ≤ x ≤ 2  จึงได้ x = 0.2 เท่านั้น 
 ส่งผลให้ y = 2

1 ((0.2) - 1) = -0.48 

 เพราะว่า  sin3 a + cos3 a = (sin a + cos a)(sin2 a - sin a cos a + cos2 a) 
     = x(1 - y) 
 
  ∴  125 (sin3 a + cos3 a) + 75 sin a cos a = 125x(1 - y) + 75y 
    = 125(0.2)(1 - (-0.48)) + 75(-0.48) 
    = 37 - 36 
    = 1 ตอบ 
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โจทย์ตรีโกณประยุกต์ แนว (sin θ + cos θ) VS (sin θ ⋅ cos θ) 
 
 Peach-Pb1.2  (แนว PAT1’ต.ค.55) สําหรับ จํานวนจริง θ ใดๆ 
 ให้ a และ b เป็นค่ามากที่สุดของ cos4 θ - sin4 θ และ 3 ⋅ sin θ + 4 ⋅ cos θ ตามลําดับ 
 จงหาค่าของ a + b 
 ตอบ ................. 
         แนวคิด & เทคนิค จากครู Sup’k 
 
 
                      

 สูตร 22.1! สูตร ผลบวก ผลต่าง → ผลคูณ . 
  
sin A + sin B = 2 sin 





 +

2
B  A  cos 







2
B  A -  = 2 sin (half sum) cos (half diff) 

sin A - sin B = 2 cos 




 +

2
B  A  sin 







2
B  A -  = 2 cos (half sum) sin (half diff) 

cos A + cos B = 2 cos 




 +

2
B  A  cos 







2
B  A -  = 2 cos (half sum) cos (half diff) 

cos A - cos B = -2 sin 




 +

2
B  A  sin 







2
B  A -   = -2 sin (half sum) sin (half diff) 

 
 

 สูตร 23.1! สูตร ผลคูณ → ผลบวก ผลต่าง . 
  
2 sin A cos B = sin (A + B) + sin (A - B) = sin (sum) + sin (diff) ก 
2 cos A sin B = sin (A + B) - sin (A - B)  = sin (sum) - sin (diff) ก 
2 cos A cos B = cos (A + B) + cos (A - B)  = cos (sum) + cos (diff) 
-2 sin A sin B = cos (A + B) - cos (A - B)  = cos (sum) - cos (diff)  

Tips จากครู Sup’k 
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 Hormone Pb1.3 (PAT1’มี.ค.57) กําหนดให้ θ เป็นจํานวนจริงใดๆ 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
 ก. 16 sin3 θ cos2 θ = 2 sin θ + sin 3θ - sin 5θ 

 
 
 
 ข. sin 3θ = (sin 2θ + sin θ)(2 cos θ - 1) 
  
 
 
 
 
  ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 วิธีลัด 
 
 
 
 
 
 วิธีจริง 
     ก. ถูก 2 sin θ + sin 3θ - sin 5θ = (sin 3θ + sin θ) - (sin 5θ - sin θ) 
     = (2 sin 2θ cos θ) - (2 cos 3θ sin 2θ) 
     = (2 sin 2θ)(cos θ - cos 3θ) 
     = (4 sin θ cos θ)(-2 sin 2θ sin (-θ)) 
     = (4 sin θ cos θ)(4 sin θ cos θ sin θ) 
     = 16 sin3 θ cos2 θ 
  ข. ถูก (sin 2θ + sin θ)(2 cos θ - 1) = (2 sin θ cos θ + sin θ)(2 cos θ - 1) 
     = (sin θ)(2 cos θ + 1)(2 cos θ - 1) 
     = (sin θ)(4 cos2 θ - 1) 
     = (sin θ)(4 - 4 sin2 θ - 1) 
     = 3 sin θ - 4 sin3 θ 
     = sin 3θ 

Tips จากครู Sup’k 



 

 โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 ________________________________________คณิตศาสตร์ (165) 

Peach-Pb2.22 (แนว PAT1’ต.ค.55) จงพิจารณาความถูก ผิดของข้อความต่อไปนี้ 

  ก. cos 5
π  + cos 5

3π  + cos π = 2
1  

  ข. tan 16
7π  – tan 8

3π  = cosec 8
π  

 ข้อใดต่อไปนี้สรุปถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก   2) ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3) ก. ผิด และ ข. ถูก   4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
Hormone Pb1.14 (PAT1’มี.ค.57) ให้ sin θ - sin 2θ + sin 3θ = 0 โดยที่ 0 < θ < 2

π  

  ถ้า a = θθ
θθ

2 cos   cos
2  tan  tan

-
-  และ b = θθθ

θθθ
++
++

5 cos   4cos  3 cos
5 sin   4sin  3 sin    

  แล้วค่าของ a4 + b4 เท่ากับเท่าใด 
  ตอบ…………………  
 
 
 
 
Sigo-Pb1.14 (PAT1’มี.ค.58) ถ้า α และ θ เป็นจํานวนจริง โดยที่ 0 < θ < α < 90°   
 และสอดคล้องกับสมการ tan(α + θ) = 5tan(α - θ)  
 แล้ว (sin2θ)(cosec2α) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 6

5     2) 4
5   

 3) 2
3     4) 3

2  
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 Hormone Pb1.14 (PAT1’มี.ค.57) ให้ sin θ - sin 2θ + sin 3θ = 0 โดยที่ 0 < θ < 2
π  

  ถ้า a = θθ
θθ

2 cos   cos
2  tan  tan

-
-  และ b = θθθ

θθθ
++
++

5 cos   4cos  3 cos
5 sin   4sin  3 sin    

  แล้วค่าของ a4 + b4 เท่ากับเท่าใด 
  ตอบ…………………  
 
 ตอบ 0153.00   
 แนวคิด 
                              sin θ - sin 2θ + sin 3θ = 0   
    (sin 3θ + sin θ) - sin 2θ = 0 
 ใช้สูตรเปลี่ยนผลบวก ไปเป็นผลคูณ ; 2 sin 2θ cos θ - sin 2θ = 0 
                                                       (sin 2θ)(2 cos θ - 1) = 0 

 เพราะว่า 0 < θ < 2
π  จะได้ 0 < 2θ < π ฉะนั้น sin 2θ ≠ 0 

 จึงได้ว่า                       2 cos θ - 1    = 0 

    cos θ = 2
1  

    θ = 3
π  

 

 จะได้     a  =  
3
2 cos  3 cos
3
2  tan 3 tan
ππ

ππ

-
-

  =  







2
1  2

1
)3(  3

 --
--  = 2 3  

    b = θθθ
θθθ

++
++

5 cos   4cos  3 cos
5 sin   4sin  3 sin    

     = θθθ
θθθ

+
+

 4cos   cos  4cos 2
 4sin   cos  4sin 2    

     = tan 4θ  =  tan 3
4π   =  3  

        ∴  a4 + b4  = (2 3 )4 + ( 3 )4   
     = 144 + 9  =  153 
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โจทย์ตรีโกณมิติ แนวอินเวอร์สตรีโกณ    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

สูตร 3.1!! arctan x + arctan y = arctan xy  1
 y x

-
+          เมื่อ - 2

π  < arctan x + arctan y < 2
π  

สูตร 3.2!! arctan x + arctan y = arctan xy  1
 y x

-
+  + π  เมื่อ 2

π  < arctan x + arctan y 

สูตร 3.3!! arctan x + arctan y = arctan xy  1
 y x

-
+  - π  เมื่อ arctan x + arctan y < - 2

π  

 

 สูตร 3.4!! arctan x – arctan y = arctan xy  1
 y x

+
-  

 
 
 
 
 
 

สูตร 35.1! ระวังเง่ือนไขของ x ด้วย  
arcsin (-x) = -arcsin x 
arccos (-x)  = π - arccos x 
arctan (-x)  = -arctan x 
arccot (-x)  = π - arccot x 
arccosec (-x)  = -arccosec x 
arcsec (-x)  = π - arcsec x 
 

สูตร 35.2! ระวังเง่ือนไขของ x ด้วย 
arcsin x

1  = arccosec x 

arccos x
1  = arcsec x 

arctan x
1  = arccot x 

arccot x
1  = arctan x 

arccosec x
1

 
= arcsin x 

arcsec x
1  = arccos x 

 สูตร 35.3!! 
arcsin (sin x)  = x เมื่อ - 2

π  ≤ x ≤ 2
π  

arccos (cos x)  = x เมื่อ 0 ≤ x ≤ π 
arctan (tan x)  = x เมื่อ - 2

π  < x < 2
π  

arccot (cot x)  = x เมื่อ 0 < x < π 
arccosec (cosec x) = x เมื่อ x ∈ 





 π 0 , 2 - U 



 π

2 , 0  

arcsec (sec x)  = x เมื่อ x ∈ 




 π

2 , 0 U 



 ππ  , 2  
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 Sigo-Pb2.32 (PAT1’พ.ย.57) 
  ให้ A = cos15° + cos87° + cos159° + cos231° + cos303°     

 และ B = sin 







+ 5
4arccos  8

15arctan    

 ถ้า A + B =  b
a  โดยที่ a และ b เป็นจํานวนเต็มบวก ซึ่ง ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ 1 

 แล้ว  a + b เท่ากับเท่าใด 
 ตอบ…………………  
 แนวคิด & เทคนิค จากครู Sup’k 
    ขั้นที่ 1 
 
 
 
 
 
    ขั้นที่ 2 
  A = cos15° + (cos159° + cos231°) + (cos87° + cos303°)  
   = cos15° + 2cos195°cos36° + 2cos195°cos108°  
   = cos15° + 2cos195°(cos36° + cos108°)  
   = cos15° - 2cos15°(2cos72°cos36°)  

    = cos15° - 2cos15° 













o
ooo

sin36
sin36cos362cos72     

   = cos15° - 2cos15° 













o
oo

sin36
sin72cos72    

   = cos15° - 2cos15° 













o
oo

2sin36
sin722cos72      

   = cos15° - 2cos15° 













o
o

2sin36
sin144      

   = cos15° - (2cos15°) 






2
1      

     = 0 
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 Peach-Pb1.26 (แนว PAT1’ต.ค.55) จงหาค่าของ sec2 






 +⋅ 7

1 arctan  3
1 arctan  2  

 ตอบ ............................... 
  แนวคิด & เทคนิค จากครู Sup’k 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

BRAN-Pb2.31 (PAT1’ต.ค.53) จงหา 





 +






 +

13
12 arctan  13

5 arcsin sin
9
7 arctan  3

1 arccot  5
1 arccot tan -

 ตอบ ............................... 

 
 
 
 

Hormone Pb1.4 (PAT1’มี.ค.57) cot 











 +
32
6  1 arccos  3

2 arccos -  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 3
2  2) 3

1  3) 32
6  1 +  4) 3  
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 MEP-Pb1.3.2 (สามัญ) sin2 (2 ⋅ arctan 2 ) มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 ตอบ ............................... 
 แนวคิด & เทคนิค จากครู Sup’k 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

MEP-Pb1.3 (แนวสามัญ)    cos 




























11
)2 arctan (2sec arcsin

2

 
มีค่าเท่ากับเท่าใด 

ตอบ ............................... 
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โจทย์ตรีโกณประยุกต์ แนวสมการอินเวอร์สตรีโกณ  
 
 
 
 
 
 
 Hormone Pb1.5 (สามัญ’57) ผลบวกของคําตอบของสมการ 2 arcsin (x2 - 3x + 1) + π = 0  
 เท่ากับเท่าใด ตอบ .......................................... 
 แนวคิด         2 arcsin (x2 - 3x + 1) + π = 0 
            2 arcsin (x2 - 3x + 1) = -π 
            arcsin (x2 - 3x + 1) = - 2

π  

            x2 - 3x + 1 = -1 
            x2 - 3x + 2 = 0 
                                      (x - 1)(x - 2) = 0 →  ∴  x = 1, 2 ตรวจคําตอบแล้วผ่าน 
  ดังนั้น   ผลบวกของคําตอบของสมการ = 1 + 2 = 3 
 
 
 FPAT-Pb87 (B-PAT1’ต.ค.51) จํานวนคําตอบที่แตกต่างกันของสมการ arcsin x = 2 arccos x มีก่ีค่า          
 1) 1  2) 2 3) 3 4) 4 
 วิธีทํา & เทคนิค 
 
 

Peach-Pb2.39 (แนว PAT1’ต.ค.55) ให้ arcsec x = 2 ⋅ arccos 5
2  - arcsin 17

1     

แล้วจงหาค่าของ cot 




 +π x arcsec  2  

 1) - 9
13  2) 9

13
 

3) - 16
13  4) 16

13  
 

FPAT-Pb89 (PAT1’ก.ค.52) ถ้า arcsin (5x) + arcsin (x) = 2
π  แล้ว tan (arcsin x) มีค่าเท่าใด 

 1) 5
1  2) 5

1  3) 3
1  4) 3

1  
 
FPAT-Pb88 (PAT1’มี.ค.52) ให้ -1 ≤ x ≤ 1 เป็นจํานวนจริง ซึ่ง arccos x - arcsin x = 2552

π   

แล้วค่าของ sin 





 π
2552  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 2x 2) 1 - 2x2 3) 2x2 - 1 4) -2x 

สูตรลัด จากครู Sup’k I สูตรลัด จากครู Sup’k II 



 
 
 

คณิตศาสตร์ (172) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

SheLL1.6 (PAT1’ก.ค.53) ให้ x เป็นจํานวนจริง ถ้า arcsin x = 4
π   

แล้วค่าของ sin 




 +π )(x arccos  15

2  อยู่ในช่วงใดต่อไปนี้ 

 1) 






2
1 , 0  2) 














2
1 , 2

1  3) 













2
3 , 

2
1  4) 







 1 , 2
3

 
 
KAiOU-Pb2.4 (PAT1’มี.ค.53) ให้ α และ β เป็นมุมแหลมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

โดยที่ tan α = b
a  ถ้า cos 

















+ 22 b  a
a arcsin  + sin 

















+ 22 b  a
a arccos  = 1 

แล้ว sin β มีค่าเท่ากับเท่าใด  ตอบ..................................  
 
 
 NaDate-Pb1.10 (PAT1’มี.ค.56) ถ้า x เป็นจํานวนจริงที่มากสุด โดยที่ 0 < x < 1  

 และสอดคล้องกับ arctan (1 - x) + arccot 





2x
1  = 2 arcsec x)  2x(1  1 -+

  

  
แล้วค่าของ cos πx  ตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) -1 2) 0 3) 2
1  4) 2

3    
 ตอบ 3)   
 แนวคิด ให้ y = arcsec x)  2x(1  1 -+ , 0 < x < 1 → sec y = x)  2x(1  1 -+  
   ทําให้ tan y = x)  2x(1 -  ดังนั้น y = arctan x)  2x(1 -

    ต่อไปแก้สมการ 
    arctan (1 - x) + arccot 






2x
1  = 2 arcsec x)  2x(1  1 -+

     arctan (1 - x) + arctan (2x) = 2 arctan x)  2x(1 -  
    tan (arctan (1 - x) + arctan (2x)) = tan (2 arctan x)  2x(1 - )  

    x)(2x)  (1  1
2x  x)  (1

--
- +  = x)  2x(1  1

x)  2x(12
--
-  

    22x  2x  1
x  1
+

+

-
 = 22x  2x  1

x)  2x(12
+-

-  

    1 + x = 2 x)  2x(1 -  
    1 + 2x + x2 = 4(2x - 2x2) 
    9x2 - 6x + 1 = 0 
   ∴  (3x - 1)2 = 0 → x = 3

1  ตรวจคําตอบแล้วผ่าน 

   ∴  จะหาค่าของ cos πx = cos 3
π  = 2

1
 
ตอบ 
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NaDate-Pb2.32 (PAT1’มี.ค.56) กําหนดให้ 0 < θ < 2
π   

โดยที่ θ = arctan 











 +
x  1
1  x

-
 - arctan x  เมื่อ 0 < x < 1  

ค่าของ tan θ + cot θ เท่ากับเท่าใด ตอบ.................................. 
                                                                                                                                                        
 โจทย์ตรีโกณประยุกต์ แนวกฎของ sin VS กฎของ cos 
 

 สูตร 42.1! สูตรของพื้นท่ีสามเหลี่ยม . 
  
    พ้ืนที่ ∆ ABC = 2

1 a ⋅ b ⋅ sin Ĉ  

    พ้ืนที่ ∆ ABC = 2
1 b ⋅ c ⋅ sin Â  

    พ้ืนที่ ∆ ABC = 2
1 a ⋅ c ⋅ sin B̂  

 
 
 
 
 
 

 สูตร 42.21! กฎของ sin .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 สูตร 42.3! กฎของ cos . 
 
        
        
 
 
 
 

กฎของ cos 
a2 = b2 + c2 - 2 ⋅ bc ⋅ cos A 
b2 = a2 + c2 - 2 ⋅ ac ⋅ cos B 
c2 = a2 + b2 - 2 ⋅ ab ⋅ cos C 

กฎของ sin 

A sin
a
ˆ  = 

B sin
b
ˆ  = 

C sin
c
ˆ  

A

BC a ซม.

c ซม.b ซม.

A

BC a ซม.

c ซม.b ซม.

A

BC a ซม.

c ซม.b ซม.
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 โจทย์ตรีโกณประยุกต์ แนวกฎของ sin 
 
 BRAN-Pb1.7 (PAT1’ต.ค.53) ให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยม ดังรูป 
 ถ้า CBAˆ  = 30°, CABˆ  = 135° 
 และ AD และ AE แบ่ง CABˆ    
 ออกเป็น 3 ส่วนเท่าๆ กัน แล้ว BC

EC  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1)  3
1    2) 3   

 3) 2
1    4) 2  

 
 แนวคิด 
 ใน ∆ABC  
 จะได้ BCAˆ  = 180° - 135° - 30° = 15° 
 
 โดยกฎของไซน์ 

 ได้    AC
30 sin o

 = BC
135 sin o

 
 
   2(AC)

1  = 
(BC)2
1  

   BC = 2 (AC) 
 

 ใน ∆ACE จะได้ EACˆ  = 3
135o  = 45° 

 และ CEAˆ  = 180° - 45° - 15° = 120° 
 

 โดยกฎของไซน์ได้ AC
120 sin o

 = EC
 45sin o

 
 

   2(AC)
3  = 

(EC)2
1  

 

   EC = 
3

(AC)2  
 
   EC = 

3
BC   →  ∴   BC

EC  = 
3
1  

 
 
 

A

B D E C

A

B D E C

45°45°

30° 120° 15°
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 โจทย์ตรีโกณประยุกต์ แนวกฎของ sin ผสมกฎของ cos 
 
 Duem-Pb2.8 (แนว PAT1’ธ.ค.54) กําหนดให้รูปสามเหลี่ยม ABC มีด้านตรงข้ามมุม A, B, C ยาว a, b, c 
ตามลําดับ และ (sin A - sin B + sin C)(sin A + sin B + sin C) = 3 sin A sin C 

 จงหาค่าของ B sec 3  B cosec 3 22 +  
 ตอบ ................... 
  แนวคิด & เทคนิค 
  ข้ันท่ี 1 ใน ∆ABC โดยกฎของ sin 
 

  A sin
a  = B sin

b  = C sin
c   

 

 ∴ A sin
a  = B sin

b  = C sin
c  = สมมติตัวแปรเพ่ิม = k 

          ∴ A sin
a  = k , B sin

b  = k , C sin
c  = k  

 ∴ k
a  = sin A , k

b  = sin B , k
c  = sin C  → (*) 

 
  ข้ันท่ี 2 จากโจทย์กําหนดให้ 
  (sin A - sin B + sin C)(sin A + sin B + sin C) = 3 sin A sin C 

   แทนจาก (*) ;   







+ k
c  k

b  k
a - 








++ k
c  k

b  k
a  = 3 ⋅

 

k
a

 ⋅

 

k
c  

    





 +

k
c  b  a - 






 ++

k
c  b  a  = 3 ⋅

 

2k
ca   ⋅   

    (a - b + c)(a + b + c) = 3 ⋅

 

a ⋅

 

c 
    ((a + c) - b)((a + c) + b) = 3ac 
    (a + c)2 - b2 = 3ac 
    a2 + 2ac + c2 - b2 = 3ac 
    a2 - ac + c2 = b2 
    a2 + c2 - b2 = ac 
 
 ข้ันท่ี 3 จากขั้นที่แล้ว a2 + c2 - b2 = ac 

    นํา 2ac หารทั้งสองข้าง ∴  2ac
b  c  a 222 -+  = 2ac

ac  

     ∴  2ac
b  c  a 222 -+  = 2

1  

  โดยกฎของ cos ; ∴  cos B = 2
1  

    ∴  B = 60° ตอบ 

สูตรลัด จากครู Sup’k 
 

กฎของ cos 

b2 = a2 + c2 - 2 ⋅

 

ac ⋅

 

cos B 
 

จัดรูปใหม่ 
∴ 2 ac ⋅

 

cos B = a2 + c2 - b2 
∴  cos B = 2ac

b  c  a 222 -+  
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NaDate-Pb1.16 (PAT1’มี.ค.56) กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมใดๆ  
ถ้าด้านตรงข้ามมุม A ยาว 14 หน่วย, ความยาวของเส้นรอบรูปสามเหลี่ยมเท่ากับ 30 หน่วย  
และ 3 sin B = 5 sin C แล้ว sin 2A เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) - 2
1

 
2) - 2

3  3) 2
1  4) 2

3    

 
 
 
Hormone Pb1.6 (PAT1’เม.ย.57) ให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมที่มีมุม B และ C เป็นมุมแหลม  
และสอดคล้องกับ 
 ก. 25 cos B - 13 cos C = 15 
 ข. 65 (cos B + cos C) = 77 
 ค. ความยาวด้านที่อยู่ตรงข้ามมุม C ยาว 20 หน่วย 
จงหาความยาวเส้นรอบรูปของ ∆ABC  
ตอบ ......................................... 
 
 
 
 
 
Hormone Pb1.7 (PAT1’มี.ค.57) กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมใดๆ 
โดยที่ความยาวตรงข้ามมุม A, มุม B, มุม C เท่ากับ a หน่วย b หน่วย และ c หน่วย ตามลําดับ  
ถ้ามุม A มีขนาดมากกว่า 90° , มุม B มีขนาด 45° 
และ 2 c = ( 3  - 1)a แล้ว cos2 (A - B - C) + cos2 B + cos2 C เท่ากับเท่าใด 
ตอบ ......................................... 
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เฉลยคําตอบ ชีทติวแบรนดซัมเมอรแคมป ในสวนของครู Sup’k 
 
*NichTor–Pb1.2   ตอบ 2    NichTor–Pb1.3   ตอบ  5 Sigo-Pb1.3.2   ตอบ 1277 
NaDate-Pb2.48 ตอบ 10 SheLL2.46  ตอบ x = 3 SheLL2.47  ตอบ x = 9 
SheLL2.4 ตอบ x = 3 BRAN-Pb1.25  ตอบ 1) TF-PAT119  ตอบ 4) 
TF-PAT120  ตอบ 2) TF-PAT123  ตอบ 3) TF-PAT124  ตอบ 3) 
BRAN-Pb1.20  ตอบ 4) KAiOU-Pb1.24  ตอบ 4) SheLL2.49  ตอบ 208 
NaDate-Pb2.49  ตอบ 6 QET-G-Pb26.1  ตอบ 4) QET-G-Pb23.2  ตอบ 1) 
QET-G-Pb23.3  ตอบ 4) VetaNaDate-Pb1.25  ตอบ 2) Sup’k-Pb2.29.1  ตอบ 2 ตัว 
Sup’k-Pb2.29.2  ตอบ 2 ตัว FPAT-Pb14  ตอบ 2) Sigo-Pb15.1  ตอบ 66 
FPAT-Pb1  ตอบ 1) FPAT-Pb3  ตอบ 2) SheLL1.11  ตอบ 2) 
AVATAR-Pb5.1  ตอบ 2) KMK-Pb1.8  ตอบ 2) KAiOU-Pb1.12  ตอบ 2) 
FPAT-Pb4  ตอบ 3) NaDate-Pb2.27  ตอบ 20 NaDate-Pb2.30  ตอบ 4 
BRAN-Pb2.27  ตอบ 13 KAiOU-Pb2.2  ตอบ 5 SheLL2.27  ตอบ 2 
Happy-Pb2.2   ตอบ 4 Sigo–Pb2.3   ตอบ  11 SheLL1.14  ตอบ 2) 
FPAT-Pb9  ตอบ 1) FPAT-Pb8  ตอบ 2) KAiOU-Pb1.10  ตอบ 1) 
FPAT-Pb7  ตอบ 4) BRAN-Pb1.10  ตอบ 3)  BRAN-Pb1.11  ตอบ 1) 
FPAT-Pb11  ตอบ 3) NaDate-Pb2.29  ตอบ 5 KMK-Pb 2.10 ตอบ 4 
FPAT-Pb12  ตอบ 3) KMK-Pb2.9  ตอบ 6 Happy-Pb 3.2   ตอบ 5  
Happy-Pb 3.3   ตอบ 3 Sigo-Pb 3.4   ตอบ 4  NaDate-Pb1.12  ตอบ 3) 
SheLL1.1  ตอบ 2) KMK-Pb1.2  ตอบ 1) FPAT-Pb17 ตอบ 2) 
FPAT-Pb18  ตอบ 2) iOU-Pb1.1  ตอบ 4) Happy-Pb 4.3  ตอบ 1) 
Sigo-Pb 4.4   ตอบ 1)  NaDate-Pb1.3  ตอบ 2) Happy-Pb4.4   ตอบ 2) 
Sigo-Pb1.2   ตอบ 3) KAiOU-Pb1.2  ตอบ 3) FPAT-Pb21  ตอบ 4) 
KMK-Pb1.1  ตอบ 4) FPAT-Pb22  ตอบ 1) FPAT-Pb32  ตอบ 2) 
Sigo-Pb 1.20  ตอบ 2)  FPAT-Pb34  ตอบ 1) FPAT-Pb35  ตอบ 2) 
FPAT-Pb36  ตอบ 4) FPAT-Pb37  ตอบ 4) KMK-Pb1.4  ตอบ 1) 
FPAT-Pb39  ตอบ 1) FPAT-Pb41  ตอบ 1) FPAT-Pb43  ตอบ 3) 
FPAT-Pb42  ตอบ 1) KMK-Pb1.5  ตอบ 2) KAiOU-Pb1.4  ตอบ 1) 
BRAN-Pb1.3  ตอบ 4) FPAT-Pb46  ตอบ 4) FPAT-Pb45  ตอบ 2) 
SheLL1.4  ตอบ 3) NaDate-Pb1.4  ตอบ 3) Sigo-Pb1.5.  ตอบ 2)  
KAiOU-Pb1.15  ตอบ 1) KAiOU-Pb1.9  ตอบ 4) FPAT-Pb49  ตอบ 1) 
SheLL1.9  ตอบ 2) Sigo-Pb 1.17  ตอบ 1) BRAN-Pb1.8  ตอบ 4) 
NaDate-Pb1.8  ตอบ 4) KMK-Pb1.9  ตอบ 2) AN-Pb2.34  ตอบ 17 
FPAT-Pb50  ตอบ 1) FPAT-Pb54  ตอบ 1) FPAT-Pb55  ตอบ 4) 
FPAT-Pb56  ตอบ 3) KMK-Pb2.8  ตอบ 8 KMK-Pb1.6  ตอบ 4) 
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FPAT-Pb57  ตอบ 3) FPAT-Pb58  ตอบ 4) FPAT-Pb59  ตอบ 1) 
NaDate-Pb2.31  ตอบ 162 Sigo-Pb1.19    ตอบ 4) KMK-Pb1.10  ตอบ 1) 
FPAT-Pb62  ตอบ 4) FPAT-Pb63  ตอบ 1) FPAT-Pb64  ตอบ 3) 
KAiOU-Pb1.8  ตอบ 3) SheLL1.8  ตอบ 1) NaDate-Pb1.17  ตอบ 4) 
FPAT-Pb77  ตอบ 1) FPAT-Pb78  ตอบ 1) KMK-Pb 2.3  ตอบ 7.5 
FPAT-Pb66  ตอบ 4) FPAT-Pb66.1  ตอบ 3) FPAT-Pb67  ตอบ 2) 
Happy-Pb7.2   ตอบ 1) SiGo-Pb2.42  ตอบ 36 KAiOU-Pb2.22  ตอบ 7 
KAiOU-Pb1.5  ตอบ 2) SheLL2.28  ตอบ 1 SheLL1.18  ตอบ 1) 
TF-PAT4  ตอบ 4) SheLL2.30  ตอบ 4 SiGo–2.36   ตอบ 3 
KAiOU-Pb2.7  ตอบ 6 BRAN-Pb1.12  ตอบ 1) KMK-Pb1.11  ตอบ 3) 
TF-PAT1  ตอบ 2) TF-PAT2  ตอบ 4) KAiOU-Pb2.6  ตอบ 32 
KMK-Pb1.12  ตอบ 4) AVATAR-Pb14.1  ตอบ 16 Peach-Pb2.34   ตอบ 4) 
*RaChiNee–Pb11.7 ตอบ 10

3  Sigo–Pb1.21   ตอบ 2) TF-PAT3  ตอบ 4) 

BRAN-Pb2.36  ตอบ 396 SheLL1.12  ตอบ 3) SheLL2.31  ตอบ 4 
NaDate-Pb1.13  ตอบ 4) TF-PAT6  ตอบ 4) TF-PAT7  ตอบ 3) 
KMK-Pb2.11  ตอบ 0.2 TF-PAT8  ตอบ 3) TF-PAT9  ตอบ 1) 
TF-PAT10  ตอบ 1) SheLL1.13  ตอบ 3) KMK-Pb2.5  ตอบ 2 
KAiOU-Pb2.5  ตอบ 0.5 FPAT-Pb83  ตอบ 2) SheLL2.29  ตอบ 2 
KAiOU-Pb1.7  ตอบ 3) KMK-Pb2.6  ตอบ 0 FPAT-Pb82  ตอบ 3) 
Peach-Pb2.22   ตอบ 3) Hormone Pb1.14   ตอบ 153 Sigo-Pb1.14   ตอบ 4)  
BRAN-Pb2.31  ตอบ 1 Hormone Pb1.4   ตอบ 4) FPAT-Pb87  ตอบ 1) 
FPAT-Pb89  ตอบ 1) FPAT-Pb88  ตอบ 2) SheLL1.6  ตอบ 4) 
KAiOU-Pb2.4  ตอบ 0.5 NaDate-Pb2.32  ตอบ 2 NaDate-Pb1.16  ตอบ 2) 
Hormone Pb1.6  ตอบ 54 Hormone Pb1.7   ตอบ 2 
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ตารางวิเคราะหขอสอบ PAT 1 ส่ีปลาสุด 
 

PAT 1 
(บทท่ีออก/ปี) 

2/58 1/58 2/57 1/57 2/56 1/56 2/55 1/55 รวม เฉลี่ย 

ตรีโกณมิติ 33 34 35 37 29 36 24 37 265 11.04%
ลําดับอนุกรม  29 32 30 36 31 35 30 36 259 10.79%
สถิติ  32 30 34 34 24 31 34 31 250 10.42%
แคลคูลัส  28 27 34 36 22 28 30 29 234 9.75% 
เอกซ์โพ-ลอการิทึม  37 42 22 28 29 31 24 16 229 9.54% 
เซต  17 18 8 6 22 24 15 17 127 5.29% 
ฟังก์ชัน  9 15 20 13 24 9 15 12 117 4.88% 
จํานวนจริง  17 20 20 11 18 5 7 19 117 4.88% 
วิธีนับ  15 6 22 12 14 5 21 17 112 4.67% 
จํานวนเชิงซ้อน  13 14 6 16 10 12 21 12 104 4.33% 
เมตริกซ์  12 10 12 12 12 12 12 12 94 3.91% 
ภาคตัดกรวย  12 12 12 12 15 6 9 10 88 3.54% 
ทบ.จํานวนเบื้องต้น  12 6 8 16 12 16 14 1 85 3.48% 
เวกเตอร์  3 6 11 6 12 7 10 14 69 2.88% 
ตรรกศาสตร์  9 12 8 10 4 8 5 10 66 2.75% 
เรขาคณิตวิเคราะห์  6 6 6 3 3 18 3 11 56 2.33% 
ความน่าจะเป็น  6 4 6 6 8 7 10 8 55 2.29% 
กําหนดการเชิงเส้น  6 6 6 6 5 5 5 5 44 1.83% 
ความสัมพันธ์  4 0 0 0 6 5 11 3 29 1.21% 
ทบ.ทวินาม  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0% 
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ตารางแสดงจํานวนและร้อยละของผู้เข้าสอบ GAT/PAT ครั้งท่ี 1/2558 (พฤศจิกายน 2557) ในช่วงคะแนนต่างๆ 
จํานวนตามรายวิชา 

 

 
 
Checklist 
 1. ลําดับอนันต์และอนุกรมอนันต์ 
  - ลิมิตของลําดับ 
  - ลําดับเรขาคณิตอนันต์ 
  - ลําดับเศษส่วนย่อยอนันต์  
 2. สถิติ 
  - การวิเคราะห์ข้อมูลเบื้องต้น (การแจกแจงความถี่, ค่ากลาง, ค่าวัดการกระจาย)  
  - การแจกแจงปกติ (ค่ามาตรฐาน, พ้ืนที่ใต้โค้งปกติ) 
  - ความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างข้อมูล  
 3. แคลคูลัสเบื้องต้น 
  - ลิมิตและความต่อเนื่อง (Mix จํานวนจริง, กรณฑ์) 
  - อนุพันธ์และปฏิยานุพันธ์ตรงๆ (Mix ฟังก์ชัน) 
  - เส้นสัมผัสกราฟ, ค่าตํ่าสุดและค่าสูงสุด (Mix เรขาคณิตวิเคราะห์) 
  - พ้ืนที่ใต้กราฟ (Mix ภาคตัดกรวย)  
 4. ความน่าจะเป็น 
  - การเรียงสับเปลี่ยน (ของไม่ซ้ํา, ของซ้ํา) แบบมีเง่ือนไข 
  - การหยิบส่ิงของพร้อมกัน และการจัดหมู่ 
  - ความน่าจะเป็น (Mix เซต)  
 5. จํานวนเชิงซ้อน 
  - สมการจํานวนเชิงซ้อน (Mix เรขาคณิตวิเคราะห์, ภาคตัดกรวย) 
  - พิกัดเชิงขั้วเดอมัวฟ์ (Mix ตรีโกณมิติ, เวกเตอร์) 
  - สมการพหุนาม (Mix จํานวนจริง)  
 6. กําหนดการเชิงเส้น (Mix เรขาคณิตวิเคราะห์) 
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ลําดับและอนุกรม (Sequence & Series) 
 

29-36 Marks 
1. ลิมิตของลําดับและอนุกรมอนันต 
 (Limit of Infinite Sequence & Series) 
 
 • ลําดับอนันต์ (Infinite Sequence) คือ ฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็นเซตของจํานวนเต็มบวกและเรนจ์เป็น
สับเซตของจํานวนจริง นิยมแทน f(x) ด้วย an เรียกว่าลําดับพจน์ที่ n หรือพจน์ทั่วไปในรูป a1, a2, a3, ..., an, ...  
 • ลิมิตของลําดับอนันต์ หรือ 

∞→n
lim an หาโดยการแทนค่า n ด้วย ∞ ลงไป 

  หากแทนแล้วได้รูปแบบกําหนดหาค่าไม่ได้ (Indeterminate Form) ∞
∞  หรือ ∞ - ∞ แก้ได้ 3 วิธี 

คือ 
  - ฟังก์ชันตรรกยะ (พิจารณาเฉพาะพจน์ที่มีดีกรีสูงสุด) 
  - ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล (พิจารณาเฉพาะพจน์ที่มีฐานสูงสุด) 
  - กรณฑ์อนันต์ลบกัน (คูณและหารด้วยสังยุค หรือประมาณโดยใช้กําลังสองสมบูรณ์)  
 • ลําดับอนันต์ที่หาค่าลิมิตได้ เรียกว่า ลําดับลู่เข้า (Convergent Sequence) 
  ลําดับอนันต์ที่หาค่าลิมิตไม่ได้ เรียกว่า ลําดับลู่ออก (Divergent Sequence)  
 • อนุกรมอนันต์ (Infinite Series) คือ ผลบวกของลําดับทุกพจน์ แทนด้วย 
  

∞→n
lim  = a1 + a2 + a3 + ... + an + ... 

 
 • อนุกรมอนันต์ที่หาค่าลิมิตได้ เรียกว่า อนุกรมลู่เข้า (Convergent Series) 
  อนุกรมอนันต์ที่หาค่าลิมิตไม่ได้ เรียกว่า อนุกรมลู่ออก (Divergent Series)  
 • สูตรสัญลักษณ์แทนการบวก (Sigma) ที่ควรจํา 

  ∑
=

n

1i
c  = nc ∑ ⋅

=

n

1i iac    = c ∑
=

n

1i ia  ∑
=

±
n

1i
)b  (a ii  = ∑

=

n

1i ia  ± ∑
=

n

1i ib  

  ∑
=

n

1i
i  = 1 + 2 + 3 + ... + n = 2

n  (n + 1) 

  ∑
=

n

1i
2i  = 12 + 22 + 32 + ... + n2 = 6

n (n + 1)(2n + 1) 

  ∑
=

n

1i
3i  = 13 + 23 + 33 + ... + n3 = 

2
1)  (n2

n 




 +  
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2. ลําดับและอนุกรมเลขคณิตอนันต 
 (Infinite Arithmetic Sequence & Series) 
 
 • ลําดับเลขคณิต (Arithmetic Progression : A.P.) คือ ลําดับที่มีผลต่างร่วม (d) เป็นค่าคงตัว ซึ่ง d 
หาได้จากการนําลําดับพจน์ติดกันมาลบกัน 
  an = a1 + (n - 1)d d = a2 - a1 = a3 - a2 = ... = an - an-1  
 • ลิมิตของลําดับเลขคณิต (Limit of Arithmetic Sequence)  
  - ถ้า d = 0 แล้ว 

∞→n
lim an = 

∞→n
lim a1 = a1 เป็นลําดับลู่เข้าสู่ค่า a1 

 
  - ถ้า d > 0 แล้ว 

∞→n
lim an = +∞ เป็นลําดับลู่ออก 

 
  - ถ้า d < 0 แล้ว 

∞→n
lim an = -∞ เป็นลําดับลู่ออก 

 
 • อนุกรมเลขคณิต (Arithmetic Series) คือ อนุกรมที่ได้จากลําดับเลขคณิต โดย 
  Sn = 2

n [2a1 + (n - 1)d] = 2
n (a1 + an) = na(n+1)/2 

 
 • ลิมิตของอนุกรมเลขคณิต (Limit of Arithmetic Series)  
            0 + 0 + 0 + ... เท่านั้นเป็นอนุกรมลู่เข้า นอกนั้นเป็นอนุกรมลู่ออก 
 

3. ลําดับและอนุกรมเรขาคณิตอนันต 
 (Infinite Geometric Sequence & Series) 
 
 • ลําดับเรขาคณิต (Geometic Progression : G.P.) คือ ลําดับที่มีอัตราส่วนร่วม (r) เป็นค่าคงตัว   
ซึ่ง r หาได้จากการนําลําดับพจน์ติดกันมาหารกัน 

  an = a1 ⋅ rn-1 r = 
1
2

a
a  = 

2
3

a
a  = ... = 

1n
n

a
a

-
 

  
 • ลิมิตของลําดับเรขาคณิต (Limit of Geometic Sequence) 
  - ถ้า -1 < r < 1 แล้ว 

∞→n
lim an = 0 เป็นลําดับลู่เข้าสู่ค่า 0 

 
  - ถ้า r = 1 แล้ว 

∞→n
lim an = a1 เป็นลําดับลู่เข้าสู่ค่า a1 

 
  - ถ้า r ≤ -1 หรือ r > 1 แล้ว 

∞→n
lim an หาค่าไม่ได้ เป็นลําดับลู่ออก 

 • อนุกรมเรขาคณิต (Geometic Series) คือ อนุกรมที่ได้จากลําดับเรขาคณิต โดย  Sn = 1  r
1)  (ra n

1
-

-  
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 • ลิมิตของอนุกรมเลขคณิต (Limit of Arithmetic Series) 

  - ถ้า -1 < r < 1 แล้ว 
∞→n

lim Sn = r  1
a1
-  เป็นลําดับลู่เข้าสู่ค่า r  1

a1
-  

 
  - นอกนั้น 

∞→n
lim Sn หาค่าไม่ได้ เป็นอนุกรมลู่ออก 

 

4. อนุกรมเศษสวนยอยอนันต (Infinite Telescopic Series) 
 
 • เป็นการสร้างลําดับย่อยในรูป an = bn - bn+1  โดยที่ 

∞→n
lim an = 

∞→n
lim bn = 0 แล้ว 

  
∞→n

lim Sn = a1 + a2 + a3 + ... = (b1 - b2) + (b2 - b3) + (b3 - b4) + ... = b1 เป็นอนุกรม    

ลู่เข้าสู่ค่า b1  
 • อนุกรมเศษส่วนย่อยอนันต์ที่เจอบ่อย 
  d)  (aa

1
11 +

 + 2d)  d)(a  (a
1

11 ++
 + 3d)  2d)(a  (a

1
11 ++

 + ... = 
1a  d

1
⋅  

 
  2d)  d)(a  (aa

1
111 ++

 + 3d)  2d)(a  d)(a  (a
1

111 +++
 + ... = d)  (a  a  2d

1
11 +⋅⋅  

 
  r

a1  + 2
1
r

d  a +  + 3
1
r

2d  a +  + ... = 1  r
a1
-  + 21)  (r

d
-

 

 

5. ขอสอบ PAT 1 เรื่องลําดับอนันตและอนุกรมอนันตสองปลาสุด 
 
1. (1/57) กําหนดให้  an = 3  16n  n2 ++  - 2  n2 +  เมื่อ n = 1, 2, 3, ... ค่าของ 

∞→n
lim 3 na  เท่ากับ

เท่าใด 
 1) 0 2) 1 3) 2 4) 8 
 
 
 
 

2. (2/58) กําหนดให้ {an} เป็นลําดับของจํานวนจริง โดยที่ a1 = 1 และ an = 






4
1  1 - 







9
1  1 -  ... 














2n
1  1 -  

สําหรับ n = 2, 3, 4, ... ค่าของ 
∞→n

lim an เท่ากับเท่าใด 
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3. (2/58) กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนจริงบวกที่สอดคล้องกับ  

      loga 2  + loga 4 2  + loga
8 2  + ... = 3

1   และ  4logb – 2blog2 = 8 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. a + b = 102 
  ข. a log b = 16 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2)  ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3)  ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4)  ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 
4. (1/58) กําหนดให้ {an} เป็นลําดับของจํานวนจริง โดยที่ a1 = 6

1  และ an = an-1 - n3
1  สําหรับ          

n = 2, 3, 4, ... 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. 

∞→n
lim an = 0 

  ข. อนุกรม  a1 + a2 + a3 + ... เป็นอนุกรมลู่เข้า มีผลบวกเท่ากับ 0.75 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2)  ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 

5. (2/57) กําหนดให้ an = 
 4 16n

n
2
2

-
 เมื่อ n = 1, 2, 3, ... ถ้า 

∞→n
lim  = n

a  ...  a  a  a n321 ++++  = b
a  

โดยที่ a และ b เป็นจํานวนเต็มบวก ซึ่ง ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ 1 แล้ว a2 + b2 มีค่าเท่าใด  
 1) 17 2) 25 3) 145 4) 257 
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6. ให้ a เป็นจํานวนจริงบวก และให้ {bn} เป็นลําดับของจํานวนจริง โดยที่ bn = (a + n - 1)(a + n) 

สําหรับ n = 1, 2, 3, ... ถ้า a สอดคล้องกับ 
∞→n

lim 








 ++++++
+1nn3221 bb
n  a  ...  bb

2  a  bb
1  a = 312

1  แล้วค่าของ 

a2 + 57 เท่ากับเท่าใด (1/58) 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. (2/58) ถ้า {an} และ {bn} เป็นลําดับของจํานวนจริง โดยที่ an = 2)  n(n
2n
+

 และ bn = 18  5n
3n
+  สําหรับ 

n = 1, 2, 3, ... แล้วอนุกรม 
1
1

b
a  + 

2
2

b
a  + 

3
3

b
a  + ... มีผลบวกเท่ากับเท่าใด 

 
 
 
 
 
 
 
 

8. (1/57) กําหนดให้ an = ∑
=

n

1k k2
k  เมื่อ n = 1, 2, 3, ... ค่าของ 

∞→n
lim

1  5n  n

)3a  (62
2

n
n

++

-  เท่ากับเท่าใด 
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สถิติ (Statistics) 
 

24-34 Marks 
1. การวิเคราะหคากลางของขอมูล (Mean) 
 • ค่าเฉลี่ยเลขคณิต (Arithmetic Mean : A.M.) 

  1. สําหรับข้อมูลที่ไม่ได้แจกแจงความถี่ x  = N

x
N

1i
i∑

=  = N
x  ...  x  x N21 +++  

  2. สําหรับข้อมูลที่แจกแจงความถี่ x  = N

Mf
k

1i
ii∑

=  = N
Mf  ...  Mf  Mf kk2211 +++  

  3. ถ่วงน้ําหนัก (ข้อมูลแต่ละค่ามีความสําคัญไม่เท่ากัน) 

   wx  = 
∑

∑

=

=
N

1i
i

k

1i
ii

w

xw
 = 

N21
NN2211

 w ...   w w
x w ...  x w xw

+++
+++  

 
  4. รวม : กรณีนําข้อมูลต้ังแต่สองกลุ่มขึ้นไปมารวมกัน  

   combx  = 
∑

∑

=

=
N

1i
i

k

1i
ii

n

xN
 = 

k21
kk2211

n  ...  n  n
xN  ...  xN  xN

+++
+++  

 

  5. ∑
=

N

1i
i )x  (x -  = 0 และ ∑

=

N

1i
2

i )x  (x -  มีค่าน้อยที่สุด แต่ ∑
=

N

1i
i |Med  x| -  มีค่าน้อยที่สุด 

 
  6. ถ้า Yi = aXi + b แล้ว Y  = a X  + b 

  7. แก้ไข : กรณีอ่านข้อมูลหรือจํานวนข้อมูลผิด  correctX  = 
correct

eceXe
N

)x  (x  N -+  
 
 • ฐานนิยม (Mode) 
  1. สําหรับข้อมูลที่ไม่ได้แจกแจงความถี่   Mode = ค่าของข้อมูลที่มีความถ่ีสูงสุด 
  2. สําหรับข้อมูลที่แจกแจงความถี่  

                Mode = M ชั้นที่มีค่า I
f  สูงสุด = ค่าข้อมูล ณ จุดสูงสุดของเส้นโค้งความถ่ี 

 
 • มัธยฐาน (Median) 
  Median ดิบ = ค่าของข้อมูล ณ ตําแหน่งตรงกลาง (เมื่อเรียงข้อมูลจากน้อยไปมาก) 
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2. การวัดตําแหนงท่ีของขอมูล (Position) 
 
 เมื่อได้เรียงข้อมูลจากค่าน้อยที่สุดไปหาค่ามากที่สุด 
 มัธยฐาน คือ ค่าที่มีตําแหน่งอยู่กึ่งกลางของข้อมูลทั้งหมด 
 ควอร์ไทล์ท่ี r (Qr) คือ ค่าที่บอกให้รู้ว่ามีค่าอ่ืนๆ อีก r ส่วนจาก 4 ส่วน ที่มีค่าตํ่ากว่าค่า Qr นี้ 
 เดไซล์ท่ี r (Dr) คือ ค่าที่บอกให้รู้ว่ามีค่าอ่ืนๆ อีก r ส่วนจาก 10 ส่วน ที่มีค่าตํ่ากว่าค่า Dr นี้ 
 เปอร์เซนไทล์ท่ี r (Pr) คือ ค่าที่บอกให้รู้ว่ามีค่าอ่ืนๆ อีก r ส่วนจาก 100 ส่วน ที่มีค่าตํ่ากว่าค่า Pr  
 • สําหรับข้อมูลที่ไม่ได้แจกแจงความถี่ (Non-Frequency or Raw Data) 
  Med = ข้อมูลตําแหน่งที่ 2

1  N +  = Pos 2
1  N +  

  Qr = ข้อมูลตําแหน่งที่ r 




 +

4
1  N  = Pos r 





 +

4
1  N  

  Dr = ข้อมูลตําแหน่งที่ r 




 +

10
1  N  = Pos r 





 +

10
1  N  

  Pr = ข้อมูลตําแหน่งที่ r 




 +

100
1  N  = Pos r 





 +

100
1  N  

 
 • สําหรับข้อมูลที่แจกแจงความถี่ (Frequency Data) 
  Med = ข้อมูลตําแหน่งที่ 2

N  = Pos 2
N  

  Qr = ข้อมูลตําแหน่งที่ r 





4
N  = Pos r 






4
N  

  Dr = ข้อมูลตําแหน่งที่ r 





10
N  = Pos r 






10
N  

  Pr = ข้อมูลตําแหน่งที่ r 





100
N  = Pos r 






100
N  

 

3. การวัดการกระจายของขอมูล (Deviation or Dispersion) 
 
 • การวัดการกระจายสัมบูรณ์ (Absolute Deviation) 
  พิสัย = xmax - xmin 

  Q.D. = ส่วนเบี่ยงเบนควอไทล์ = 2
Q  Q 13 -  

  M.D. = ส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ย = N

|x  x|
n

1i
i∑

=
-

 

  S.D. = ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานประชากร = N
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  S.D. = ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานกลุ่มตัวอย่าง = 1  n

)x  (x
n

1i
2

i

-
-∑

=      s2 = ความแปรปรวน = (S.D.)2 

 2
combS  = 

21

2
comb22

2
comb11

2
22

2
11

N  N
)x  x(N  )x  x(N  sN  sN

+
+++ --       combx  = 

21
2211

N  N
xN  xN

+
+  



 

คณิตศาสตร์ (188) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

 • การวัดการกระจายสัมพัทธ์ (Relative Deviation) 

  สัมประสิทธิ์ของพิสัย = C.R. = 
minmax
minmax

x  x
x  x

+
-  × (100%)  

  สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอไทล์ = C.Q.D. = 
13
13

Q  Q
Q  Q

+
-  × (100%) 

  สัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ย = C.M.D. = x
M.D.  × (100%) 

  สัมประสิทธิ์ของการแปรผัน = C.V. = x
S.D.  × (100%) 

 
 • Adjusted Data & Correction 
 1. การบวกหรือลบค่าคงที่กับข้อมูลทุกจํานวนจะไม่มีผลต่อค่าการกระจายสัมบูรณ์ทุกชนิด  
 2. การคูณหรือหารด้วยค่าคงที่กับข้อมูลทุกจํานวนจะมีผลต่อค่าการกระจายสัมบูรณ์ทุกชนิด ตามค่า
สัมบูรณ์ของค่าคงที่ที่นํามาคูณหรือหารนั้น  
 3. การบวกหรือลบค่าคงที่กับข้อมูลทุกจํานวนจะมีผลต่อส่วนของค่าการกระจายสัมพัทธ์ทุกชนิด ตาม
ค่าคงที่ที่นํามาบวกหรือลบนั้น (แต่ไม่มีผลต่อเศษ)  
 4. การคูณหรือหารด้วยค่าคงที่กับข้อมูลทุกจํานวนจะไม่มีผลต่อค่าการกระจายสัมพัทธ์ทุกชนิด 
 5. ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานที่ใช้ค่าเฉลี่ยเลขคณิตเป็นค่ากลางจะมีค่าน้อยที่สุด 
 

4. คามาตรฐานและพื้นท่ีใตโคงปกติ (Z-Score & Normal Distribution) 
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5. การวิเคราะหความถดถอย (Regression) 
 
 • สมการปกติ  Σy = mΣx + cN  และ  Σxy = mΣx2 + cΣx 
 • ( x , y ) จะอยู่บนกราฟ y = mx + c ด้วย  และ  ∆y = m∆x 
 • x (ตัวแปรอิสระ) สามารถทํานาย y (ตัวแปรตาม) ได้ 
  แต่ y (ตัวแปรตาม) ไม่สามารถทํานาย x (ตัวแปรอิสระ) ได้  
 

6. ขอสอบ PAT 1 เรื่องสถิติสองปลาสุด 
 
9. (1/58) ข้อมูลชุดหนึ่งมี 5 จํานวนที่แตกต่างกัน โดยที่ค่าเฉลี่ยของควอร์ไทล์ที่ 1 และควอร์ไทล์ที่ 3       

เท่ากับมัธยฐาน ถ้าส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ยเท่ากับ 2.8 และมัธยฐานเท่ากับ 15 แล้ว ส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์
เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 3.5 2) 5.25 3) 7.5 4) 11.25 
 
 
 
 
 
10. (2/58) ข้อมูลชุดที่ 1 มี 4 จํานวน คือ x1, x2, x3, x4 มีค่าเฉลี่ยเลขคณิตของควอร์ไทล์ที่ 1 และควอร์ไทล์ที่ 

3 เท่ากับ 18 และมัธยฐานเท่ากับ 15 ข้อมูลชุดที่ 2 มี 5 จํานวนคือ y1, y2, y3, y4, y5 มีควอร์ไทล์ที่ 3 
มัธยฐาน ฐานนิยมและพิสัย เท่ากับ 18.5, 15, 12 และ 8 ตามลําดับ ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของข้อมูล 9 
จํานวน คือ x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4, y5 เท่ากับเท่าใด 

 
 
 
 
 
11. (2/57) กําหนดข้อมูล 10 จํานวน ดังนี้ 
  30     32     28     35     42     45     40     48     50     65 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ถ้า D7 แทนข้อมูลที่เป็นเดไซล์ที่ 7 และ M แทนค่ามัธยฐานของข้อมูล แล้ว D7 - M เท่ากับ 6.5 
  ข. ส่วนเบี่ยงเบนควอไทล์ เท่ากับ 8.6 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1)  ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 

c  mx  y +=ˆ
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12. (1/57) ข้อมูลชุดหนึ่งเรียงจากน้อยไปหามาก ดังนี้ a, 3, 5, 7, b 
 ถ้าข้อมูลชุดนี้มีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 7 และส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเท่ากับ 2 10  แล้วค่าของ 2a + b

เท่ากับเท่าใด 
 
 
 
 
 
13. (2/58) คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียน 3 คน มีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 45 คะแนน และ     

ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานมีค่าเท่ากับศูนย์ มีนักเรียนอีก 2 คน ได้คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์นี้เท่ากับ a 
และ b คะแนน โดยอัตราส่วนของ a ต่อ b เป็น 2 : 3 ถ้านําคะแนนของนักเรียนทั้งสองคนนี้รวมกับ
คะแนนสอบของนักเรียน 3 คน ได้ค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 50 คะแนน แล้วความแปรปรวนของนักเรียน
ทั้ง 5 คนนี้เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 90 2) 90.4 3) 90.6 4) 92 
 
 
 
 
 
14. เงินเดือนจํานวนของพนักงาน จํานวน 50 คน ของบริษัทแห่งหนึ่งมีการแจกแจงความถี่ ดังนี้ 
 

เงินเดือน (บาท) จํานวนพนักงาน (คน) 

10,000 – 19,999 
20,000 – 29,999 
30,000 – 39,999 
50,000 – 49,999 

5 
10 
25 
10 

 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ฐานนิยมของเงินเดือนเท่ากับ 39,999.50 บาท 
  ข. มัธยฐานของเงินเดือนเท่ากับ 37,999.50 บาท 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง (1/57) 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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15. (2/58) ข้อมูลชุดหนึ่งมี 60 จํานวน มีค่าเฉลี่ยเลขคณิตและสัมประสิทธิ์ของการแปรผันเท่ากับ 40 และ 
0.125 ตามลําดับ ถ้านาย ก. คํานวณค่าเฉลี่ยเลขคณิตได้น้อยกว่า 40 และคํานวณความแปรปรวนเท่ากับ 
34 แล้วค่าเฉลี่ยเลขคณิตที่ นาย ก. คํานวณได้ตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 30 2) 33 3) 37 4) 39 
 
 
 
 
 
16. (2/57) ข้อมูลชุดหนึ่งมีค่าสังเกต (x) และร้อยละของความถี่สะสมสัมพัทธ์ แสดงดังตารางต่อไปนี้         
 

ค่าสังเกต (x) ร้อยละของความถี่สะสมสัมพัทธ์ 

1 
2 
a 
6 
10 

20 
40 
70 
90 
100 

 
 เมื่อ a เป็นจํานวนจริง ถ้าข้อมูลชุดนี้มีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 4 แล้วความแปรปรวนของข้อมูลชุดนี้

เท่ากับเท่าใด 
 
 
 
 
 
17. (2/57) กําหนดให้ x1, x2, x3,..., xn เป็นข้อมูลชุดที่ 1 ซึ่งมีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 6 และส่วนเบี่ยงเบน-

มาตรฐานเท่ากับ 2 ให้ y1, y2, y3, ..., yn เมื่อ i = 1, 2, 3, ..., n และ a, b เป็นจํานวนจริง และ a > 0 
ถ้านําข้อมูลทั้งสองชุดมารวมกัน x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn พบว่าค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 7 และ
ความแปรปรวนเท่ากับ 21 แล้วค่าของ a2 + b2 เท่ากับเท่าใด 
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18. (1/57) พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ถ้าข้อมูลชุดหนึ่งมีส่วนเบี่ยงเบนควอไทล์เท่ากับ 20 และสัมประสิทธิ์ของส่วนเบี่ยงเบนควอไทล์

เท่ากับ 3
2  แล้วสรุปได้ว่าร้อยละ 50 ของข้อมูลชุดนี้มีค่าระหว่าง 10 กับ 50 

  ข. ในการสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องหนึ่ง มีนักเรียนชาย 20 คน และนักเรียนหญิง 40 คน 
นักเรียนชายได้คะแนนสอบคนละ 32 คะแนน ส่วนคะแนนสอบของนักเรียนหญิงมีค่าเฉลี่ยเลขคณิต
ของคะแนนสอบเท่ากับ 20 คะแนน และความแปรปรวนของคะแนนสอบเท่ากับ 90 สรุปว่าความ
แปรปรวนของคะแนนสอบของนักเรียนห้องนี้เท่ากับ 36 คะแนน 

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
 
19. (1/58) ให้ S เป็นเซตของข้อมูลชุดหนึ่งประกอบด้วยจํานวนเต็ม n จํานวนที่แตกต่างกัน ค่าเฉลี่ยเลขคณิต

ของข้อมูลใน S เท่ากับ 22 ถ้านําค่าตํ่าสุดของข้อมูลออกจาก S จะได้ค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 24 ถ้านํา
ค่าสูงสุดของข้อมูลออกจาก S จะได้ค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 15 แต่ถ้านําทั้งค่าตํ่าสุดและค่าสูงสุดออกจาก 
S จะได้ค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 16 

 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. พิสัยของข้อมูลเท่ากับ 96 
  ข. n = 9 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1)  ก. ถูก และ ข. ถูก 2)  ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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20. (1/58) กําหนดให้ x1, x2, ..., xn เป็นจํานวนจริงบวก  
  ข้อมูลชุดท่ี 1 คือ x1, x2, ..., xn และ 
  ข้อมูลชุดท่ี 2 คือ 2x1 + 1, 2x2 + 1, ..., 2xn + 1 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของข้อมูลชุดที่ 1 มากกว่า สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของข้อมูลชุดที่ 2 
  ข. สัมประสิทธิ์พิสัยของข้อมูลชุดที่ 1 น้อยกว่า สัมประสิทธิ์พิสัยของข้อมูลชุดที่ 2 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด  
 
 
 
 
 
21. (1/58) คะแนนสอบของนักเรียน 160 คน มีการแจกแจงปกติ โดยมีค่าเฉลี่ยเลขคณิตเท่ากับ 60 คะแนน   

มีนักเรียนเพียง 4 คนที่สอบได้คะแนนมากกว่า 84.5 คะแนน นักเรียนที่สอบได้ 55 คะแนนจะอยู่ตําแหน่ง
เปอร์เซนไทล์เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ เมื่อกําหนดพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติ ระหว่าง 0 ถึง z ดังตารางต่อไปนี้ 

 
Z 0.3 0.4 0.5 1.0 1.1 1.96 2.0 

พื้นท่ี 0.1179 0.1554 0.1915 0.3413 0.3643 0.4750 0.4773 
 
 1) 19.15 2) 15.54 3) 34.46 4) 30.85 
 
 
 
 
 
22. (2/58) คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องหนึ่ง มีการแจกแจงปกติ โดยมีค่ามัธยฐานเท่ากับ 

60 คะแนน ถ้านักเรียนที่สอบได้คะแนนน้อยกว่า 55.5 คะแนน มีอยู่ร้อยละ 18.41 แล้วนักเรียนที่สอบได้
คะแนนสูงกว่า 64 คะแนนมีจํานวนคิดเป็นร้อยละเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ เมื่อกําหนดพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติ
ระหว่าง 0 ถึง z ดังนี้ 

 
Z  0.7  0.8  0.9  1.0 

พื้นท่ี  0.2580  0.2881  0.3159  0.3413 
 
 1) 21.19 2) 24.20 3) 25.80 4) 28.81 
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23. (1/57) คะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์และวิชาภาษาอังกฤษของนักเรียนกลุ่มหนึ่งมีการแจกแจงปกติ ค่าเฉลี่ย 
เลขคณิตและความแปรปรวนของคะแนนแต่ละวิชามีดังนี้ 

 
วิชา ค่าเฉลี่ยเลขคณิต (คะแนน) ความแปรปรวน (คะแนน) 

วิชาคณิตศาสตร์ 63 25 

วิชาภาษาอังกฤษ 72 9 
 
 ถ้านักเรียนคนหนึ่งในกลุ่มนี้สอบทั้งสองวิชาได้คะแนนเท่ากัน พบว่าคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร์ของเขา

เป็นตําแหน่งเปอร์เซ็นไทล์ที่ 88.49 คะแนนสอบวิชาภาษาอังกฤษเป็นตําแหน่งเปอร์เซ็นไทล์เท่ากับเท่าใด
เมื่อกําหนดพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติ ระหว่าง 0 ถึง z ดังตารางต่อไปนี้ 

 
Z  0.9  1.0  1.1  1.2  1.3 

พื้นท่ี  0.3159  0.3413  0.3643  0.3849  0.4032 

 
 
 
 
 
 
 
24. (2/57) คะแนนสอบของนักเรียนห้องหนึ่งมีการแจกแจงปกติ คะแนนเต็ม 100 คะแนน มัธยฐานเท่ากับ 45 

คะแนน และมีนักเรียนร้อยละ 34.13 ที่สอบได้คะแนนระหว่างมัธยฐานเท่ากับ 54 คะแนน ถ้านักเรียนคน

หนึ่งมีคะแนนสอบเป็น 3
5  เท่าของคะแนนเปอร์เซ็นไทล์ที่ 33 แล้วนักเรียนคนนี้สอบได้คะแนนเท่ากับข้อใด

ต่อไปนี้ เมื่อกําหนดพ้ืนที่ใต้เส้นโค้งปกติ ระหว่าง 0 ถึง z ดังตารางต่อไปนี้ 
 

Z  0.33  0.36  0.41  0.44  0.50  1.0 

พื้นท่ี  0.1293  0.1406  0.1591  0.1700  0.1915  0.3413 
 
 1) 41.04% 2) 48.96% 3) 68.40% 4) 81.60% 
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25. (2/58) กําหนดให้ (x1, y1), (x2, y2), ..., (x5, y5) เป็นจุด 5 จุดบนระนาบ โดยที่ ∑
=

5

1i
ix  = 20,        

∑
=

5

1i
iy  = 45, ∑

=

5

1i
2
ix  = 100, ∑

=

5

1i
2
iy  = 485, ∑

=

5

1i
iiyx  = 220 และความสัมพันธ์ระหว่าง xi กับ yi เป็น

ความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันแบบเส้นตรง คือ y = ax + b เมื่อ x เป็นตัวแปรอิสระ และ a, b เป็นจํานวนจริง 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. a2 + b2 = 5 
  ข. ถ้า x เป็นจํานวนเต็ม แล้ว y เป็นจํานวนค่ี 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1)  ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3)  ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 
 
26. (1/58) กําหนดให้เส้นตรง L เป็นความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่าง x และ y ที่กําหนดในตารางต่อไปนี้    

โดยที่ x เป็นตัวแปรอิสระ 
 

x 1 2 3 4 5 
y 9 11 b 17 19 

 
 และให้ (3, b) เป็นจุดบนเส้นตรง L เมื่อ b เป็นจํานวนจริง 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. b = 13 
  ข. ถ้าค่าของ x เพ่ิมขึ้น 0.5 แล้วค่าของ y จะเพ่ิมขึ้น 1.3 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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27. (1/57) จํานวนประชากรในจังหวัดหนึ่ง ต้ังแต่ พ.ศ. 2550 ถึง พ.ศ. 2554 มีดังนี้ 
 

พ.ศ.  2550  2551  2552  2553  2554 

จํานวนประชากร (แสนคน) 1.2  2.6  a 5.4  6.3 
 
 ถ้าจํานวนประชากรสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันกับเวลา (พ.ศ.) เป็นเส้นตรง และทํานายว่าในปี พ.ศ. 2557 จะมี

ประชากร 1,028,000 คนแล้ว ใน พ.ศ. 2552 จะมีประชากรกี่คน 
 1) 204,000 คน 2) 272,000 คน 3) 340,000 คน  4) 408,000 คน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
28. (2/57) ตารางต่อไปนี้เป็นความสัมพันธ์ระหว่าง x กับ y 
 

x 0 1 2 3 
y 1 0.8 0.8 0.6 

 
 ให้ y = ax + b เป็นสมการที่แสดงความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่าง x กับ y โดย x เป็นตัวแปรอิสระ 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก.  b = a + 1.1 
  ข. ถ้า x = 8 แล้ว y = 0.02 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก  2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก  4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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แคลคูลัสเบื้องตน (Calculus) 
 

22-36 Marks 
1. ทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต (Main Limit Theorem)  
 • ลิมิตของฟังก์ชันต่อเนื่องโดยทั่วไป เช่น ฟังก์ชันพหุนาม หรือฟังก์ชันตรรกยะ สามารถหาค่าของ 

ax
lim
→

f(x) ได้โดยการแทนค่า f(a) ลงไป (เพราะเป็นฟังก์ชันที่ต่อเนื่องทุกโดเมนที่ทําให้ f(a) หาค่าได้) 
 
 • ลิมิตของฟังก์ชันสามารถกระจายออกมาในเชิง บวก ลบ คูณ หาร หรือยกกําลัง ได้เช่นกัน ซึ่ง 
  

ax
lim
→

c = c  
 
  

ax
lim
→

x = a 
 
  

ax
lim
→

c ⋅ f(x) = c
ax

lim
→

f(x) 
 
  

ax
lim
→

[f(x) ± g(x)] = 
ax

lim
→

f(g) ± 
ax

lim
→

g(x) 
 
  

ax
lim
→

[f(x) ⋅ g(x)] = 
ax

lim
→

f(x) ⋅ 
ax

lim
→

g(x) 
 

  
ax

lim
→










g(x)
f(x)  = g(x)lim

f(x)lim

ax

ax

→

→  

 

  
ax

lim
→

[f(x)]n = 
n

ax
f(x)lim 









→
 

 
 • 

-ax
lim
→

f(x) เรียกว่า ลิมิตทางด้านซ้ายของ f (ลิมิตล่าง) 

 
 • 

+
→ax
lim f(x) เรียกว่า ลิมิตทางด้านขวาของ f (ลิมิตบน) 

 
 • ถ้า 

-ax
lim
→

f(x) = 
+

→ax
lim f(x) = L แสดงว่า 

ax
lim
→

f(x) หาค่าได้ (exist) และมีค่าเท่ากับ L 

 

2. รูปแบบกําหนดหาคาไมได (Indeterminate Form)  
 เกิดจากการหาค่า 

ax
lim
→

f(x) โดยการแทนค่า f(a) ลงไปแล้วได้รูปแบบ 0
0  แก้ได้ 3 วิธี คือ 

 - แยกตัวประกอบ 
 - คูณด้วยสังยุคท้ังบนและล่าง 
 - หาอนุพันธ์ท้ังบนและล่าง (กฎของโลปิตาล) 
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3. ความตอเน่ืองของฟงกชัน (Continuity of Function)  
 • ฟังก์ชัน f มีความต่อเนื่อง ณ x = a ก็ต่อเมื่อ 

ax
lim
→

f(x) = f(a) 

 

4. อนุพันธ (อัตราการเปลี่ยนแปลง ณ ขณะหน่ึงของฟงกชัน, Derivative)  
 “อนุพันธ์ก็คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของฟังก์ชัน แต่เป็นการกําหนดให้ ∆x → 0 (ให้ส่วน
เปลี่ยนแปลงของ x มีค่าแคบมากๆ)” 
 

 อนุพันธ์ของ f ณ จุด (x, y) = f′(x) = dx
dy  = 

0h
lim
→ h

f(x)  h)  f(x -+  

 

 ความชันของเส้นสัมผัสกราฟ ณ จุด (a, f(a)) =  f′(a) =  tanθ  
                        = 

0h
lim
→ h

f(a)  h)  f(a -+   = 
ax

lim
→ a  x

f(a)  f(x)
-
-  

 
 
 อนุพันธ์อันดับสองของฟังก์ชัน = อัตราการเปลี่ยนแปลงของความชัน ณ ขณะใดๆ ของฟังก์ชัน  

  = f″(x)  =  dx
(x)fd ′   =  2

2

dx
yd  

 
 • การหาอนุพันธ์โดยใช้สูตร  

  dx
)d(xn
 = nxn-1 dx

dc  = 0 dx
d(cf)  = c dx

df  dx
g)  d(f ⋅  = fg′ + gf′ 

  dx
g
fd 







 = 
2g

g f fg ′′ -   (fog)′(x) = f′(g(x)) ⋅ g′(x) 

  dx
x) d(sin  = cos x dx

x) d(cos  = -sin x dx
dex

 = ex dx
x) d(ln  = x

1  

 
 
 
 
 
 
 
 

f(x)

f(a)

a x

y = f(x)
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5. ปฏิยานุพันธ และอินทิกรัลไมจํากัดเขต 
 (Anti-Derivative & Indefinite integral) 
 
 การอินทิเกรตเป็นกระบวนการปฎิยานุพันธ์ ซึ่งคือกระบวนการตรงกันข้ามกับการหาอนุพันธ์ 
 
 นิยาม  ฟังก์ชัน F เป็นปฎิยานุพันธ์หนึ่งของ f  เมื่อ F′ (x) = f(x) ∀x ∈ Dr หรือแทนด้วย  
                    ∫f(x)dx = F(x) + c  เรียกว่า อินทิกรัลไม่จํากัดเขตของฟังก์ชัน f เมื่อ c เป็นค่าคงตัวใดๆ 
  
 • การหาอินทิกรัลไม่จํากัดเขตโดยใช้สูตร  

  ∫ k dx = kx + c ∫ xndx = 1  n
x 1n

+

+
 + c เมื่อ n ≠ -1 ∫ x

1 dx = ln |x| + c 

  ∫ k ⋅ f(x)dx = k ⋅ ∫f(x)dx ∫ [f(x) ± g(x)]dx = ∫ f(x)dx ± ∫ g(x)dx 
  ∫ ex dx = ex + c ∫ sin x dx = -cos x + c ∫ cos x dx = sin x + c 
 

6. อินทิกรัลจํากัดเขต (Definite integral) 
 

 • กําหนดให้  ∫ f(x)d(x) = F(x) + C  จะได้ว่า  ∫
b

a
f(x)d(x) = 

a
bF(x)  = F(b) - F(a) 

 • ∫
b

a
f(x)dx  = - ∫

b

a
f(x)dx  

 • ∫
b

a
f(x)dx  = ∫

c

a
f(x)dx  + ∫

b

c
f(x)dx  

 • ∫
b

a
kf(x)dx  = k ∫

b

a
f(x)dx  

 • ∫ ±
b

a
dxg(x)  f(x) )(  = ∫

b

a
f(x)dx  ± ∫

b

a
g(x)dx  

 • กรณี f(x) > 0 สําหรับทุก a < x < b แล้ว  

  พื้นท่ีใต้กราฟ y = f(x) ท่ีกระทํากับแกน X จาก x = a ถึง x = b มีค่าเท่ากับ ∫
b

a
f(x)dx  

 • กรณี f(x) < 0 สําหรับทุก a < x < b แล้ว  

  พื้นท่ีใต้กราฟ y = f(x) ท่ีกระทํากับแกน X จาก x = a ถึง x = b มีค่าเท่ากับ - ∫
b

a
f(x)dx  

 
 
 
 



 

คณิตศาสตร์ (200) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

7. คาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชัน (คาสุดขีดสัมพัทธ) 
 
 • กรณีท่ีกราฟหาอนุพันธ์ได้ เช่น ฟังก์ชันพหุนาม หรือฟังก์ชันตรรกยะ  
  ถ้า (a, b) เป็นจุดตํ่าสุดหรือสูงสุดสัมพัทธ์แล้วจะได้ว่า f(a) = b และ f′(a) = 0 เรียก a ว่าค่าวิกฤต  
  เมื่อ f″(a) > 0 เรียก b ว่าเป็นค่าตํ่าสุดสัมพัทธ์  
  เมื่อ f″(a) < 0 เรียก b ว่าเป็นค่าสูงสุดสัมพัทธ์   
 • กรณีท่ีกราฟหาอนุพันธ์ไม่ได้ เช่น กราฟค่าสัมบูรณ์ หรือกราฟหักมุมอ่ืนๆ  
  ให้พิจารณาจุดหักมุมของกราฟที่ f′(a) หาค่าไม่ได้มีโอกาสเป็นจุดตํ่าสุดหรือสูงสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน  
 • กรณีที่ f″(a) = 0 ไม่สามารถสรุปได้แน่นอน 
  ให้พิจารณาของ f″(a) ทางด้านซ้ายและทางด้านขวา สามารถสรุปได้ 3 กรณี คือ 
  1. ถ้าเป็นบวกทั้งคู่ แสดงว่าเป็นจุดตํ่าสุดสัมพัทธ์ 
  2. ถ้าเป็นลบทั้งคู่ แสดงว่าเป็นจุดสูงสุดสัมพัทธ์ 
  3. ถ้ามีการเปลี่ยนเครื่องหมาย แสดงว่าเป็นจุดเปล่ียนเว้า (Inflection Point) 
 

8. คาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน (คาสุดขีดสัมบูรณ) 
 
 • เลือกพิจารณาค่าที่สูงที่สุดและต่ําที่สุดจาก 3 กรณีที่เป็นไปได้ คือ 
  1. จุดวิกฤต (Stationary Point) 
  2. จุดขอบช่วง (End Point) 
  3. จุดที่ไม่สามารถหาอนุพันธ์ได้ (Singular Point)  
  

9. ขอสอบ PAT1 เรื่องแคลคูลัสเบื้องตน สองปลาสุด 
 
29. (2/58) กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชัน นิยามโดย  
   e2x + 2a , x < 0 
 f(x) = a + b , x = 0 เมื่อ a และ b เป็นจํานวนจริง  

   x
1 - 5x  bx  1 2++  , x > 0 

 ถ้าฟังก์ชัน f มีความต่อเนื่องที่ x = 0 แล้ว ค่าของ 15a + 30b เท่ากับเท่าใด 
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     -x + a , x ≤ -2 
30. (2/57) กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชัน นิยามโดย f(x) =  - 5

2 x + b , -2 < x < 3 

     x2 - 6x + 11 , x > 3 
 เมื่อ a, b เป็นจํานวนจริง ถ้าฟังก์ชัน f มีความต่อเนื่องที่ x = -2 และ 

8x
lim
→

f(x) หาค่าได้แล้ว 

 ค่าของ |a + 5b| เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 8 2) 18 3) 5
88  4)  5

102  

 
 
 
 
 
     x2 + ax + b ; x < 2 
31. (1/57) ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง และให้ f(x) = 1  x -  ; 2 ≤ x ≤ 5 
     ax + b ; x > 5 
 ถ้า f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนเซตของจํานวนจริง แล้ว a - b เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 5 2) 8 3) 11 4) 12 
 
 
 
 
 
32. (2/58) กําหนดให้ a เป็นจํานวนจริงบวก สอดคล้องกับ 

0x
lim
→ a  a  x

|1  5x|  |1  5x|
-

--
+

+  = 80 

 ค่าของ a2 + a + 58 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 64 2) 78 3) 130 4) 330 
 
 
 
 
 
33. (1/58) ให้ f เป็นฟังก์ชันซึ่งมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยที่ 

 f(2x - 1) =  4x2 - 10x + a เมื่อ a เป็นจํานวนจริงและ f(0) = 12 ค่าของ ∫
4

1
f(x)dx  เท่ากับเท่าใด 
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34. (2/58) กําหนดให้ f(x) = log 




 +

x  1
x  1

-  เมื่อ -1 < x < 1 ถ้า ∫f(x)dx = A แล้ว ∫f 










+ 2x  1
2x dx ตรงกับข้อใด

ต่อไปนี้ 
 1) A2 2) -A2 3) 2A 4) -2A 
 
 
 
 
 
35. (1/58) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง  ให้ f : R → R, g : R → R และ s : R → R เป็นฟังก์ชัน   
 โดยที่  f(x) = x + 1 สําหรับทุก x ∈ R   g(f(x)) = x2 + 2x - 1 สําหรับทุก x ∈ R  และ 

       s(x) = 
0h

lim
→ h

g(x) - h)  g(x 22 )()( +  สําหรับทุก x ∈ R  ค่าของ (sg)(1) เท่ากับเท่าใด 

 
 
 
 
 
36. (2/58) ให้ f และ g เป็นฟังก์ชันซึ่งมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยที่           

f(x) = 3
4

x
x  2x -  เมื่อ x ≠ 0   g(x) = (1 + x2)f(x) และ g(1) = 2  ค่าของ ∫ ′′

2

1
3 (x)dxgx

-
 เท่ากับเท่าใด 

 
 
 
 
 

37. (1/57) ถ้า ∫ +
2

2
2 6  7x  x

-
- dx = b

a  เมื่อ a และ b เป็นจํานวนเต็มที่ b ≠ 0 และ ห.ร.ม. ของ a และ b 

เท่ากับ 1 แล้ว  ค่าของ a + b เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 33 2) 69 3) 102 4) 104 
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38. (1/58) กําหนดให้ f(x) = 4x3 + bx2 + cx + d เมื่อ b, c และ d เป็นจํานวนจริง โดยที่ ∫
2

2
f(x)dx

-
 = - 3

64  

ถ้า g(x) เป็นพหุนามซึ่ง g′(x) = f(x) และ g′(1) = g′(0) = g(0) = 0 แล้ว  g″(x) = g′(x) + g(x)     
ตรงกับสมการในข้อใดต่อไปนี้ 

 1) x4 - 4x3 + 12x2 - 6x = 0 2) x4 - 8x3 - 12x2 - 6x = 0 
 3) 3x4 - 16x3 + 48x2 - 24x = 0 4)  3x4 + 8x3 - 48x2 + 24x = 0 
 
 
 
 
 

39. (2/57) กําหนดให้ b > 1 และ  ∫
+

b

1 x  x
1  x - dx = 4  ค่าของ 1 + b + b2 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 21 2) 31 3) 91 4) 111 
 
 
 
 
 
40. (1/57) กําหนดให้ f(x) = x2 + ax + b เมื่อ a และ b เป็นจํานวนจริง ถ้า f(1) = 2 และ (fof)(0) = 10 แล้ว  

ค่าของ ∫
2

1
f(x)d(x)

-
 เท่ากับเท่าใด 

 
 
 
 
 
41. (2/57) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง ถ้า f : R → R เป็นฟังก์ชัน โดยที่ f(3) = 111 และ 

3x
lim
→ 3  x

333  xf(x)
-
-  = 2013 แล้ว อัตราการเปลี่ยนแปลงของ f(x) เทียบกับ x ขณะที่ x = 3 เท่ากับเท่าใด 
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42. (2/58) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง ให้ f : R → R เป็นฟังก์ชันที่สอดคล้องกับสมการ                  

f(x + y) = f(x) + f(y) + 3x2y + 3xy2  สําหรับทุกจํานวนจริง x และ y และ 
0x

lim
→ x

f(x)  = 2 ค่าของ 

f′(1) + f″(5) เท่ากับเท่าใด 
 
 
 
 
 
 
43. (2/57) กําหนดให้  f(x) = ax2 + bx + c เป็นพหุนามกําลังสอง  เมื่อ a, b, c เป็นจํานวนจริงและ a ≠ 0 

โดยที่  f(1) = 0 และ f มีค่าสูงสุดที่ x = 3
1    ให้ F(α, β) = ∫

β

α
f(x)dx   โดยที่ F(0, t) = F(1, t) + 1 

สําหรับจํานวนจริง t > 1 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. F(1, 2) = F(2, 3) + 10  

  ข. อนุพันธ์ของ 2x
f(x)  เท่ากับ 8

2

x
2  2x  3x ---  

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2)  ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 
44. (1/57) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง ถ้า f : R → R ฟังก์ชันซึ่ง f″(x) = 3 + 6x สําหรับทุกจํานวนจริง x 

และความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง y = f(x) ณ จุด (2, 22) เท่ากับ 20 แล้ว ค่าของ 
4x

lim
→

f(x) กับเท่าใด 
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45. (2/58) กําหนด 0 ≤ θ ≤ 90° และ f(x) = 12x - 9x2 เมื่อ 0 < x < 1 ถ้า sin�θ = a เมื่อ a เป็นจํานวน

จริงที่ f(a) มีค่ามากที่สุด แล้วค่าของ   sin  1
1)   )(sec (cot2

θ
θθ

+
-  +   sec  1

1)   )(sin (sec2

θ
θθ

+
-  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 1 + 5  2) 5  3) 1 - 5  4) 0 
 
 
 
 
 

46. (1/57) กําหนดให้  f(x) = 
64  3x  x

4x
36
3

+-
  เมื่อ x เป็นจํานวนจริงบวกใดๆ 

 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. f เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง (0, 3) 
  ข. ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของ f เท่ากับ 13

4  

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
47. (1/58) ให้ a และ b เป็นจํานวนจริง  และกําหนดให้  f(x) = ax + x

b  เมื่อ x ≠ 0  โดยที่ y = f(x) เป็น    
เส้นโค้งที่สัมผัสกับเส้นตรง y = 1 ที่จุด (1, 1)  

 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ที่ x = -1 
  ข. 

1x
lim
→

(fof)(x) = f(2a2 + 2b2) 

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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48. (2/57) กําหนดให้ R แทนเซตของจํานวนจริง และ a, b เป็นจํานวนจริง และให้ f : R → R เป็นฟังก์ชันที่
นิยามโดย  f(x) = a + bx + x3 สําหรับทุกจํานวนจริง x   ถ้าเส้นตรง 5x - y + 13 = 0 สัมผัสกราฟ f ที่  

x = 1 แล้ว ∫
2

0
f(x)dx  เท่ากับเท่าใด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
49. (1/58) กําหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชันซึ่งมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของจํานวนจริง โดยทั้ง f และ g 

เป็นฟังก์ชันที่สามารถหาอนุพันธ์ได้ และสอดคล้องกับ (fog)(x) = 5  x2 +  สําหรับทุก x ที่อยู่ในโดเมน
ของ fog และ  ∫g(x)dx = x2 - 4x + c เมื่อ C เป็นค่าคงตัว  ถ้า L เป็นเส้นตรงที่สัมผัสเส้นโค้ง y = f(x) 
ณ x = 0 แล้ว  เส้นตรง L ต้ังฉากกับเส้นตรงที่มีสมการตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) x + y – 3 = 0 2) 2x + y – 7 = 0 3) 3x + y – 5 = 0 4) 5x + y – 2 = 0 
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ความนาจะเปน (Probability) 
 

10-31 Marks 
1. ความนาจะเปน  
 คือ การวัด หรือการประมาณความเป็นไปได้ว่าบางส่ิงบางอย่างจะเกิดขึ้น หรือถ้อยแถลงหนึ่งๆ จะเป็น

จริงมากเท่าใด คํานวณได้จากสูตร   P(E) = n(S)
n(E)  = 1 - P(E′) 

 

2. กฎพ้ืนฐานการนับ (The Basic of Counting)  
 • กฎการบวก ใช้เมื่องานสองอย่างไม่มีวันเกิดพร้อมกัน หรือเกิดอย่างใดอย่างหนึ่ง 
 • กฎการลบ ใช้เมื่อคิดเกินแล้วหักออก (ด้วยคอมพลีเมนต์ของมัน) 
 • กฎการคูณ ใช้เมื่องานสองอย่างเกิดพร้อมกัน หรือเกิดเป็นขั้นตอนกันโดยไม่มีเง่ือนไข (ถ้ามีเง่ือนไข 
ให้แยกกรณีคิด) 
 • กฎการหาร ใช้เมื่อเจอของซ้ํา หรือการจัดหมู่ 
 

3. การเรียงสับเปลี่ยน (Permutation)  
 • การเรียงสับเปลี่ยนของไม่ซ้ํา  สมมติให้มีของไม่ซ้ํา n ส่ิง 
  - นํามาจัดเรียงทั้งหมดในแนวเส้นตรงได้  n!  วิธี 
  - นํามาจัดเรียงทั้งหมดในแนววงกลมได้  (n-1)!  วิธี 
  - นํามาจัดเรียงทั้งหมดในแนววงกลม 3 มิติได้ 2

1)!  (n-  วิธี 

  - นํามาจัดเรียง r ส่ิงในแนวเส้นตรงได้  nPr = r)!  (n
n!
-  วิธี 

  - นํามาจัดเรียง r ส่ิงในแนววงกลมได้  nCr × (r - 1)! วิธี  (เลือกก่อนเรียง)  
 • การเรียงสับเปลี่ยนของซ้ํา สมมติให้มีของทั้งหมด n ส่ิง ซ้ํากลุ่มละ r1, r2, ..., rk ส่ิง 
  - นํามาจัดเรียงทั้งหมดในแนวเส้นตรงได้  !!...rr!r

n!
k21

 วิธี 

  - นํามาจัดเรียงทั้งหมดในแนววงกลมได้  !!...rr!r
1)!  (n

k21
-  วิธี (เมื่อเฉพาะสัมพัทธ์ต่อกัน)  

                หากไม่เฉพาะสัมพัทธ์ต่อกันให้ไล่นับโดยตรง 
  - นํามาจัดเรียงเพียงบางส่วนในแนวเส้นตรงหรือวงกลม  ต้องแยกกรณีคิดแล้วนํามารวมกัน  
 • การเรียงสับเปลี่ยนท่ีมีเง่ือนไข  
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4. การเลือก หรือการหยิบสิ่งของพรอมกัน (Combination)  
 เลือกหรือหยิบส่ิงของพร้อมกัน r ส่ิง จากของต่างทั้งหมด N ส่ิงได้  nCr = r!  r)!  (n

n!
⋅-  วิธี  

 

5. การแบงหมู  
 มีของต่างทั้งหมด N ส่ิง แบ่งหมู่ต่างหมู่ละ r1, r2, ..., rk ส่ิง ได้ !!...rr!r

n!
k21

 วิธี  
       (ในกรณีหมู่เหมือนกัน : ให้นํา (จํานวนหมู่ที่เหมือนกัน)! มาหารด้วย) 
 

6. กฎพีชคณิตเซต ผสมแผนภาพ Venn-Euler  
 2 set n(AU B) = n(A) + n(B) – n(AI B) = n(U) – n(A′I B′) 
   P(AU B) = P(A) + P(B) – P(AI B) = 1 – P(A′I B′)  
 3 set n(AU BU C) = n(A) + n(B) + n(C) - n(AI B) - n(AI C) - n(BI C) + n(AI BI C)  
    = n(U) - n(A′I B′I C′) 
   P(AU BU C) = P(A) + P(B) + P(C) - P(AI B) - P(AI C) - P(BI C) + P(AI BI C) 
    = 1 - P(A′I B′I C′) 
 ถ้าข้อมูลตรงสูตรก็แทนสูตรลงไปได้เลย แต่ถ้าไม่ตรงสูตรให้ไล่แผนภาพโดยเริ่มไล่จากตรงกลางก่อน 
 

7. ทฤษฎีบททวินาม (Binomial’s Theory)  
 •  (a + b)n = 











0
n

an + 










1
n

an-1b + 










2
n

an-2b2 + ... + 










n
n

bn 

   = T1 + T2 + T3 + ... + Tn+1  =  
n

0r=
Σ 
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 • พจน์ที่ r+1 = Tr+1  =  










r
n
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8. ขอสอบ PAT 1 เรื่องความนาจะเปนสองปลาสุด  
50. (2/58) กล่องใบหนึ่งบรรจุลูกบอลขนาดเดียวกัน 7 ลูก เป็นลูกบอลสีขาว 4 ลูก และเป็นลูกบอลสีแดง 3 

ลูก สุ่มหยิบลูกบอลจากกล่องใบนี้มา 6 ลูก นํามาจัดเรียงเป็นแถวตรง  
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ความน่าจะเป็นที่การจัดเรียงแถวตรงของลูกบอลโดยหัวแถวเป็นลูกบอลสีขาว หรือท้ายแถวเป็น   

ลูกบอลสีแดงเท่ากับ 42
11  

  ข. ความน่าจะเป็นที่การจัดเรียงแถวตรงของลูกบอลโดยหัวแถวเป็นลูกบอลสีขาว มากกว่าความน่าจะเป็น
ที่ท้ายแถวเป็นลูกบอลสีแดง 

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 
51. (2/58) กําหนดให้ a, b และ c เป็นจํานวนเต็มที่สอดคล้องกับ  
  1. a2 + b2 ≤ 90      2.  a + b = 5 + c    3.  a > 8 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. a + 2b + 3c ≤ 36 
  ข. ค่ามากที่สุดของ a3 +b3 +c3 เท่ากับ 1085 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 
52. (1/58) ให้ S = {1, 2, 3, ..., 15} และให้ A เป็นสับเซตของ S โดยมีจํานวนสมาชิกของเซต A เท่ากับ 4 

ความน่าจะเป็นที่จะได้เซต A โดยที่สมาชิกในเซต A จัดเรียงเป็นลําดับเลขคณิต ซึ่งมีผลต่างร่วมเป็นจํานวน
เต็มบวก เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 455
3  2) 455

4  3) 91
1  4) 92

1  
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53. นิยาม จํานวนสามหลักลด คือจํานวน ABC โดยที่ A, B, C ∈ {0, 1, ..., 9} และ A > B > C  
 จํานวนวิธีสร้างจํานวนสามหลักลดที่มีค่ามากกว่า 500 มีจํานวนทั้งหมดเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ (1/58) 
 1) 119 2) 117 3) 114 4) 110 
 
 
 
 
 
 
 
54. (1/57) ต้องการสร้างจํานวนสามหลัก โดยที่มีตัวเลข 5 อย่างน้อย 1 หลัก แต่ไม่มีตัวเลข 7 ในหลักใดเลย   

มีจํานวนวิธีสร้างจํานวนสามหลักเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 128 2) 136 3) 153 4) 200 
 
 
 
 
 
 
 
55. (1/57) ตู้นิรภัยมีรหัสเปิดตู้เป็นจํานวน 10 หลัก คือ ABCDEFGHIJ โดยที่ 
  ก. A, B, C, D, E, F, G, H, I, J ∈ {0, 1, 2, ..., 9}  และ  A, B, C, D, E, F, G, H, I, J  
   เป็นจํานวนที่แตกต่างกันทั้งหมด 
  ข. A, B, C, D เป็นจํานวนค่ีที่เรียงติดกัน และ A > B > C > D 
  ค. E, F, G เป็นจํานวนคู่ที่เรียงติดกัน และ E > F > G 
  ง. H > I > J และ H + I + J = 15 
 ค่าของ C + F + I เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 10 2) 13 3) 15 4) 17 
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56. (2/57) ต้องการเขียนจํานวนที่มีหกหลัก ABCDEF โดยที่ A, B, C, D, E, F ∈ {1, 2, ..., 9}  A+B = 14 
และ C - D > D - E > E - F > 0  จะสร้างได้ทั้งหมดก่ีจํานวน 

 
 
 
 
 
 
57. (2/57) จากตัวเลข 1, 2, 3, ..., 9 นํามาสร้างจํานวนห้าหลักใช้เลขซ้ํากันได้  ความน่าจะเป็นที่จะได้จํานวน

ห้าหลัก  โดยที่ในแต่ละหลักเป็นตัวเลขที่แตกต่างกันเพียง 3 จํานวนเท่านั้น  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 2187

280  2) 2187
560  3) 6561

1400  4) 6561
5040  

 
 
 
 
 
 
58. (2/58) มีกระเบื้องส่ีเหลี่ยมจัตุรัสสีแดง สีขาว และสีเขียว เป็นจํานวนอย่างน้อยสีละ 5 แผ่น (แต่ละสี

เหมือนกันและมีขนาดเท่ากันทั้งหมด) ต้องการนํากระเบื้อง 7 แผ่นมาจัดเรียงเป็นแถวตรงโดยมีกระเบื้อง
แต่ละสีอย่างน้อยหนึ่งแผ่น  จะจัดเรียงกระเบื้องดังกล่าวได้ทั้งหมดก่ีวิธี 

 
 
 
 
 
 
59. (2/57) มีเก้าอ้ีสีขาวเหมือนกัน 3 ตัว และเก้าอ้ีสีแดงเหมือนกัน 3 ตัว  นํามาจัดเรียงรอบโต๊ะกลม  จํานวน

วิธีเรียงสับเปลี่ยนที่แตกต่างกันทั้งหมดเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 4 วิธี 2) 6 วิธี 3) 10 วิธี 4) 20 วิธี 
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60. (2/57) ต้องการจัดเรียงตัวอักษร P, P, P, A, A, A, T, T, T ทั้งหมด (ไม่คํานึงถึงความหมาย) โดยมี
เง่ือนไขว่าตัวอักษร P ทั้งสามตัวต้องอยู่แยกกันทั้งหมด และตัวอักษร T ทั้งสามตัวต้องอยู่แยกกันทั้งหมด 
จะมีวิธีการเรียงตัวอักษรดังกล่าวได้ทั้งหมดก่ีวิธี 

 
 
 
 
 
 
 
 
61. (1/58) กําหนดให้ U = {1, 2, 3, 4, 5} ให้ S เป็นเซตของคู่อันดับ (A, B) ทั้งหมด โดยที่จํานวนสมาชิก

ของเซต AI B เท่ากับ 2 เมื่อ A และ B เป็นสับเซตของ U  จํานวนสมาชิกของเซต S เท่ากับเท่าใด 
 
 
 
 
 
 
 
 
62. (1/57) ในคนกลุ่มหนึ่งประกอบด้วยชาย 6 คน และหญิงจํานวนหนึ่ง ความน่าจะเป็นที่เลือกกรรมการ 2 

คน เป็นชายทั้งสองเท่ากับ 8
1  ความน่าจะเป็นที่จะเลือกกรรมการ 5 คนเป็นชายไม่น้อยกว่า 3 คนเท่ากับ    

ข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 728
171  2) 91

22  3) 728
175  4) 91

43  
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จํานวนเชิงซอน (Complex Number) 
 

6-21 Marks 
1. โครงสรางของระบบจํานวน (Number System) 
 

จํานวนเชิงซ้อน C

จํานวนจริง R จํานวนจินตภาพ C - R

จํานวนอตรรกยะ Q จํานวนตรรกยะ Q

จํานวนตรรกยะที่ไม่ใช่จํานวนเต็ม
F

จํานวนเต็ม I

จํานวนเต็มลบ จํานวนเต็มบวก, จํานวนนับ
{0},I- ++ Z ,I N,  

 

2. สมบัติพ้ืนฐานของจํานวนเชิงซอน 
 (Modulus, Conjugate & Inverse) 
 
 • สังยุคของ z = a + bi คือ z  = a - bi โดย Re( z ) = Re(z) แต่ Im( z ) = -Im(z) 
  z + z  = 2a z - z  = 2bi z z  = a2 + b2 = |z|2  

  21 z  z ±  =  1z  ± 2z  21zz  = 1z 2z  







2
1

z
z  = 

2
1

z
z  nz  = ( z )n 

 
 • ค่าสัมบูรณ์ของ z = a + bi คือ |z| = |a + bi| = 22 b  a +  = | z | = |-z| โดย 

  |z1z2| = |z1||z2| 2
1

z
z  = |z|

|z|
2
1  |z|n = |zn| |z-1| = |z|-1 = |z|

1  
 
  |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2| |z1 + z2|2 = (z1 + z2) )z  (z 21 +  = |z1|2 + z1 2z  + 1z z2 + |z2|2  
  |z1 - z2| ≥ |z1| - |z2| |z1 - z2|2 = (z1 - z2) )z  (z 21 -  = |z1|2 - z1 2z  + 1z z2 - |z2|2  
  |z1 + z2|2 + |z1 - z2|2 = 2|z1|2 + 2|z2|2  
 • ตัวผกผันของ z = a + bi คือ z-1 = z

1  = z
1  × z

z  = 2|z|
z  = 22 b  a

bi  a
+

-  = a - bi โดย 

  (z1z2)-1 = 1
2

1
1 zz --  

1

2
1

z
z -








  = 1
2

1
1

z
z
-
-

 ( z )-1 = 1z-  
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3. การแกสมการพหุนาม (Polynomial Equation) 
 
 • สมการกําลังสอง (Quadratic Equation) ax2 + bx + c = 0  
  - แยกตัวประกอบโดยการดุลผลบวกและผลคูณ 

  - แทนสูตรหากิน x = 2a
 4ac b  b 2 -- ±  เมื่อ ∆ = b2 - 4ac ≥ 0 

    x = 2a
i| 4ac b|  b 2 -- ±  เมื่อ ∆ = b2 - 4ac < 0 

  - ผลบวกรากสมการ = x1 + x2 = a
b-  ผลคูณรากสมการ = x1x2 = a

c  
 
 • สมการกําลังสามข้ึนไป anxn + an-1xn-1 + ... + a1x + a0 = 0  
  - จับคู่แล้วแยกตัวประกอบโดยดึงตัวร่วม (อัตราส่วนสัมประสิทธิ์เท่ากัน) 
  - หารสังเคราะห์ด้วยทฤษฎีบทตัวประกอบตรรกยะ (อัตราส่วนสัมประสิทธิ์ไม่เท่ากัน) 
  - กรณีสมการกําลังสาม (Cubic Equation) ax3 + bx2 + cx + d = 0 
   ผลบวกรากสมการ = x1 + x2 + x3 = a

b-  ผลคูณรากสมการ = x1x2x3 = a
d-  

   และ x1x2 + x2x3 + x3x1 = a
c  

 
 • ทฤษฎีบทตัวประกอบของจํานวนจริงและจํานวนจินตภาพ 
  - ถ้า x = a เป็นคําตอบของสมการพหุนาม f(x) = 0 แล้ว  f(x) จะมี x - a เป็นตัวประกอบ  
  - ถ้า x = a + bi เป็นคําตอบของสมการพหุนาม f(x) = 0 แล้ว  f(a - bi) = 0  และ  
   f(x) จะมี (x - a)2+b2 เป็นตัวประกอบ  
 

4. พิกัดเชิงขั้วและการหารากของจํานวนเชิงซอน 
 (Polar Form & De Moivre’s) 
 
 • มีประโยชน์ในการหาผลคูณ, ผลหาร, จํานวนเชิงซ้อนยกกําลังมากๆ โดย  
  ถ้า  Z1 = |Z1| cis θ1  และ  Z2 = |Z2| cis θ2 แล้ว  
       Z1Z2 = |Z1||Z2| cis(θ1 + θ2)      Z1/Z2 = |Z1|/|Z2| cis(θ1 - θ2)     Z

n = |Z|n cis(nθ1)   
 • รากที่ n ของ Z จะมีทั้งหมด n ราก  โดยที่รากตัวแรก คือ  n Z  = n |Z|  cis n

θ   
  จากนั้นเราหารากที่เหลือได้โดยการแบ่งมุมกลมเป็น n ส่วนเท่าๆ กันเพ่ิมเข้าไปจนครบ  
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5. ขอสอบ PAT 1 เรื่องจํานวนเชิงซอนสองปลาสุด 
 
63. (2/58) ให้ R แทนเซตของจํานวนจริง ให้ z1 = a + bi และ z2 = c + di เป็นจํานวนเชิงซ้อน โดยที่      

a, b, c, d ∈ R – {0} และ i = 1-  สมมติว่ามีจํานวนจริง t และ s ที่ว่า 2
1z  + 2

2z  = t และ z1 – z2 = s  
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. |z1| = |z2| 
  ข. Im(z1z2) = 0 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 
 
 
64. (1/58) กําหนดให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกับสมการ   |z| + 2 z  - 3z = 3 - 45i   
 เมื่อ |z| แทนค่าสัมบูรณ์ (Absolute Value) ของ z  และ z  แทนสังยุค (Conjugate) ของ z  
 ค่าของ | z |2 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 95 2) 225 3) 245 4) 375 
 
 
 
 
 
 
65. (1/57) กําหนดให้ z = x + yi เป็นจํานวนเชิงซ้อน เมื่อ x และ y เป็นจํานวนที่สอดคล้องกับสมการ        

x(3 + 5i) + y(1 - i)3 = 3 + 7i 
 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. Im( iz ) = -Re(iz) 
  ข. z

1  = 7
6i  8 -  

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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66. (2/57) กําหนดให้ z เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกับสมการกําหนดให้  z  - 1 - 4i = 3i(z - i)  
     ข้อใดต่อไปนี้ไม่ถูกต้อง 
 1) z + z  = i(z - z )   2) |z + 2| = 2 
 3) 2z  - 8i = 0   4) z(1 - i)8 - 8i = 0 
 
 
 
 
67. กําหนดให้ A เป็นเซตของจํานวนเชิงซ้อนทั้งหมดที่สอดคล้องกับสมการ  3|z|2 - (28 - i)z + 4z2 = 0 

และให้  B = {|z + i| | z ∈ A}  ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดในเซต B เท่ากับเท่าใด (1/57) 
 
 
 
 
68. ให้ z1 และ z2 เป็นจํานวนเชิงซ้อน โดยที่  |z1| = 2 ,  |z2| = 3   และ  |z1 - z2| = 1 แล้ว  
     ค่าของ |z1 + z2| เท่ากับเท่าใด  เมื่อ |z| แทนค่าสัมบูรณ์ของ z (1/58) 
 
 
 
 
69. (2/58) กําหนดให้ z = a + bi  โดยที่ a และ b เป็นจํานวนจริงที่ ab > 0 และ i = 1-   ถ้า z3 = i แล้ว 

ค่าของ |iz5 + 2|2 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ (เมื่อ |z| แทนค่าสัมบูรณ์ (Absolute Value) ของ z) 
 1)  5 + 2 3  2)  7  3) 5 - 2 3  4)  3 
 
 
 
 
70. (1/58) ให้  A = cos 15° + cos 87° + cos 159° + cos 231° + cos 303° 

 และ  B = sin 






















 +

..

5
4arccos  8

15arctar  

 ถ้า A+B = b
a  เมื่อ ห.ร.ม. ของ a และ b เท่ากับ 1 แล้ว  ค่าของ a+b เท่ากับเท่าใด 
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กําหนดการเชิงเสน (Linear Programming) 
 

5-6 Marks 
 • เป็นการหาค่าสูงสุดและต่ําสุดของส่ิงที่เราต้องการ  (ในรูปสมการจุดประสงค์ P = Mx + Ny)  
            ภายใต้ขอบเขตหนึ่งๆ  (อสมการข้อจํากัด a1x + b1y ≤ c1 หรือ a2x + b2y ≥ c2) 
  โดย x และ y มักแทนปริมาณสินค้าแต่ละชนิด 
   M และ N มักแทน P (Profit) ของส้ินค้าแต่ละชนิด 
   a, b, c เป็นเง่ือนไขที่โจทย์กําหนดมา 
 

1. หลักการหาคาสูงสุด-ตํ่าสุดของสมการจุดประสงค 
 
 Step 1 เขียนสมการจุดประสงค์ (อาจใจดีบอกมาให้ หรือเราต้องต้ังสมการเอง) 
 Step 2 เขียนอสมการข้อจํากัด (อาจใจดีบอกมาให้ หรือเราต้องต้ังอสมการเอง) 
 Step 3 วาดกราฟอสมการข้อจํากัด และหาจุดหักมุมทั้งหมด *** 
 Step 4 นําจุดหักมุมทุกจุดแทนลงในสมการจุดประสงค์  
   (บางจุด ถ้านักเรียนมองออกว่าเป็นไปไม่ได้แน่นอนที่จะสูงสุด-ตํ่าสุด ก็ไม่ต้องแทนได้) 
 Step 5  เลือกจุดที่ให้ค่าสูงสุดหรือตํ่าสุดตามเง่ือนไขที่โจทย์ต้องการ 
 

2. ขอสอบ PAT 1 เรื่องกําหนดการเชิงเสนสองปลาสุด 
 
71. (1/57) กําหนดให้ P = Ax + By เป็นฟังก์ชันจุดประสงค์ เมื่อ A และ B เป็นจํานวนจริงบวกที่สอดคล้อง

กับ 3A = 2B  โดยมีอสมการข้อจํากัด ดังนี้  x + 2y ≤ 20 , 7x + 9y ≤ 105 , 5x + 3y ≥ 15 , x ≥ 0 
และ  y ≥ 0  ถ้า P มีค่ามากที่สุดเท่ากับ M และ P มีค่าน้อยที่สุดเท่ากับ N แล้ว  ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 

 1) 2M = 11N 2) 5M = 11N 3) 2M = N 4) 5M = N 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

คณิตศาสตร์ (218) ________________________________________ โครงการแบรนด์ซัมเมอร์แคมป์ ปีท่ี 27 

72. กําหนดให้ฟังก์ชันจุดประสงค์ P1 = 5x + 2y และ P2 = 4x + 3y โดยมีอสมการข้อจํากัดดังนี้ 2x + 3y ≥ 6, 
3x - y ≤ 15 , -x + y ≤ 4 , 2x + 5y ≤ 27 , x ≥ 0  และ  y ≥ 0   ให้ค่ามากที่สุดของ P1 และ P2 
เท่ากับ M1 และ M2 ตามลําดับ  และค่าน้อยที่สุดของ P1 และ P2 เท่ากับ N1 และ N2 ตามลําดับ 

 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. M1 มีค่ามากกว่า M2 
  ข. N1 มีค่าน้อยกว่า N2 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง (1/58) 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก 2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก 4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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73. (2/58) นาย ก. วางแผนจะปลูกมันหรือสัปปะรดบนที่ดิน 150 ไร่ โดยมีข้อมูลในการลงทุนดังนี้  ในการ
ปลูกมันจะต้องลงทุนค่าต้นกล้าไร่ละ 200 บาท และใช้แรงงานไร่ละ 10 ชั่วโมง  ในการปลูกสับปะรดจะ 
ต้องลงทุนค่าต้นกล้าไร่ละ 300 บาท และใช้แรงงานไร่ละ 12.5 ชั่วโมง  นาย ก. มีเงินลงทุนสําหรับค่า   
ต้นกล้า 40,000 บาท และมีแรงงานไม่เกิน 1,850 ชั่วโมง  ถ้าปลูกมันจะได้กําไรไร่ละ 1,500 บาท  ปลูก
สับปะรดจะได้กําไรไร่ละ 2,000 บาท  ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 

 1) ปลูกสับปะรดเพียงอย่างเดียว จะได้กําไรสูงสุด 300,000 บาท 
 2) ปลูกมัน 10 ไร่ ปลูกสับปะรด 140 ไร่ จะได้กําไรสูงสุด 295,000 บาท 
 3) ปลูกมัน 50 ไร่ ปลูกสับปะรด 100 ไร่ จะได้กําไรสูงสุด 275,000 บาท 
 4) ปลูกมัน 110 ไร่ ปลูกสับปะรด 40 ไร่ จะได้กําไรสูงสุด 245,000 บาท 
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74. (2/57) มีปุ๋ยอยู่ 2 ชนิด คือชนิด A และ ชนิด B  โดยแต่ละชนิดบรรจุถุงละ 100 กรัม ส่วนประกอบและ
ราคาแต่ละชนิด ดังนี้ 

 
ชนิดปุ๋ย สารอาหาร N สารอาหาร P สารอาหาร K ราคาถุงละ 

ชนิด A 2 หน่วย 1 หน่วย 80 หน่วย 10 บาท 

ชนิด B 3 หน่วย 3 หน่วย 60 หน่วย 12 บาท 
 
 นักวิจัยทดลองผสมปุ๋ยชนิด A และชนิด B ให้พืชในแปลงทดลอง โดยส่วนผสมปุ๋ยที่ได้ประกอบด้วย

สารอาหาร N อย่างน้อย 18 หน่วย สารอาหาร P อย่างน้อย 12 หน่วย และสารอาหาร K อย่างน้อย 480 
หน่วย  ค่าใช้จ่ายน้อยสุดในการผสมปุ๋ยทั้งสองชนิดเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 74 บาท 2) 78 บาท 3) 84 บาท 4) 96 บาท 
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เฉลยตัวอยางขอสอบ 
 
1. 3) 2. 0.5 3. 3) 4. 2) 5. 4) 
6. 201 7. 8 8. 3 9. 1) 10. 16 
11. 4) 12. 21  13. 2) 14. 1) 15. 3) 
16. 7 17. 109 18. 2) 19. 4) 20. 4) 
21. 3) 22. 1) 23. 15.87 24. 3 25. 1) 
26. 3) 27. 3) 28. 1) 29. 15 30. 2) 
31. 2) 32. 4) 33. 34.5 34. 3) 35. 4 
36. 132 37. 4) 38. 4) 39. 3) 40. 12 
41. 634 42. 35 43. 2) 44. 100 45. 4) 
46. 3) 47. 1) 48. 38 49. 3) 50. 3) 
51. 2) 52. 4) 53. 4) 54. 4) 55. 2) 
56. 35 57. 3) 58. 1386 59. 1) 60. 340 
61. 270 62. 2) 63. 1) 64. 2) 65. 4) 
66. 4) 67. 5 68. 3 69. 4) 70. 169 
71. 1) 72. 1) 73. 3) 74. 2)  
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เก็งขอสอบ 
 

ชุดที่ 1 
 
ตอนที่ 1 :  แบบปรนัย 5 ตัวเลือก   ข้อละ 2.5 คะแนน   
1. กําหนดให้ a, b และ c เป็นจํานวนจริงใดๆ พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ถ้า ab = ac แล้ว b = c  
  ข. ถ้า a | bc | < 0 และ b < 0 แล้ว | ab | c < 0 
  ค. ถ้า a > 0 และ b > 0 แล้ว a + b ≥ 2ab  
 ข้อใดถูก 
 1) ก. และ ข. ถูก แต่ ค. ผิด 2) ก. และ ค. ถูก แต่ ข. ผิด 
 3) ข. และ ค. ถูก แต่ ก.ผิด 4) ข.ถูก แต่ ก. และ ค. ผิด  
 5) ค. ถูก แต่ ก. และ ข. ผิด  
2. ให้ A=  2 6

5  , B =  3 2
1 , C = 5 3

1   ข้อใดต่อไปนี้ถูก 

 1) A < B < C   2) B < A < C  
 3) B < C < A     4) C < A < B    
 5) C < B < A  
3. ให้ a =  18  - 12  และ b = 75  - 50  พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. a และ b เป็นจํานวนอตรรกยะ 
  ข. 3a < 2b 
  ค. a + b < 2 
 ข้อใดถูกต้อง 
 1) ก. และ ข. ถูก แต่ ค. ผิด 2) ก. และ ค. ถูก แต่ ข. ผิด 
 3) ข. และ ค.ถูก แต่ ก. ผิด 4) ค.ถูก แต่ ก. และ ข. ผิด  
 5) ก. ถูก แต่ ข. และ ค. ผิด  
4. ถ้า a = 2  5

2  5
+

+  แล้ว 2  a
1  a -+  มีค่าเท่ากับข้อใด 

 1) 3 2) 4 3) 5 4 9 +  4) 3 2  5) 4 5  
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5. ส่วนที่แรเงาของแผนภาพในข้อใดหมายถึง A - (B - C)  

 1) 

A B

C

  2) 

A B

C
 

 

 3) 

A B
C

  4) 

A B

C  

 

 5) 

A B
C

  

 
6. พิจารณาผลสรุปต่อไปนี้ 
  ก. เหตุ 1) ทุกครั้งที่ฝนตก การจราจรจะติดขัด 
                     2) วันนี้จราจรติดขัด 
   ผล วันนี้ฝนตก 
  ข. เหตุ 1) ดําไม่ชอบกินผัก 
    2) ทุกคนที่กินผักมีสายตาดี 
   ผล ดําสายตาไม่ดี 
  ค. เหตุ 1) ผู้ที่ประหยัดจะไม่ยากจน 
    2) นายมีเป็นคนยากจน 
   ผล นายมีเป็นคนไม่ประหยัด 
   ข้อใดถูก 
 1) ก., ข. และ ค. สมเหตุสมผล   
 2) ก. และ ข. สมเหตุสมผล แต่ ค. ไม่สมเหตุสมผล 
 3) ข. และ ค. สมเหตุสมผล แต่ ก. ไม่สมเหตุสมผล  
 4) ค. สมเหตุสมผล แต่ ก. และ ข. ไม่สมเหตุสมผล 
 5) ก., ข. และ ค. ไม่สมเหตุสมผล  
7. ถ้า A = {x | 9x2 = (1 + 3 8 )x} แล้ว ผลบวกของสมาชิกทุกตัวใน A มีค่าเท่ากับข้อใด 
 1) - 2

1   2) 0 3) 2
1  4) 1 5) 2

3  
 
8. ถ้า 64k = 16 แล้ว 8k + 8-k มีค่าเท่ากับข้อใด 
 1) 0 2) 4

5  3) 2
5  4) 4

17  5) 8
65   
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9. ผลบวกของรากทั้งหมดของสมการ 2  x
1  x

+
-  + x = 1 เท่ากับข้อใด 

 1) -4 2) -3 3) -2 4) 1 5) 2  
10. ถ้า A = {x | |x + 1| + 1 > 2} แล้ว ช่วงในข้อใดเป็นสับเซตของ A 
 1) (-4, -2] 2) (-3, -1) 3) [-1, 0) 4) [0, 2) 5) [2, 3)   
11. กําหนดให้ A = {x | x - 2} และ B = {x | x2 - 3x - 4 > 0} สมาชิกของ A - B ที่เป็นจํานวนเต็มมีก่ีตัว 
 1) 3 2) 4 3) 5 4) 6 5) 7  
12.     บริเวณที่แรเงาเป็นกราฟของความสัมพันธ์ในข้อใด 
           1) {(x, y) | x2 - y < 0 และ y ≤ 1} 
          2) {(x, y) | x2 - y < 0 และ y ≥ 1} 
          3) {(x, y) | x2 - y ≥ 0 และ y < 1} 
           4) {(x, y) | x2 - y ≥ 0 และ y > 1} 
           5) {(x, y) | x2 - y > 0 และ y ≤ 1}  
13. กราฟในข้อใดแสดงว่า y เป็นฟังก์ชันของ x 

 1) x

y

  2) x

y

 

 

 3) x

y

  4) x

y

 

 

 5) x

y

  

 
 
 
 
 
 
 

x

y
y = x2

y = 1
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14. กําหนดให้ f(x) = (x - 3)2 - 4 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. กราฟของ f เป็นพาราโบลาหงาย    
  ข. ถ้า x ∈ (1, 4] แล้ว f(x) < 0 
  ค. ถ้ากราฟของ f ตัดแกน y ที่จุด (0, a) และค่าตํ่าสุดของ f คือ b แล้ว a + b = 1        
      ข้อใดถูก 
      1) ก., ข. และ ค. ถูกทั้งสามข้อ 2) ก. และ ข. ถูก แต่ ค. ผิด 
 3) ก. และ ค. ถูก แต่ ข.ผิด 4) ก. ถูก แต่ ข. และ ค. ผิด 
 5) ข. ถูก  แต่ ก. และ ค. ผิด  
15. กําหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากซึ่งมีมุม B̂  = 90° และมี BD เป็นเส้นความสูงของรูป

สามเหลี่ยม ถ้ามุม Â  = 60° และ AD ยาว 2 หน่วย แล้ว CD จะยาวกี่หน่วย 
 1) 4 2) 4 3   3) 6 4) 6 3  5) 8  
16. กําหนดให้ ABCD เป็นรูปสามเหลี่ยมผืนผ้าซึ่งมีพ้ืนที่ 100 ตารางเมตร ถ้า tan ( CABˆ ) = tan (90 - DCAˆ ) 

แล้วส่ีเหลี่ยม ABCD มีเส้นรอบรูปยาวก่ีหน่วย 
 1) 40 2) 50 3) 58 4) 104 5) 202  
17. ชายคนหนึ่งยืนอยู่ระหว่างตึกสองหลัง ถ้าชายคนนี้มองยอดตึกที่หนึ่งด้วยมุมเงย 30° แล้วหันหลังกลับ    

เขาจะมองเห็นยอดตึกที่สองด้วยมุมเงย 60° สมมติว่าตึกที่สองสูงกว่าตึกที่หนึ่ง 20 3  เมตร และตึก  
ทั้งสองห่างกัน 100 เมตร ชายคนนี้จะยืนอยู่ห่างจากตึกที่หนึ่งก่ีเมตร 

 1) 30 3  2) 40 2  3) 60 4) 62 5) 70  
18. เมื่อวางบันไดยาว 4 เมตรพาดกับผนัง บันไดจะทํามุม 30 องศากับพ้ืน ถ้าเล่ือนปลายบนของบันไดให้

สูงขึ้นอีก 1 เมตร ปลายล่างของบันไดจะเลื่อนจากจุดเดิมเข้าหาผนังเป็นระยะทางกี่เมตร 
  1) 2 3  - 7     2) 2 3  - 5  
 3) 1   4) 2 5  - 3  
 5) 3 2  - 5   

19. ถ้า an = 3  2n
n1)(  2 n

+
--  แล้วข้อใดถูก 

 1) a1 = 5
1    2) a2 = 7

4   3) a3 = 9
1   4) a4 = 11

2  5) a5 = 13
7  

 
20. ถ้า a1, a2, a3, ... เป็นลําดับเลขคณิตและผลต่างร่วมไม่เป็นศูนย์ แล้วข้อใดผิด 
 1) |a10 - a11| = |a21 - a20| 
 2) a9 + a14 = a11 + a12 

 3) 
47
1215

a  a
a  a

-
-  = 1 

 4) ถ้า bn = an - 5 ทุกๆ n แล้ว b1, b2, b3, ... เป็นลําดับเลขคณิต 
 5) ถ้า cn = 5nan ทุกๆ n แล้ว c1, c2, c3, ... เป็นลําดับเรขาคณิต  
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21. กําหนดให้ x เป็นจํานวนจริง ถ้า  5 - 7x, 3x + 28, 5x + 27, ..., 2x3 - 3x - 3x + 1 เป็นลําดับเลขคณิต 
แล้วลําดับนี้มีก่ีพจน์ 

 1) 10 2) 11 3) 12 4) 13 5) 14  
22. ซุงกองหนึ่งวางเรียงซ้อนกันเป็นชั้นๆ โดยชั้นบนจะมีจํานวนน้อยกว่าชั้นล่างที่อยู่ติดกัน 3 ต้นเสมอ ถ้าชั้น

บนสุดมี 49 ต้น และชั้นล่างสุดมี 211 ต้น แล้ว พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ซุงกองนี้มี 56 ชั้น       
  ข. ชั้นที่ 8 (นับจากบนลงล่าง) มีซุง 70 ต้น 
  ค. ซุงกองนี้มีทั้งหมด 7,150 ต้น 
 ข้อใดถูก 
 1) ก., ข. และ ค. ถูกทั้งสามข้อ 2) ข. ถูก แต่ ก. และ ค. ผิด  
 3) ค. ถูก แต่ ก. และ ข.ผิด 4) ก. และ ค. ถูก แต่ ข. ผิด 
 5) ข. และ ค. ถูก แต่ ก. ผิด  
23. ถ้าพจน์ที่ 5 และ พจน์ที่ 8 ของลําดับเรขาคณิตเป็น 2

1  และ - 16
1  ตามลําดับ แล้วพจน์ที่ 4 เท่ากับข้อใด

ต่อไปนี้ 

 1) -1 2) - 2
1   3) - 4

1    4) 1 5) 2 
 
24. พจน์ที่ 10 ของลําดับเรขาคณิต 3 , 6 , ... ตรงกับข้อใด  
 1) 8 6   2) 16 3  3) 16 6   4) 32 3   5) 32 6   
25. ถ้าอนุกรมเรขาคณิต a1 = 2

1  และ a10 = 256 แล้ว ผลบวก 10 พจน์แรกของอนุกรมนี้เท่ากับข้อใด 

 1) 511.0  2) 511.5  3) 512.0 4) 512.5 5) 513.0  
26. ครอบครัวหนึ่งมีพ่อ แม่ และลูก 2 คน ไปเที่ยวสวนสนุกแห่งหนึ่ง ถ้าจัดคนทั้งส่ีถ่ายรูปกับรูปปั้น          

โดราเอมอน โดยยืนเรียงกันให้โดราเอมอนอยู่ตรงกลาง และลูกทั้งสองคนไม่ยืนติดกัน  
      จะมีจํานวนวิธีจัดได้ก่ีวิธี 
 1) 8 2) 10 3) 12 4) 16 5) 18  
27. กนกมีถุงเท้าสีขาว 1 คู่ สีน้ําเงิน 2 คู่ และ สีดํา 3 คู่ เขาใส่ถุงเท้าไว้ในล้ินชักโดยไม่ได้จัดแยกเป็นคู่ ถ้าเขา 

สุ่มหยิบถุงเท้าจากล้ินชักมา 2 ข้างแล้ว ความน่าจะเป็นที่จะได้ถุงเท้าสีเดียวกันมีค่าเท่ากับข้อใด 
 1) 66

1   2) 22
1   3) 11

1  4) 6
1   5) 3

1       
 
28. ข้อใดเป็นขั้นตอนหนึ่งของการสํารวจความคิดเห็น 
 1) ต้ังสมมุติฐานของปัญหาที่ทําการสํารวจ 
 2) กําหนดขอบเขตของการสํารวจ 
 3) ประมาณการค่าใช้จ่ายในการสํารวจความคิดเห็น 
 4) คัดเลือกผู้เก็บข้อมูลการสํารวจ 
 5) นําผลการสํารวจความคิดเห็นไปใช้ประโยชน์                            
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29. ค่ากลางของข้อมูลในข้อใดมีความเหมาะสมที่จะใช้เป็นตัวแทนของข้อมูลของกลุ่ม 
 1) ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของขนาดรองเท้าของนักเรียนห้องหนึ่ง 
 2) ค่าเฉลี่ยเลขคณิตของจํานวนผู้โดยสารรถไฟฟ้าใต้ดินต่อวันในเดือน มกราคม พ.ศ. 2557 
 3) มัธยฐานของน้ําหนักตัวของคนไทยในปี พ.ศ. 2556 
 4) ฐานนิยมของความสูงของนักกีฬาไทยที่ได้รับเหรียญทองจากการแข่งขันกีฬาโอลิมปิก 
 5) ค่าก่ึงกลางระหว่างมัธยฐานกับค่าเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบคณิตศาสตร์ของนักเรียนชั้น ม.6 ของ

โรงเรียนแห่งหนึ่ง  
30. จากแผนภาพต้น-ใบ ของข้อมูลชุดหนึ่งเป็นดังนี้  
 
  0    7    8    9 
  1    0    1    5    7 
  2    1    2    2 
  3    0    2 
 
 ข้อใดต่อไปนี้เป็นเป็นข้อสรุปที่ถูกต้องของข้อมูลชุดนี้ 
 1) ค่าเฉลี่ยเลขคณิต = 16 และมัธยฐาน = 16 
 2) ค่าเฉลี่ยเลขคณิต = 16.5 และมัธยฐาน = 17 
 3) ค่าเฉลี่ยเลขคณิต = 17 และมัธยฐาน = 17 
 4) ค่าเฉลี่ยเลขคณิต = 17 และมัธยฐาน = 16 
 5) ค่าเฉลี่ยเลขคณิต =  17.5 และมัธยฐาน = 16  
31. ผลการสอบวิชาคณิตศาสตร์ของนักเรียนห้องหนึ่ง (เรียงจากน้อยไปมาก) เป็นดังนี้ 
  29, 35, 36, 40, 41, 43, 47, 50, 56, 59 
  60, 61, 63, 65, 72, 72, 74, 75, 75, 78 
  78, 78, 80, 80, 81, 82, 84, 87, 88, 89 
  90, 90, 91, 91, 91, 92, 95, 95, 95, 97 
 เปอร์เซ็นไทล์ที่ 70 ของคะแนนสอบนี้เท่ากับข้อใด 
 1) 87 2) 87.5 3) 87.9 4) 88  
32. ข้อมูลชุดหนึ่งเรียงจากน้อยไปมากดังนี้  5  10   12  20  x  26  30  42  47  y 
 ถ้าข้อมูลชุดนี้มีพิสัยเท่ากับ 45 และค่าเฉลี่ยเลขคณิตศาสตร์เท่ากับ 26.4 แล้ว ควอไทล์ที่สองของข้อมูล 

ชุดนี้เท่ากับข้อใด  
 1) 20 2) 21 3) 23 4) 24 5) 25 
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ตอนที่ 2 :  แบบเติมคําตอบ  ข้อละ 2.5 คะแนน   
33. กําหนดให้ A = {1,2,3} และ B  = {2,3,5} 
 ถ้า r = {(a, b) ∈ A × B | a ≥ b - 1} แล้ว r จํานวนสมาชิกมีสมาชิกก่ีตัว  
34. ถ้า A = {(x, y) | |x + 1| ≤ y และ y ≤ 2} แล้วพ้ืนที่ของบริเวณ A เท่ากับก่ีตารางหน่วย  
35. จากการสอบถามความชอบรับประทานไอศกรีมของนักเรียนจํานวน 180 คน พบว่า 
  มี 86 คน ชอบรสช็อกโกแลต มี 31 คน ชอบรสช็อกโกแลตและวานิลา 
  มี 87 คน ชอบรสวานิลา มี 27 คน ชอบรสวานิลาและสตรอเบอรี่ 
  มี 70 คน ชอบรสสตรอเบอรี่ มี 22 คน ชอบรสช็อกโกแลตและสตรอเบอรี่ 
 และมี 5 คนไม่ชอบทั้งหมด ดังนั้นมีนักเรียนที่ชอบทั้งสามรสก่ีคน  
36. ถ้าอนุกรมเลขคณิตมีพจน์แรกเป็น -8 และมีผลบวกของ 50 พจน์แรกเป็น 3275 แล้วผลต่างร่วมมีค่า

เท่ากับเท่าใด  
37. แม่ค้าก๋วยเต๋ียวชามละ 25 บาท โดยมีค่าเช่าร้านวันละ 120 บาท และต้นทุนค่าวัตถุดิบทั้งหมดคิดชามละ 

18 บาท ถ้าต้องการให้ได้กําไรไม่ตํ่ากว่า วันละ 500 บาท เขาต้องขายให้ได้อย่างน้อยวันละก่ีชาม  
38. ห้องประชุมแห่งหนึ่งจัดที่นั่งเป็นแถวโดยนําโต๊ะมาเรียงต่อกันเป็นแถว แถวละ 5 ตัว หลังจากจัดแล้ว     

ได้ที่นั่งทั้งหมด 60 ที่นั่ง ถ้าจํานวนแถวน้อยกว่าจํานวนที่นั่งในแต่ละแถวอยู่ 4 ห้องประชุมนี้มีโต๊ะทั้งหมด 
ก่ีตัว  

39. ข้อมูลชุดที่หนึ่งมี 10 จํานวน คือ x1, x2, x3, ..., x10 ซึ่งข้อมูลชุดนี้มีส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเท่ากับ 2.3 
ถ้าข้อมูล ชุดที่สองมี 10 จํานวน คือ 3x1 + 174, 3x2 + 174, 3x3 + 174, ..., 3x10 + 174 แล้วส่วน
เบี่ยงเบนมาตรฐานข้อมูลชุดที่สองนี้จะเท่ากับเท่าใด  

40. ถ้าแต่ละวันในเดือนสิงหาคม มีความน่าจะเป็นที่จะมีฝนตกตอนเช้าหรือตอนเย็นเท่ากับ 0.86 ความน่าจะเป็น
ที่จะมีฝนตกตอนเย็นเท่ากับ 0.67 และความน่าจะเป็นที่จะมีฝนตกทั้งตอนเช้าและตอนเย็นเท่ากับ 0.35 แล้ว 
ความน่าจะเป็นที่จะมีฝนตกในตอนเช้ามีค่าเท่ากับเท่าใด 
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ชุดที่ 2 
 
36. Sup’k-Pb 2.1  กําหนดให้ a, b และ c เป็นจํานวนเต็ม ที่สอดคล้องกับ 
  (1) a2 + b2 ≤ 90  (2) a + b = 5 + c   (3) a > 8 
      พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) a + 2b + 3c ≤ 36  
  (ข)   ค่ามากที่สุดของ a3 + b3 + c3 เท่ากับ 1085  
      ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 
 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก   4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด  
37. Sup’k-Pb 2.2 Find the solution of 2x + 2|x| ≥ 2 2   
 จงหาเซตคําตอบของ 2x + 2|x| ≥ 2 2  
 ตอบ .............................  
38. Sup’k-Pb 2.3 The solution of ||x| - 1| < |1 - x|   
 จงหาเซตคําตอบของ ||x| - 1| < |1 - x| 
 ตอบ .............................  
39. Sup’k-Pb 2.4 กําหนดให้ A = {x ∈  : 3x5 - 2x4 - 7x3 + x = 10} , B = {2}  
 และ C = 








3
2  จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 

  ก. AUB ≠ P(A)   ข. {A, A - C} ∈ P(P(A)) 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. และ ข. เป็นจริง   2) ก. เป็นจริง และ ข. เป็นเท็จ 
 3) ก. เป็นเท็จ และ ข. เป็นจริง 4) ก. และ ข. เป็นเท็จ  
40. Sup’k-Pb 2.5 จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. ∀x, y ∈  , ||x| + |y|| + ||x| - |y|| = |x + y| + |x - y| 

  ข. ∀x, y ∈  , 2
| y x|   y x --+  ≤ x ≤  2

| y x|   y x -++  

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. และ ข. เป็นจริง   2) ก. เป็นจริง และ ข. เป็นเท็จ 
 3) ก. เป็นเท็จ และ ข. เป็นจริง 4) ก. และ ข. เป็นเท็จ 
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41. Sup’k-Pb 2.6 กําหนดการดําเนินการ * บนเซตของจํานวนจริง เป็นไปตามกฎต่อไปนี้ 
  ก. 2 * 2 = 2

3  

  ข. 2a * b = (a * b) + 2
1  ทุกจํานวนจริงบวก a และ b 

  ค. a2 * b = b2 * a ทุกจํานวนจริงบวก a และ b 
 จงพิจารณาว่า 1 * 1 มีค่าตรงกับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 0 2) 2

1  3) 1 4) 2
3  

 
42. Sup’k-Pb 2.7 กําหนดความสัมพันธ์ r1 และ r2 ดังต่อไปนี้ 
  r1 = {(x, y) ∈  ×  : log2556 (2x + y) + xy = 3y + 3} 
  r2 = {(x, y) ∈  ×  : 4x2 + 8xy + 5y2 + 4x + 8y + 5 = 0} 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) r1I r2 = ∅ 2) r1 ⊆ r2 3) r2 ⊆ r1 4) r1U r2 ⊆  × +  
43. Sup’k-Pb 2.8 ถ้า x และ y เป็นจํานวนจริงที่สอดคล้องกับสมการ 

2 + yx1y2x  4 16  2 --++  = log3 (x + y) 
 แล้ว x2 + y มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 3 2) 8 3) 15 4) 24  
44. Sup’k-Pb 2.9  ให้ A = {x | 2x+3 > 4} 
 B = {x | 2 ⋅ log (x + 3) < log (5x + 15)} และ C = {x ∈ I | x ∈ AI B} จงหา n(P(C)) 
 ตอบ ............................. 
 

45. Sup’k-Pb 2.10 จงพิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. มีจํานวนจริงบวก a ≠ b ซึ่งสอดคล้องกับสมการ a + b

1  = b + a
1  

  ข. มีจํานวนจริงบวก a ≠ b ซึ่งสอดคล้องกับสมการ a - b
1  = b - a

1  

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. และ ข. เป็นจริง   2) ก. เป็นจริง และ ข. เป็นเท็จ 
 3) ก. เป็นเท็จ และ ข. เป็นจริง 4) ก. และ ข. เป็นเท็จ  
46. Sup’k-Pb 2.11 กําหนดให้ 0 < θ 8

π  ถ้า tan (2θ) = n
m  โดยที่ m, n ≥ 0 

 แล้วข้อใดต่อไปนี้ตรงกับค่าของ tab θ 

 1) 
22 n  m

m
+

 2) m
m  n  n 22 ++  3) 

22 m  n  n
m

++
 4) ไม่มีข้อใดถูกต้อง 
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47. Sup’k-Pb 2.12 จงหาค่าสูงสุดที่เป็นไปได้ของ p + q  
 เมื่อ p และ q เป็นจํานวนเฉพาะ ซึ่ง p + q หาร pq ลงตัว 
 ตอบ ..............................  
48. Sup’k-Pb 2.13 กําหนดให้ a1, a2, ..., a100 เป็นลําดับของจํานวนเต็มบวก 100 จํานวนเรียงติดกัน      
 จงหาค่าน้อยท่ีสุดที่เป็นจํานวนเต็มของ 9932 a  ...  a  a +++  - 1001 a  a +  

 ตอบ ..............................  
49. Sup’k-Pb 2.14 Find the value of cos 65

π
 ⋅ cos 65

2π
 ⋅ cos 65

4π
 ⋅ ... ⋅ cos 65

32π  

 จงหาค่าของ 65
π

 ⋅ cos 65
2π

 ⋅ cos 65
4π

 ⋅ ... ⋅ cos 65
32π   

 ตอบ ..............................  
50. Sup’k-Pb 2.15 If tan x + cot x = 2, 
 then the value of sin x + cos x + sin2 x + cos2 x + ... + sin25 x + cos25 x  
 กําหนดให้  tan x + cot x = 2  
 จงหาค่าของ sin x +  cos x  + sin2 x + cos2 x + ... + sin25 x + cos25 x 
 1) 2

1  2) 3
1  3) 3

2  4) ไม่มีข้อใดถูกต้อง 
 
51. Sup’k-Pb 2.16 กําหนดรูปสามเหล่ียม ABC  
 ซึ่งมีด้านตรงข้ามมุม A มุม B และมุม C เท่ากับ a, b, c ตามลําดับ 
 ถ้า b2 + c2 - bc = a2 และ b

c  = 2
1  + 3  แล้ว tan B มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 ตอบ ..............................  
52. Sup’k-Pb 2.17 รูปสามเหล่ียม ABC มี ∠ACB กาง 45°  
 ให้ D เป็นจุดบนด้าน AC ซึ่งทําให้ AD = (2 + 2 3 )DC      
 ถ้า ∠ACB กาง 60° แล้ว AB  ⋅ DB  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 ตอบ ..............................  
53. Sup’k-Pb 2.18 ถ้า ABC เป็นรูปสามเหล่ียมหน้าจั่ว ซึ่งสอดคล้องกับสมการ 
 sin (2A - B) + sin (2B - C) + sin (2C - A) = 0 
 แล้ว  cos (2A - B) + cos (2B - C) + cos (2C - A)  มีค่าเท่ากับเท่าใด 
 ตอบ ..............................  
54. *Sup’k-Pb 2.19 กําหนดให้ A = 


















=+ π∈⋅ 2 0,   yx, 2,   y tan x  tan:  ycos  x cos  

 จงเขียนเซต A ในรูปของช่วง 
 ตอบ ..............................  
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55. *Sup’k-Pb 2.20 จงหาสามส่ิงอันดับ (a, b, p) ทั้งหมดซึ่ง a, b เป็นจํานวนเต็ม  และ p เป็นจํานวนเฉพาะ
และสอดคล้อง 

b  1
a
+  - a  1

b
+  = ab  b  a  1

p2

+++  

 ตอบ ..............................  
56. Sup’k-Pb 2.21  ในตารางข้างล่างนี้ ถ้าผลบวกของแต่ละแถว ผลบวกของแต่ละหลัก  
 และผลบวกของแนวทแยงมุมทั้งสองเท่ากันหมด จงหาค่าของ a + b + c + d + e + f 
 

a b 6
c d e

f 7 2
 

 ตอบ ..............................  
57. Sup’k-Pb 2.22  ถ้า x เป็นจํานวนจริงที่สอดคล้องกับสมการ log (x + 1) = 3 log 2  
 และ y เป็นจํานวนจริงที่สอดคล้องกับสมการ 2y = 8

1  แล้ว x + y มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 1 2) 2 3) 4 4) 5  
58. Sup’k-Pb 2.23 กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของสมการ 3x = 2x2 และ B = {2x | x ∈ A}  
 แล้วผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของเซต B มีค่าเท่ากับเท่าใด  
 ตอบ ..............................  
59. Sup’k-Pb 2.24 กําหนดให้ p, q, r และ s เป็นประพจน์  
 ถ้า (p ∧ q) → (r ∨ s) มีค่าความจริงเป็นเท็จ  
 แล้วประพจน์ในข้อใดต่อไปนี้มีความจริงเป็นจริง 
 1) ∼(p → s) 2) p ∧ r 3) ∼(r → q) 4) q ↔ s  
60. Sup’k-Pb 2.25 กําหนดให้ A เป็นเซตคําตอบของอสมการ |x  1|  1

2x  3
--

-
 
≥ 0 ข้อใดต่อไปนี้ถูก 

 1) A′I [2, 3) ≠ ∅   2) A′ ⊂ (-∞, 0) 
 3) AI (1, 2) = ∅   4) A ⊂ (1, ∞)  
61. Sup’k-Pb 2.26 จงหาผลบวกของสมาชิกใน A 
 เมื่อ A = {a ∈ I+ | a ≥ 3 และ a - 2 เป็นตัวประกอบของ 3a2 - 2a + 10} 
 ตอบ ..............................  
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62. Sup’k-Pb 2.27  ให้ C เป็นวงกลม x2 + y2 + Dx + Ey + F = 0 มีจุดศูนย์กลางอยู่ในจตุภาคที่ 1 และ
สัมผัสแกน Y ให้ P เป็นพาราโบลา Dx = y2 + Ey + F ที่ผ่านจุด (-4, -1) และระยะระหว่างจุดยอดกับ
โฟกัสเท่ากับ 1 หน่วย 

 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  (ก) D2 + E2 + F2 = 133  
  (ข) เส้นตรง 4x + 3y - 7 = 0 สัมผัสกับวงกลม C 
 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) (ก) ถูก และ (ข) ถูก   2) (ก) ถูก แต่ (ข) ผิด 
 3) (ก) ผิด แต่ (ข) ถูก                           4) (ก) ผิด และ (ข) ผิด  
63. Sup’k-Pb 2.28 ให้ C เป็นวงกลมที่มีสมการเป็น x2 + y2 = 4 และ l เป็นเส้นสัมผัสวงกลม C ที่จุดใน  

จตุภาค (Quadrant) ที่ 1 และ l ผ่านจุด (5, 0) จงหาความชันของ l 
 ตอบ ..............................  

64. Sup’k-Pb 2.29 ถ้า F1 และ F2 เป็นโฟกัสของไฮเพอร์โบลา 5
20)  (y 2-  - 4

11)  (x 2+  = 1  แล้ว         
      ส่วนของเส้นตรง F1F2 มีความยาวเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 1 หน่วย 2) 2 หน่วย 3) 3 หน่วย 4) 5 หน่วย  
65. Sup’k-Pb 2.30 ให้ m เป็นคําตอบของสมการ f(m) = 4

1  เมื่อ f(x) = 
1  3x  x

x
2 ++

  แล้ว                

 จงหา 4 ⋅ f(m2) เท่ากับเท่าใด  
 ตอบ .............................. 
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ชุดท่ี 3 
 
71. กล่องใบหนึ่งบรรจุสลาก 10 ใบ แต่ละใบมีตัวเลขกํากับไว้  มีสลาก 5 ใบที่ตัวเลขกํากับเป็นจํานวนลบ และ

อีก 5 ใบที่ตัวเลขกํากับเป็นจํานวนบวก  ถ้าสุ่มหยิบสลากจากกล่องนี้มา 4 ใบ  ความน่าจะเป็นที่ผลคูณ
ของตัวเลขที่กํากับสลากทั้งส่ีใบเป็นจํานวนลบ มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 21
10  2) 21

11  3) 21
13  4) 21

17  
 
72. ข้อมูลชุดหนึ่งประกอบด้วย 9 จํานวน ดังนี้  185 180 190 175 193 187 y 200 199  ถ้า y เป็นเดไซล์ที่ 6 

ของข้อมูลชุดนี้แล้ว หากสุ่มข้อมูลจากชุดนี้มา 5 จํานวน  ความน่าจะเป็นที่ข้อมูล 5 จํานวนนี้มีค่ามัธยฐาน
เป็น y เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 21
2  2) 21

4  3) 21
5  4) 21

8  
 
73. กําหนดให้ an เป็นลําดับลู่เข้า  และ bn เป็นลําดับเลขคณิตที่มีผลต่างร่วมไม่เท่ากับ 0  

 ถ้า 
∞→n

lim











+








+ +

n
1nnn

2

nn b
b  ba  b

1  a -  = 0  แล้ว 
∞→n

lim (2an + 1)2 มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 1  2) 2  3) 4 4) 5  
74. กําหนดให้ x1, x2, ... , x11 เป็นข้อมูล 11 จํานวนซึ่งเรียงค่าจากน้อยไปมาก ถ้าข้อมูลชุดนี้มีค่าเฉลี่ย      

เลขคณิตเท่ากับมัธยฐาน และมีส่วนเบี่ยงเบนเฉลี่ยเท่ากับ 5.2  โดยที่ 
5

1i=
Σ xi = 42.8 แล้ว 

11

6i=
Σ xi มีค่า

เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 100  2) 114.28  3) 142.80  4) 157.20  

75. ค่าของ 
∞

=
Σ

1n 




























+











nnn 3
1 ,

2)(
1max  3n

1 ,
2
1min

-
 เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 9
13  2) 24

41  3) 2
3  4) -2 

 
76. คะแนนสอบของนักเรียน 2 กลุ่ม จํานวน 7 คนและ 5 คน ซึ่งได้มีการเรียงลําดับคะแนนจากน้อยไปมาก 

ดังนี้ 
  กลุ่มท่ี 1 : 2  3.6  4.5  5.5  6  7  8  
  กลุ่มท่ี 2 : 2  5  5.4  a  8 
 ถ้าส่วนเบี่ยงเบนควอร์ไทล์ของคะแนนสอบของนักเรียนทั้งสองกลุ่มเท่ากันแล้ว  ข้อใดต่อไปนี้เป็นจริง 
 1) 5.5 ≤ a ≤ 6.0  2) 6.1 ≤ a ≤ 6.6  3) 6.7 ≤ a ≤ 7.2  4) 7.3 ≤ a ≤ 7.9  
77. คะแนนสอบแข่งขันครั้งหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยที่สัมประสิทธิ์ของการแปรผันเท่ากับ 0.5 ค่ามาตร 

ฐานของคะแนนสอบของนาย ก. และนาย ข. เท่ากับ 1 และ 1.5 ตามลําดับ  ถ้านาย ก.สอบได้ 45 คะแนน
แล้วนาย ข. สอบได้ก่ีคะแนน 
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78. คะแนนสอบของนักเรียนของห้องหนึ่งมีการแจกแจงปกติ  โดยที่ 12.3% ของนักเรียนสอบได้คะแนนตั้งแต่ 
86 คะแนนขึ้นไป  50% ของนักเรียนสอบได้คะแนนตั้งแต่ 74.4 คะแนนขึ้นไป  ถ้าพ้ืนที่ใต้โค้งปกติมาตร 
ฐานเป็น Z(1.00) = 0.3413, Z(1.16) = 0.3770, Z(2.04) = 0.4793, Z(3.09) = 0.4990 แล้ว 
เปอร์เซ็นต์ของนักเรียนที่สอบได้คะแนนน้อยกว่า 54 คะแนน  มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 

 1) 2.00  2) 2.04  3) 2.07  4) 2.10  
79. ถ้าในการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างจํานวนปีที่มีประสบการณ์การขาย (X) และรายได้ต่อปี (Y)      

(หน่วยเป็นหมื่นบาท) ของพนักงานขายสินค้าชนิดหนึ่งโดยใช้ข้อมูลจากพนักงาน 6 คน  
 ได้สมการปกติของความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันที่มีรูปสมการเป็น  Y = a + bX  คือ  
  42 = 6a + 12b  
  96 = 12a + 28b 
 พนักงานผู้ที่มีประสบการณ์การขาย 5 ปี จะมีรายได้ต่อปีโดยประมาณเท่าใด (หน่วยเป็นหมื่นบาท)  

80. กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนจริง ถ้า f(x) = 
1  x  ,x  bx  ax 

1  x  ,1) - (x
23

2

<

≥

++
 

 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้ที่จุด x = 1 แล้ว  f(-1) มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) -6  2) -4  3) 0  4) 4  
81. กําหนดให้ f(x) = x3 - 3x + 6  ถ้า P เป็นจุดบนกราฟของ y = f(x) ที่ให้ค่าสูงสุดสัมพัทธ์ของ f แล้ว 

เส้นตรงที่ผ่านจุด P และจุด (2, 6) มีความชันเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) -1  2) -2/3  3) 2/3  4) 2  

82. กําหนดให้ f เป็นฟังก์ชันที่นิยามโดย f(x) = 
 4 x  ,2  x  kx    

 4 x  , 4 x
x  16

2

2

≤

>

+ -
-
-

 

 ถ้า f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่ x = 4 แล้ว (f′of′)(5) เท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 1.50  2) 1.75  3) 2.00  4) 2.25  
83. กําหนดให้ f″(x) = ax เมื่อ a เป็นค่าคงตัว  ถ้าเส้นตรง 2x + y - 6 = 0 สัมผัสกับกราฟของ f ที่จุด (1,4) 

และ f(0) = 8 แล้ว ∫
1

0
f(x)dx  เท่ากับข้อใดต่อไปนี้  

 1) 4
22  2) 4

23  3) 4
42  4) 4

43  
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84. โรงงานแห่งหนึ่งต้องการผลิตสินค้า 2 ชนิด จากวัตถุดิบ 3 ประเภท  โดยที่มีข้อมูลเก่ียวกับปริมาณวัตถุดิบ
แต่ละประเภทที่ต้องใช้ในการผลิตแต่ละชิ้นของสินค้าแต่ละชนิด ตามตารางต่อไปนี้ 

 
ปริมาณวัตถุดิบท่ีต้องใช้ในการผลิตแต่ละช้ินของ 

วัตถุดิบประเภท 
สินค้าชนิดท่ี 1 สินค้าชนิดท่ี 2 

A 2 1 

B 1 1 

C 1 0 
 
 ถ้าโรงงานนี้มีวัตถุดิบประเภท A, B, C อยู่เป็นปริมาณทั้งหมด 15, 12, 5 หน่วย ตามลําดับ และราคาขาย

ต่อชิ้นของสินค้าชนิดที่ 1, ชนิดที่ 2 คือ 1.50 บาท และ 1 บาท ตามลําดับ  ดังนั้นเพ่ือให้ได้รายได้มากที่สุด
จากการขายสินค้าทั้งสองชนิด 

  ก. โรงงานนี้ควรผลิตสินค้าชนิดที่ 1 จํานวนเท่าใด และชนิดที่ 2 จํานวนเท่าใด 
  ข. ภายหลังการผลิตจะมีวัตถุดิบเหลืออยู่ทั้งหมดเท่าใด  
85. โรงงานแห่งหนึ่งผลิตสินค้าสองชนิด ชนิดแรกผลิตจํานวน x ชิ้น ราคาขายชิ้นละ 400 บาท ชนิดที่สอง

ผลิตจํานวน y ชิ้น ราคาขายชิ้นละ 200 บาท  โดยมีอสมการข้อจํากัด คือ 
  3x + y ≥ 6  
  x + 3y ≥ 6  
  x + y ≤ 4  
 แล้วโรงงานแห่งนี้จะขายสินค้าทั้งสองชนิดได้เงินสูงสุดก่ีบาท  
86. พ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่อยู่ระหว่างเส้นโค้ง y = x3 - 4x และแกน X  เมื่อ x อยู่ในช่วง [-2, 1] มีค่าเท่าใด  

87. ผลรวมอนุกรม ∑
+

++
=

999

1k 22 1)  (k
1  

k
1  1  มีค่าเท่าใด  

 
88. กําหนดให้ z1, z2 ,... , z2558 เป็นรากของสมการ  z2559 - 1 = 0  ที่แตกต่างกันทั้งหมด และไม่ใช่ 1  
 จงหาค่าของ (2 - z1)(2 - z2)(2 - z3) ... (2 - z2558)  
89. กําหนดให้ z1 และ z2 เป็นจํานวนเชิงซ้อนซึ่ง  |z1 + z2| = | 1z  - 2z | = 3  ถ้า |z2| = 2 แล้ว |z1 - 2z2|2 

มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) 18  2) 19  3) 20  4) 21  

90. กําหนดให้  f(x) = log 




 +

x  1
x  1

-  เมื่อ -1 < x < 1  ถ้า ∫f(x)dx = A แล้ว  ∫f 













+
+

2
3

3x  1
x  3x dx ตรงกับข้อใด

ต่อไปนี้  
 1) 2A  2) 3A  3) A2  4) A3 - A  
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91. กําหนดให้ลําดับ an สอดคล้องกับสมการ  3
2a1  + a2 + 3

4a3  + ... + 3
1)a  (n n+  = 3  n

2  n
+
+   

 เมื่อ n เป็นจํานวนนับ  ค่าของ ∑
∞

=8n
n21a  เท่ากับข้อใด 

 1) 220
63  2) 20

7  3) 40
119  4) 4

105  
 
92. จงหาผลบวกของอนุกรม  loga2

3 b  + loga4
9 7b  + loga8

27 37b  + loga16
81 175b  + ...  เมื่อ a, b > 0 

 1) 3
4 logab 2) logab 3) 2

1 logab 4) 3
1 logab(48) 

 

93. ถ้า 2i
e  e ii θθ --  = sin θ แล้ว ผลบวก n พจน์ของอนุกรม ∑

=

n

1k
1)xi(2k1)xi(2k )e  (e --- -  เมื่อ x ≠�0        

มีค่าเท่ากับเท่าใด 

 1) x sin
nx sin 2i  2) x sin

nx sin 2i 2
 3) x sin

nx sin 2i 3
 4) x sin

nx sin 2i 4
 

 

94. กําหนดให้ 1 - 4
x2

 + 16
x4

 - 64
x6

 + ... เป็นอนุกรมคอนเวอร์เจนต์  จงหาผลบวกของค่า x ทั้งหมด       

ที่สอดคล้องกับสมการ ...64
x

16
x

4
x1

642

10 ++ --  - 29x8x
12x

210 -+  = 0  
95. สําหรับจํานวนเต็มบวก n กราฟพาราโบลา  y = (n2 + 3n + 2)x2 - (2n + 3)x + 1  ตัดแกน X ที่จุด 

(an, 0) และจุด (bn, 0)  ค่าของ ∑
∞

=1n nnba  เท่ากับเท่าใด 

 1) 1  2) 2
1  3) 4

3  4) 3
2  

 
96. จงหาว่าลําดับเลขคณิตทั้งหมดที่เป็นลําดับเพ่ิม ที่มีสามพจน์และแต่ละพจน์เป็นสมาชิกของ {1, 2, 3, ..., 19} 

มีทั้งหมดก่ีลําดับ   
97. กําหนดให้  A = {1, 2, 3, ..., 50} และ S เป็นสับเซตของ A  ซึ่งผลบวกของสมาชิกสองตัวใดๆ ที่ต่างกัน

ใน S หารด้วย 7 ไม่ลงตัวแล้ว  S มีจํานวนสมาชิกได้มากที่สุดเท่าใด   
98. กําหนดให้  x = {1, 2, 3, ..., 9, 10} และ 
    Y = {(A, B) | A, B เป็นสับเซตของ X, AU B = x และ AI B = {1}} 
 จํานวนสมาชิกของเซต Y เป็นเท่าใด 
 1) 29  2) 29�× 29  3) 210  4) 29�× 210  
99. ให้  P0(x) = x3 + 696x2 - 95x - 10   นิยาม  Pn(x) = Pn-1(x - n)  สําหรับจํานวนเต็มบวก n  
 สัมประสิทธิ์ของ x ใน P30(x) มีค่าเท่ากับเท่าใด   
100. กําหนดให้ a และ b เป็นจํานวนเต็ม  จงหาจํานวนคู่อันดับ (a, b) ทั้งหมดที่สอดคล้องกับเง่ือนไขต่อไปนี้  

  1. f(x) = 
16  xb  x

10  xa  3x  x
23

235

-
--

+

+  ,  f(2) = 0 

 และ 2. |a - b| ≤ 4  
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101. ถ้าความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันของข้อมูลชุดหนึ่งระหว่างตัวแปร x และ y มีกราฟเป็นเส้นตรง  

 โดยที่  ∑
=

8

1i ix  = 32 , ∑
=

8

1i iy  = 16 , ∑
=

8

1i iiyx  = 65 , ∑
=

8

1i

2
ix  = 140 , ∑

=

8

1i

2
iy  = 34  

 ถ้า x = 8 แล้ว จะประมาณค่า y ได้เท่าใด   
102. ถ้า z เป็นจํานวนเชิงซ้อนที่สอดคล้องกับสมการ  z|z| + 2z + i = 0  แล้ว 
     ส่วนจินตภาพของ z มีค่าเท่ากับข้อใดต่อไปนี้ 
 1) -1 2) 2  3) 2  - 1 4) 1 - 2   
103. จงหาค่าลิมิตของลําดับ  an = 2558  1150n  n2 ++  - 2015  1112n  n2 ++   เมื่อ n = 1, 2, 3, ...  

104. กําหนดให้  I(a) = ∫
a

a
2 1)dx  (x

-
-  สําหรับ a ∈ [0, ∞)  ประโยคในข้อใดต่อไปนี้มีค่าความจริงเป็นจริง  

     เมื่อเอกภพสัมพัทธ์คือช่วง [0, ∞) 
 1) ∀a[I(a) > 0]   2) ∀a[(I(a) = 0) ⇒ (a = 0)] 
 3) ∃a[(a > 2) ∧ (I(a) = 0)] 4) ∃a[(a ≠ 0) ∧ (I(a) = 0)]  

105. กําหนดให้  f(x) = x)  6(1
13  8x  4x2

+
++   เมื่อ x เป็นจํานวนจริงบวกใดๆ 

 พิจารณาข้อความต่อไปนี้ 
  ก. f เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง (0, 2) 
  ข. ค่าตํ่าสุดสัมพัทธ์ของ f เท่ากับ 12

25  

 ข้อใดต่อไปนี้ถูกต้อง 
 1) ก. ถูก และ ข. ถูก  2) ก. ถูก แต่ ข. ผิด 3) ก. ผิด แต่ ข. ถูก  4) ก. ผิด และ ข. ผิด 
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เฉลย 
 

ชุดท่ี 1 
ตอนที่ 1   
1. 5)   2. 5)   3. 1)   4. 2)   5. 4)  
6. 4)   7. 3)   8. 4)   9. 3)   10. 5) 
11. 3)   12. 1)   13. 2)   14. 1)   15. 3)  
16. 1)   17. 3)   18. 1)   19. 5)   20. 5) 
21. 2)   22. 5)   23. 1)   24. 3)   25. 2)  
26. 4)   27. 5)   28. 2)   29. 2)   30. 4) 
31. 3)   32. 4)    
 
ตอนที่ 2   
33. 5   34. 4   35. 12   36. 3   37. 89   
38. 30   39. 6.9   40. 0.54 
 

ชุดท่ี 2 
36. Sup’k-Pb 2.1 ตอบ  2)      
37. Sup’k-Pb 2.2 ตอบ  (-∞, log2 ( 2 - 1)]U 





 ∞ , 2
1  

 
38. Sup’k-Pb 2.3 ตอบ  (-∞, 0)  
39. Sup’k-Pb 2.4 ตอบ  3)   
40. Sup’k-Pb 2.5 ตอบ  1)  
41. Sup’k-Pb 2.6 ตอบ  1)  
42. Sup’k-Pb 2.7 ตอบ  3)  
43. Sup’k-Pb 2.8 ตอบ  3)  
44. Sup’k-Pb 2.9 ตอบ  4   
45. Sup’k-Pb 2.10 ตอบ  3)  
46. Sup’k-Pb 2.11 ตอบ  3)  
47. Sup’k-Pb 2.12 ตอบ  4   
48. Sup’k-Pb 2.13 ตอบ  66   
49. Sup’k-Pb 2.14 ตอบ  64

1   
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50. Sup’k-Pb 2.15 ตอบ  4)   
51. Sup’k-Pb 2.16 ตอบ  2

1   
 
52. Sup’k–Pb 2.17 ตอบ  0   

53. Sup’k-Pb 2.18 ตอบ  2
1  5 -   

 

54. Sup’k-Pb 2.19 ตอบ  













3
2 , 1    

 
55. Sup’k-Pb 2.20 ตอบ  (-3, 1, 2) , (-3, -2, 2) , (2, 1, 2) , (2, -2, 2)  
56. Sup’k-Pb 2.21 ตอบ  12        
57. Sup’k-Pb 2.22 ตอบ  3)    
58. Sup’k-Pb 2.23 ตอบ  4            
59. Sup’k-Pb 2.24 ตอบ  1)         
60. Sup’k-Pb 2.25 ตอบ  1)           
61. Sup’k-Pb 2.26 ตอบ  51   
62. Sup’k-Pb 2.27 ตอบ  1)  
63. Sup’k-Pb 2.28 ตอบ  - 21

2   
 
64. Sup’k-Pb 2.29 ตอบ  4)   
65. Sup’k-Pb 2.30 ตอบ  2 
 

ชุดท่ี 3 
71. 1) 72. 3) 73. 4) 74. 2) 75. 1) 
76. 1) 77. 52.5 78. 3) 79. 16 80. 2) 
81. 2) 82. 4) 83. 2) 
84. ก. ผลิตสินค้าชนิดที่ 1 จํานวน 3 ชิ้น  ผลิตสินค้าชนิดที่ 2 จํานวน 9 ชิ้น 
 ข. เหลือวัตถุดิบประเภท C อยู่ 2 หน่วย 
85. 900 86. 5.75 87. 999.999 88. 22559 - 1 89 4) 
90. 2) 91. 2) 92. 2) 93. 2) 94. 3

2  

95. 2) 96. 81 ลําดับ 97. 23 98. 1) 99. 1300 
100. 14 คู่อันดับ 101. 2.33 102. 4) 103. 1131 104. 4)  
105. 4) 
 
 

 


